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ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ В ЗАДАЧАХ ПРОЧНОСТИ И ДИНАМИКИ

Вариационные методы и различные их реализации (методы конечных 
элементов и д р .)  позволяют свести  краевые задачи механики деформируе
мого те л а  к решению систем линейных алгебраических уравнений обычно 
с  симметричной, положительно определенной матрицей.

Идея вариационных методов восходит к работам Р ел ея , Ритца, Тимо
шенко, но только современные ЭВМ позволили получить их эффективную 
реализацию. 3  настоящей работе приводятся общие уравнения вариационных 
методов при учете температурных и дополнительных деформаций.

Для метода Релея-Ритца указы вается общая структура линейных 
уравнений для пространственных задач.

Рассмотрим классические вариационные методы / 1 ,2 / .
Метод вариации перемещений. Пусть деформируемое тело объемом V  

находится в равновесии под действием внешних сил. На части поверхности 
заданы распределенные по поверхности усилия (напряжения) Р  :

Р } . { Р * } е Ь -  ш

Здесь и в дальнейшем заданные значения отмечаются верхним индексом*; j 
символ 6  означает принадлежность.

На части поверхности Sa  заданы перемещения

{ р - }  = { и * У € $£ ’ ( 2 )

Если точки тел а  получат "возможные смещения"» то в соответствии 
с  началом Лагранжа-Пуассона

т ) rP J d v -  (3)
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ще -  вариация функционала Лагранжа; { / - ’* } ,{ /? * }  -  заданные
значения объемной и поверхностной нагрузок.

Вектор вариации деформаций и вектор напряжений

1 =  » f £22 » Р 3̂3 ’ 2/TEf2 ’ 2  (f£2), 2tf£3 t} ;

{& 1 = { fy i > G'гг ’ &33 »&12 > &23 » ®з/1 •
Величина

представляет работу внутренних сил на возможных перемещениях или 
вариацию удельной энергии деформации.

Для упругого тела

{ е } - [ / г ] ( { е } - { « г } - { г ‘ } ) ,  (4)

где [ Д ] ~  матрица жесткости материала;

[оС r } , j£ ° j -  векторы температурных и дополнительных деформаций.
Тодда /3 /
<Г%-ffffa)W({c}-{*r}-{e'})t/r-

-  / / / { n Y W i ' - f f f a n p ' W w -
V Sg (5)

Вариационное уравнение Лагранжа (5) для упругого тела эквивалентно 
выполнению уравнений равновесия

(6)
и краевых условий ( I ) .

Выполнение условий (2) должно обеспечиваться заранее, причем 
на поверхности Su

{<Tu}~0esu ■ (?)
Для решения вариационного уравнения Лагранжа можно использовать 
метод Релея-Ритца, в соответствии с которым смещения тела предпо
лагаются в виде
и. -  H f  =  с ц я ( х , и , ъ )  -, £  f t  ( х , 4 .ъ )  •

(8)
*г ~ ггз  = 2  П  (х , у ,  ъ ) ,

с . —  7  и

п



где -  заран ее выбранные системы функций, у д овлет
воряющие условиям закрепления ( 2 ) ;  CLi , $£ » C i  -  коэффициенты 
разлож ения, подлежащие определению.

Вариации смещений принимаются в виде

ч то  п о зво ляет удовлетворить условию ( 8 ) .  Вариации деформаций, входя
щие в уравнение ( 6 ) ,

-V п , Л? ^ /V-
F t6 -jj — 2 > о  c i i  д 'х  * "  ' > F s fS £  ^ 2 ' F t& i o. I F l

L = f )
или в общем виде

/Гр  «  ( K ^ i L L .  +  д ( & г ц - )  \
%  2 [ <?xi дх; >V  с

Общие уравнения м етода Р ел ея -Р и ти а . Учитывая соотношения ( 8 ) 
можно за п и са т ь :

м  =

Z a i f i , x  

2  % У г , р  

2  Сi  п , 2

2  ( a L f i > y - h $ i f t ’ x )  

2  ( # 1 < К , 2 + С с У с > у )  

2  (Ci (jJi +■ aL ~рl 9 z)

где суммирование в е д е т с я  по 0  ;  за п я т а я  в нижнем индексе озн ачает
дифференцирование по координате, указанной д а л е е .

Аналогичным образом выражается { F e }  . но коэффициенты зам е
няются их вариациями.

Д алее сл ед у ет  внести значения J e J -  и { ( Т Е  \  в уравнение (4 )  
и соб р ать в с е  члены при вариациях (T (li,(T 8 i  и (ТС( . В силу произволь
ности вариаций каждое выражение, стоящ ее множителем при указанных 
вариациях, обращ ается в нуль, что  д а е т  систем у трех линейных ал геб 
раических выражений порядка З А /  • После просты х, но несколько гро
моздких преобразований получаем следующую систем у уравнений для оп
ределения коэффициентов с ц ,  ^  и С ;  :
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(1 = 1 ,2 ,...,/ V ) .

Для более краткой записи элементов матрицы введем векторы
производных ДЛЯ функций f t  ,  f t  И *.
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Учитывая симметрию матрицы жесткости [/7 ]  , получим:

<  - ' / / Л л .  г  w  < % - 4 -  - т Ф т

4-4  = / / 1 Ш гм  {%№■>

4  =  4  =  f f f t e f  W W ; . U v >  * у ш//Л п Т м ? % ,} 2 у -
к  и

Выражения для функций ^  будут такими:

вШ Ш ГШ сС Г}^{£’} ) ^  f f f f i f r v + f f  fitid S ', 

к к «%

? * ' *  “ J T T Y k  f w f a r h - M W  v+f f f f t  fb ‘/^ ffttP z < /s .a i '1
v V So

В формулах (1 0 )  и ( I I )  для сокращения вычислений можно ср азу  поло
жить равными нулю строчки матрицы [ / } ]  ,  соответствующие нулевым 
компонентам стоящего сл ева  вектор а. Уравнения ( 9 )  являются общими 
уравнениями метода Релея-Ритца для упругого анизотропного т е л а . Они 
пригодны для учета деформаций пластичности по методу переменных п а-



раиетров упр угости или методу дополнительных деформаций и ползучести 
по теории старения» При использовании м етода последовательны х нагру
жений с  помощью уравнений ( 9 )  можно у ч есть  деформации пластичности 
по теории п л асти ч еск о го  течения, я  деформации п о л зу ч ести .

Выбор аппроксимирующих функций. Функции у ь  , у  и в ра
в е н ст в е  ( 8 ) ',  кая у к а зы ва л о сь , должны уд овлетвор ять условиям закр еп 
ления. Обычно н а  поверхности So, задаю т нулевые смещения. Если з а 
данные смещения отличны от н уля, то  можно принять

Функции U ° , V *  , , как и ^  > Должны быть непре-
рывными (д о  тр етьи х частны х производных) функциями.

Значения 8 °  соответствую т смещения?.! и °  > и . Как 
и зв е с т н о , функции f t  }  p i  должны обладать достаточн ой  полнотой 
с те м , чтобы при Д /  ^  решение стрем илось к точному. В силу этого  
указанные функции должны бы ть, по крайней м ер е, линейно независимыми. 
3  практи ческих за д а ч а х  последнее требование я вл я е т ся  и достаточным. 
Можно выбрать д л я  н екотор ого упрощения -  у ,  . Однако при
отом векторы { f t , }  > { & , } >  { № > У  не окаж утся тождественными. 
Отметим, что  при соответствую щ ем выборе аппроксимирующих функций 
уравнения ( 9 )  совпадаю т с уравнениями м етода конечных элем ен тов, 

ассоциированными с функционалом Лагранжа.
Метод Б . Г . Галер ки н а. В механике твердого деформируемого те л а

можно р ассм атр и вать как видоизменение м етода Р ел ея -Р и тц а . Преобразуя 
Первый интеграл в р а в ен стве  ( 3 )  с  помощью формулы Г а у сса -О ст р о гр а д - 
ского  и учитывая услови е ( 7 ) ,  находим

у ф  »  f f f  ' ( fy / ,/1 -  Fi ) й'U i d v  - f f  (p c f & +-P o )d U -i d S  = 0
e  v  ■%

или в матфичной форме

вариационные уравнения эквивалентны условиям равновесия и краевым 
условиям н а  поверхности S&

П редполагая решение в форме ( 8 ), получим систем у уравнений для 
определения н еи звестн ы х коэффициентов C li  , f i i  и а  •



Пмг.мотря на несколько более простую структуру уравнений,метод 
Гмчмркипп обладает существенным недостатком  -  неи звестн ы е функции 
нм г более высокий порядок производных.

Метод вариации напряжений. Метод основан н а  вариации напряжен-
  к (стояния при условии, что уравнения р авновесия и краевые у с л о -
иин дли напряжений не нарушаются.

Тогда вариация функционала Кастельяно

(r<,r  =f I f { <r6 Y { s ^ v ~ f f f ^ F ^ ^ u  ^ d v ~

J f i  (Гр ) г{ - f / M  { u * }d s=o ,  < i2>
A 'r Su-

Ищмация напряжений уд овлетвор яет условиям равновесия

Щт,т + fFl = 0 ( i - 1,2.3)
и краевым условиям на поверхности

а - 1 , 2 . 3 ) .

И:» последних соотношений с л е д у е т , что  вариация напряжений вы зы вает 
"стати чески требуемые" вариации объемных У F }  и поверхностных 
\/У р \  сил, входящие в уравнение ( 12) .

Величина ^ /Тб  }  п р ед ставляет вариацию дополнительной потен

циальной энергии (потенциальной функции напряжений).
По физическому смыслу вариационное уравнение (1 2 )  эквивалентно 

уравнениям неразрывности деформаций.
Для упругого тел а

,УФв - f f f  {<Г0 Y({ И{<г}+ {л r}+{e- })dv-fff.{fF\r{u}dV- 

-  f f { ^ { u ) J s - J f { f p ) T{ u * \ d S  =  0 ,

где y a J  -  матрица податливости м атериала.
Отметим, что  применение м етода вариации напряжений особенно 

эффективно при использовании функций напряжений, обеспечивающих з а 
ранее выполнение уравнений равновесия и краевых условий.



Г  асши рэнные щуп кщ оналы. При использовании вариационных уравн 
ний метода вариации перемещений требовалось заранее удовлетворить kv 
нематическим краевым условиям на поверхности Su  • Применение мет 
вариации напряжений связано с  необходимостью предварительного уцовл) 
ворения условий равновесия и краевых условий на поверхности Зе 
нако предварительные условия с помощью множителей Лагранжа могут быт 
включены в функционал /4/.

Рассмотрим сначала функционал метода вариации перемещений

где Э  -  потенциальная энергия деформации;

о-э - Щ я э , d V , / / / ' ’{d e }T{e )d ( / - f f p d ,  d v
В функционале ( 3 )  варьируется смещение ( г / }  при условии ( 2 ) .  Прис< 
диним это  условие к функционалу (3 )  и получим

Ф 1 Э - / / / { * Я г г№ - / № {  р - № - / / { Л} га * п * ' № .

где
•% So.

л г \  -  вектор множителей Лагранжа.
Вариация функционала по - [ z i j  и | л }

/ №  } T{ e U v - f f f { f « Y { F - U v - f f { ( u  } W s
I/ - V s&

- f f { f * ) T( {u ] - U ' } )d s - J f { tu } r{x)ds=D.
Su

(1 3 )

С помощью интегрирования по частям и преобразования Гаусса-0строгргу 
ского находим

S f J { M } T{ e } d v * f f { M Tm e } d s , f f { d u \ Tm e } J s -
S(£ Su

- Ш Ы Г [ Р ] Г\ е } ^
где операторы

'  д / д х  О  О  
О  д / д у  О  
О о d / d z

и - д / д и  д / д х  О  
О  У  S./ д г  0 / Щ  

L d / d z  О  д / д х  .

М -

-с о о 
О т о
О О п
т -С О 
о п т  
п о д



Тймпрь из (1 3 )  следует:

< > '  -  -  f f f  \#иУ(\[л]г{ б } + { р ’и}  ([А]7’{&} -  

{p '))d s+ ff{< ru }r( [ i]  r { 6 ) - { A c / s - f f { ^ } T({u}-{2^\)c/s=o.
Su г -1 Su

И силу произвольности вариаций \ u t l j  ^ \ ( Т я \  из последнего соотно
шения получаем

(1 4 )

Но физическому смыслу множители Лагранжа равны распределенным усилиям, 
действующим на поверхности Su  ■

Вариация расширенного функционала Лагранжа

II силу соотношения (1 4 )  представим вариационное уравнение Лагранжа в 
основной форме:

W - S S S W TW 4 I f № n n < t 4 f  { * * № № -
v  к %

f f № r({* \-{u * \)d s= o .
Su Sa  (1 5 )

При использовании уравнения (1 5 )  не требуется предварительного удов
летворения краевым условиям на поверхности $и  .

Функционал Вашицу эквивалентен всем статическим, геометрическим 
и физическим уравнениям теории упругости и пластичности, а  также с т а 
тическим и геометрическим краевым условиям /4/.

Указанные уравнения таковы:

статические -  О  (16 )

геометрические G i j  =  т? ( 'U i . j -  +  ( I ? )

физические <5/; =  Z - ^ l   . (1 8 )

В равенстве (1 8 )  Э , -  потенциальная энергия деформации; в частном 
случае равенство (1 8 )  содержит закон Гука, зависимости Генки-Ильютина
и др.

Краевые условия в рассматриваемых задачах:



статические ® P i  ё  S0  ■ ( * 9 )
т|С

геометрические 21± -  21 i  f= Su  • ( 20) .

Функционал Л аГ р знжа эквивалентен статическим условиям равновесия 
внутренних и внешних элементов тела.

Присоединяя к нему с помощью множителей Лагранжа уравнения ( I ? )  
и ( 20) ,  запишем:

%" f f f 3<d d  ~ М и‘ 'V  %  К

-  *■ ■ [/Л 1(и ^ гГб ) d s ’
гд е  SLij и Л /  “ множители Лагранжа в функционале Вашицу.

Перемещения» напряжения, деформации и множители Лагранжа варьи
руются как независимые величины.

Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательный р езультат:

^ -  Ш Ь е ^ г  т ( % у

- № > . / +  / / ( *  -  
V s6  s„

- u l ) t j  f S i j d S  =  0 .

Функционал Рейснера основан на расширении функционала К астель- 
яно. Вариационное уравнение Рейснера имеет следующий вид:

-  f f f ( £y  -  dv - f f S ( eM  + W ‘u^dv+

+■f f ( e#  Ъ ~ P l) ffu - d s  ~ f fo  (u ‘ ~ * ' > d s = 0 ■
Sg Su

Независимо варьируется напряжения и перемещения. Функционал Рейснера 
эквивалентен физИИеск0мУ уравнению 

р .. -
® д<з' ■

а также уравнениям ( 1 6 ) ,  (1 9 ) и ( 20) .
Выполнение уравнений Коши и уравнений совместности деформаций 

обеспечивается условием стационарности функционала.
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1C РАСЧЕТУ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ
ЛОПАТОЧНЫХ ВЕНЦОВ ГТД
НА ОСНОВЕ КОНЕЧНОЭЛЕМЁНТНЫХ МОДЕЛЕЙ

В настоящей работе описан алгоритм, объединяющий методы супер- 
•л»>мш!тов и циклической симметрии, приведены результаты расчета ко- 
нпбниий лопаточного венца как единой упругой системы.

Большое внимание к исследованию колебаний механических систем с 
мчипротной симметрией /1 , 2/ свя зан о , прежде в се го , с двумя факторами, 
h i первых, конструкции подобного типа находят широкое распростране
ние как к общем машиностроении, так и в авиационном газотурбострое- 
кии. Наиболее характерным примером таких конструкций являются осевые 
и радиальные рабочие колеса. Во-вторых, благодаря специфическим осо
бенностям конструкций такого типа анализ колебаний всей системы мо
нет бить проведен при рассмотрении ее отдельной части . Таким образом 
удастся значительно сократить трудоемкость расчетов и выполнить их 
на НИМ среднего кл асса .

Известные до настоящего времени конечноэлементные методики 
нееиодования колебаний систем с  поворотной симметрией / 3 ,4 ,5 /  приво- 
нпт к решению задачи о собственных значениях для симметричных, пол- 
111 и'тыо заполненных матриц. Это накладывает существенные ограничения 
на размерность решаемой задачи и не позволяет применить данные алго
ритмы при расчете реальных деталей турбомашин. Для устранения этого 
недостатка предлагается комплексная методика, основанная на совм ест
ном использовании процедуры статической конденсации для динамических
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