
тирующи х элементов ,  и л е ж а щ е й  в дек артовой системе коорди
нат  (сила  треиия  — взаим н ое  п роск альзы ван ие )  между
двум я  асимптотами — Е Р  {"),■ I " i—34 ’ 1 sin : к — кон
станта ,  косвенно х а р а к т е р и з у ю щ а я  пр отяж енн ость  зоны п р е д 
варит ельно го  смещения,  измере нная  в 1/мм.

М а т ем а т и ч е с к а я  модель  сухого трения  в виде в ы ра ж ени я  (7) 
при мечател ьн а  тем, что в ней реализу ет ся  принцип Мазпи га  161, 
я вл яю щ и й ся  неот ъем лемым свойством систем копструкииоино-  
го д ем п фи р о в а н и я  171. Реззшьтаты расчета  нагрузочных кривых 
кольцевого  дем п ф е р а  с использованием ра зр аб о тан н о й  модели 
сухого треиия по ка зан ы иа рис. 2, б пунктиром.
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УДК 534:62— 413/— 415

/7. Д.  СТЕНЛИ НИ КО,  В. П. В ЯК И И

У С Т А Л О С Т Н Ы Е  И С П Ы Т А Н И Я  К О М П О З И Ц И О Н Н Ы Х  
М А Т Е Р И А Л О В  В У С Л О В И Я Х  П Л О С К О Г О  
Н А П Р Я Ж Е Н Н О Г О  С О С Т О Я Н И Я

Высокочастотные усталостные испытапия  ма те ри ало в  в усло' 
ВИЯХ плоского нап ря ж ени ог о  состояния  при поперечном изги бе’ 
обычно проводят па обр азц ах ,  выполисппых в виде кру глых  ill 
пли кольцевых [21 пластин.
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Мспользование  ук аза н ны х  методов д ля  изучения прочности 
композииионных м ате ри ало в  затруднено,  так к ак  ие обеспечи
вается  требуемый д и а п а з о н  изменения  соотношения главных 
нормал ьны х н а п р яж е н и й  вследствие  существенной анизотропии 
свойств материалов .

Н и ж е  ра ссм ат р и в а е т с я  метод усталостных испытаний,  кото
рый позволяет проводить  испытапия  композиционных м а те р и а 
лов в широком ди а п а зо н е  частот и соотношений нормальных 
напряжений.

Метод основан па испытаппп образцов  в виде пр ямоуголь 
ных пластин постоянной толщины, шарнирно опертых по иа- 
[)уж 1 юму контуру,  в которых в о з б у ж д а ю т  рсзопаиспые ко леб а
ния низших изгибпых форм с помощью воздушных вибростеп- 
дов,  например,  типа К уЛ Н -В В -3  [3].

С целью установлен ия  ди а п а з о н а  изменения  соотношения 
нормал ьны х н а п р яж е н и й  по о б су ж д аем о м у  способу испытаний 
рассмотри.м п а п р яж е п п о  деф ормир ован но е  состояние образцов  
(рис. 1).

Рис. I. Система координат и эпюры распрсххелсния относи
тельных нормальных напряжений в пластине

Уравнения ,  опи сыва ю щ и е  колебания  орготропных прядю- 
угольных пластин с учетом м с ж с л о й и о 1 о сдвига,  имеют вид i4J 
д'-о  ̂ д -у 
И-V ' ■ и у

В п
(Р

о хЛ 

364

h^g

г  { В п  -

12 Y (Рш
О Р  ’

2 8 А -
(Л

W 10 *-ho { В II
( 1)
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- гй в о  ф )  ?  -т- а.14 [ В п  +  В ф Е ф ]  - f  <Р -  О ;

В ^ ф - [ в , , - 2 В ф
(А

Oj f  ^ ‘̂ "'Ochjdx^

Ф' ‘̂ 06 '7 -\- П;,, i^Bvi — В „  ^

W  —

а2 с -

/г2
IU

- t = o ,

с)у

д у  дх-

гдс 1\7, ф, ф — искомые функции;  у — удельный вес м ате р и а ла  
пластинки;  g — ускорение  силы тяжести; Ви, Вы, Вбб, ass, я-о — 
коэффициенты,  зави'сяицис от упругих постоянных; /г  — толщина 
пластинки.

Из  принятых граничных условий свободного опирания  п л а с 
тины 1 1 0  контуру нредстави.м,  согласно [4], решение  системы (1) 
в виде

, , X . т Та X . п -к. у  ,
'W (X, у, t) W,  sin — sm - г Д -  cos „ t , i

, ,4 m  T. X . n r t  у  J
cp(x, y, /) =  c..pCos s m — jd— c o s w ,„ „ t  у

, , ,4 . тт. X
б (X, у, t )  ~  s m  — —  COS

b
n т у

(2)

vjlQ- , c.i, — постоянные;  Щ II ti — число полуволн деформа-  i
ций; a и b — длина и ширина  пластинки.

Из  (2) и соотношений связи м еж ду  внутренними усилиями 
и пе ре мещ ен ия ми для  ортотропных тел [4] получим следующие 
формулы д ля  определения  нор мальн ых  и каса тельных  н а п р я 
жений:

(1 —"И л )
С'Ь V2 п  Т

тА I Vg /г2 7:2 \ 1 / Ji2 •}% \ /  Сц. т  т

«2 ) ) 2 V 4  3 / 1

щ  G23 Ь 

Еа Z г//о

т  т X  . п т  II
sm  — -—  Sinа

( 1 - м - Д

г т

Ь
о m2 7:2

С(р т т

2̂ 0 G]3 а Sin

1 ) 2 - -т-

m  7 : X
Sin

а 2

п т у

их
"4"

и  т

W,, Goa Ь

.гу • ■■ZXV, - 2 G 12 ab

-h
ГФ га т т  п л:

COS--------- COS

УФ с -г п т
(/’„б'-з/;

2
т т х

гМ Со c o s  COS
) • а,

п т у

'yz
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b
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Коэффици енты и с,  ̂ определяются  из рассмотрения  си
стемы уравнений,  получающейся  после подстановки (2) в (1):

C02 £ 1  '^2 +  6 1 2  (1 — 'o ''2) 5 0 n  \ L- , 
6 - 6 ) 3  1 f c . +

62 m T
Y2a £ 1  ''2 4 £ 1 2  (1 — 'o 'K

5 a
~  6 m 7: ^ '2 3 X

'̂ 2 Н" 2Gi2 (1 'Э '■'г) 62
712 /ja т'^ л2

^'Uu 6'i3 а2' +  6?1о (1 -  'И Щ J 4- 1 I

Е I 2̂ г 6)2 ( 1 — Vi Vj)
Со —  W.

5 f п2
-  Г.2 G,3 ( -р- Ь4 -|

6.2 П 71
126

5 6
'̂ 2 +  б]2 ( 1 — Vi Vj) — 0  ̂ 6i3 X 

vj +  2Gj2 (1 —'И 2̂ !

X
772 62

\ IOG23

a2 j

+ 1

(4)

E-1 1)2 +  G,2 (1 — 'И Vg) ^ 2-

где Ei'z=:E)., E 2 =  Ey  — модули Юнга  по гла вны м н а п р ав л е н и 
ям упругости лу у; Go^ = Gy^, G , 3  =  Gt. ,̂ G 1 2  =  — модули сдви
га; V2  = V1 2  = v ^ y  VI =  V2 I = — коэффициенты Пуассона .

Д л я  удобства определения напряж ени й в ф о рм ула х  (4) ко- 
эффициеиты с.  ̂ и Со в ы р аж ен ы  через макс им альн ые  прогибы 
Ж оп ла сти н ы  в местах пучностей при кол ебаниях по принятой 
форме {т., а ) .  Используя  в ы р а ж е н и я  (3) и (4) ,  можно опреде
лить величины напряж ени й при известных (замеренных)  з н а ч е 
ниях прогиба Wf) пластины.

При измерении относительных деф ор мац и й точность их оп
ределения И, следовательно,  точность результатов  усталостных 
испытаний во многом зависит  от ха ракт ера  эпюры распрсделе- 
пия де формаци й ( на пр яж ени й ) ,  особенно в местах  м а к с и м а л ь 
ного значения .  Расчетные соотношения для  определения отно
сительных нап ряж ени й следуют из формул (3);

3 д- . т г. X . Пт. у
s i n  s i n  ;

max (I О

3 m 77 X П г у
Y =  Sin — .—  s in  :

т г. ,\- 
=- COS COS

т ~ X 
=г- COS  — - s i n

6
п  к  у

6
П ~ у

lyz

^yz max 
40

тт. X
== s i n  COS

6
n ту

(6)
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ITa рис. 1, в качестве  примера ,  по к аза ны  эпюры ра сп р е д ел е 
ния относительных нор мальн ых на п ряж ени й и
при ко леба ния х пластины по основной форме { т  =  п . — 1)А К а к  
следует  из рис. 1, н а п р яж е н и я  меняются  плавно,  что обеспечи
вает  возможн ость  косвенного измерения  их с необходимой для  
практических целей точностью. И з  (5) видно, что в местах м а к 
симальны х но рм альн ы х  на п ря ж ен и й  кас ательн ые  н ап р яж ен и я  
Kvy. ^  ра вны  нулю. Это озиачаст,  что усталостные х а 
рактеристики м а те р и а ла  пластин опр еделяю тся  в условиях,  
п ри бл и ж а ю щ и х с я  к чистому изгибу.  Это в а ж н о  по той причине,  
что композиционные ма те ри алы  о б л а д а ю т  малой прочностью 
на межсл ойи ый сдвиг и наличие  ка сательны х н ап ряж ени й в 
.местах действия м ак си м альн ых  нор ма льн ых  на п ряж ени й может  
внести неопределенность в ре зул ьтаты  нспытаний.  К асате льн ые  
н а п ряж ени я  дости гаю т м а к с и м а л ь н ы х  значений либо в углах 
на поверхности пластины ( ) ,  либо на нейтральной линии
по серединам длинной ( ) и короткой ( ) сторон пл асти
ны. Г1ри за кре пле нии об р аз ц а  свободные кромки выступ ают  за 
пределы опорного контура  и, кроме того, пластина  по контуру 
сж ата .  П о  у ка за н ны м  причинам и вследствие  малой величины 
к асател ьн ых  на п ряж ен и й  они не о к а з ы в а ю т  влияни я  на хара кт ер  
разр уш ен ия  образцов ,  что подтв ерж ден о экспе] )им ент алы 1 0 .

Хотя но рм ал ьн ые  и кас ательн ые  на п р яж е н и я  в плоскости 
листа м а те р и а ла  за ви сят  от функций ф {х,  у)  и ср {х,  у ) ,  х а р а к 
теризующих роль межс лойиых сдвигов,  относительные величины 
этих нап ряж ени й,  как  следует из первых трех формул (5),  не 
за вис ят  от у ка за н н ы х  функций.  Это обеспечивает проетоту эк с 
периментального  определения  и расчетного построения  эпюр 
нап ряж ени й.

При справедли вости форм улы  ErV2  =  E 2 Vi с учетом в ы р а ж е 
ния (5) соотношение  м е ж д у  но рмальны ми н ап ряж ен и ям и ,  д е й 
ствующими на поверхности пластины,  мож но  представить  в виде

/г. 2 / Со т

(6)
'О а2  Ы  )  12 \ а>. О , ,  Ь т

'■’2
пХ _ 41 m2 /г2 ( с-1> п   ̂ vi т

3” ^2 j ~  12 I w,bG23~-  ^ п ' ,О х ,а т52
В р а м к а х  классической теории (0 ]з  =  (/ 2 з =  оо), справедливой 

д ля  тонких анизотропных пла-стин, соотношение  .между иормаль-  
1 1 ЫЛ1 И н а п р яж е н и я м и  описывается формулой,  вы тек аю щей из (6):  

/ m2 к2(;2 \

, (7 )
п^с  

Б- т ‘

где К  —  ЕбЕг', с — alb,  
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Видно, что соотношение нормаль ных  на п ряж ений (7),  в част
ности, в месте их макс им альн ого  значения ,  зависит  от формы 
колебаний { т  , л ) ,  соотпошення геометрических размеров  плас-

Т1 1 Ш) 1 ( -^-]  , упругих свойств м ате ри ала  (лм) и степени анизо

тропии упругих свойств, ха ра кте ри зуе мо й в данном случае от
ношением модулей упругости {ЕФЕ^).

Преде льны е значения аДоу
А*

при с -у  о о

1 [ ) 1 1  с- оо
а,, ■-

(8)

Возможности по уп'равлсппю соотиошепием п о р м а л 1 )Пых па- 
пряжспий 1 1 ллюст()нруются па примере  стеклопластика  Э / Щ - В  
с однонаправленной укладкой арматуры н iiaiiiiairaeliim оси .V 
(рне. 2).

Уг1 1 )угпе постоянные мате- 
рна.ча определены но методи
ке [51, принятой к с т ан д а р т и 
зации;  Д | 4 , 1 2 - 1 0 ‘’’ дан /сму 
/ :4--2,03-10- ‘̂ дан/смА v. =0,215.

Выбор форм колебаний,  
которые в о з б у ж д а ю т  в о б р а з 
це, зависит  от целей экспери
мента —изучсимя влияния  час
тоты патруження,  тиша арми-  
роваипя ма те ри ала  и т. п. Н а 
иболее предпочтитсльпыми я в 
ляются  первые три фор.мы из- 
гибпых колебаний,  э ф ф ек т и в 
но в о з б у ж д а ем ы е  па в о зд уш 
ных внбростендах.  Расчет  соб
ственных частот колебании 
образцов  производится  по 
([юрмулам работ ы 141.
Испытапия  проводятся  в р е ж и 
ме постоянных относительных 
дефо рмаци й с использованием
для  их за м е р а  обычной иотеиииометрической схемы. Вследствие  
[)азогрева большинства  композииионных мате ри алов  па высо
ких уровнях на гр уж ен ия  при высокочастотных кол ебаниях п ри
меняется дополнительный обдув  об разцов  сж а т ы м  воздухом.  В 
этих условиях испытаний,  когда приняты меры по отводу тепла,
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Рис. 2. Соотношение максима,ть- 
иых порма.аы1Ы.ч напряжений в 
зависимости от отношения сто

рон а /6  и фор.мы колебаний: 
/ —п =  1; m =  1 (л =  2; гп—  21; 

2 — п =  1; =  2; 3 — п - 2 ;
т =  1



биижемне р е з о н а н с н о й  частоты при нара ботке  обр азц ом  10  ̂ и 
более  циклов  д о  разруш ения обычно ие пре вы ш ает  5% .  Поэ то
му пересчет д е ф о р м а ц и й  Вд. и Sy, замеренны х в эксперименте,  в 
н а п р яж е н и я  п р о и з в о ди тс я  ио закону Гука:

El £д- -\~

1 — О ■''2 
E.J £\, ; ■ Vo ЕI

I — 41 42

(9)

Па основании (9) соотиошопие 1 Ю[)малы 1 ых деф ормац и й имеет 
вид

К  ~  VI д"-'

( 1 0 )

Па рпс. 3 представлены 
результаты усталостных ис
пытаний об раз цов  68X45 
(2— 2,3) мм из м ате р и ала  
Э Д Ц - В  при соотиошемии 
напряжени й ^д/>у= 1.

Опыты проводились  по 
основной форме колебаний 
(/я =/г = 1) с частотой 2830— 
3050 Гц. У к аза нн ы е  соотно
шения нап ря ж ен ий  обеспе
чиваются,  ка к  видно из 
рис. 2, при соотношении 
размеров  сторон пластины 
6'= 1,51

Д и а г р а м м а  усталости на 
рис. 3 построена в ко орди
натах  8 у — IgA'" , так как  в 
процессе испытаний прово
дился  зам ер  деф о р м а ц и и  г у 
IB месте их м акс и м альн ых  
значений (в центре  о б р а з 

цов).  Ограниченн ый предел выносливости в н а п р яж е н и я х  на б а 
зе 10' циклов  р ав ен  7,65 кг/мм^.

Д л я  принятых  образ цов  при с — 1,51 и == I расчетное
соотношение  н о р м а л ь н ы х  де фор маци й £ д . / =  0,434. Тензомет- 
рир ование  об р аз ц о в  на разл ич ны х уровнях н агруж ен и я  показало ,  
что отличие эксп ер им ен та льн ых  значений от расчетного
не пр евы ш ало  3 ,5%,  что свидетельствует  о р еал и за ц и и  р а с че т 
54 *

Рас.  3. Кривая усталости стекло
пластика Э Д Ц -В  с однонаправленной 
структурой армирования при соот
ношении главных нормальных на

пряжении д -



ной схемы (тонкая ,  свободно опертая  пластина)  и о возможности 
практического иопользования  данного  метода  испытаний.
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К О Л Е Б А Н И Я  М Н О Г О С Л О Й Ш Й Х  Б А Л О К  
С У Ч Е Т О М  Р Е А Л Ь 1 1 0 И Л 1 Е Т Л 1 1  Г И С Т Е Р Е З И С А

Известно,  что упругая  ха ракт ерист ика  многослойной балки,  
нагруженной сосредоточенной нагрузкой,  оиислявается петлей 
гистерезиса [11, [2].

Рассмотрим  колебания  слоистой невесомой балки (iionoci.i), 
в середине которой за кре пле на  масса;  за щемлен н ые концы бал 
кн нагружены упругими моментами сил т|)сния. УранПети '  ны 
нужденных колебаний такой системы имеет вид

mx + P { x ) - - F { x ,  t), (О
где т — масса,  Р ( х ) — ха ракте ри ст ика  упруго-фрикиноннои сн- 
,'1 Ы, F { x ,  t )— нелинейная  в о з м у щ а ю щ а я  сила.

Статическая  ха ра кте ри стика  упр уг о-фрнк цнонтлх  сил может  
мыть симметричной или несимметричной,  состояг 1 > из прямо- 
нли криволинейных участков,  а т а к ж е  иметь и другие  особеп-
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