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У Р А В Н О В Е Ш И В А Н И Е  
У П Р У Г О -Д Е Ф О Р М И Р У Е М Ы Х  РОТ ОРОВ

Н а р я д у  с р а зр або тк о й  систем автом атического  у р авн о веш и 
вания  на ходу д вигателя , а т а к ж е  различны х  дем п ф и рую щ и х  уст
ройств больш ое значение  имеет создан ие  таки х  пром ы ш ленны х 
методов уравн овеш и ван и я , которые, обеспечивая  общ ий низкий 
уровень  вибраций , приводили бы к ли кви дац и и  опасны х р е зо н а н 
сных реж и мов в том смысле, чтобы д ви гатель  на резонансных 
об оротах  имел ам плитуду  колебаний не больше, чем на каких- 
л и б о  других.

П роведен ны е эксп ери м ен 
ты по уравн овеш и ван и ю  в ы 
сокооборотного  ту р б о ге н е р а 
тора  ( п = 39 ООО об/мин) и р о 
торов компрессоров мощ ных 
Г Т Д  п ок азы ваю т  реальность  
создан и я  такой методики.

Р ассм о тр и м  некоторые осо
бенности поведения упруго-де- 
форм ируем ого  ротора и во з 
м ож ность л и квидац ии  неуравновеш енны х сил 
дисков.

П усть д ан  вал, несущий п  дисков, посаж ен ны х с некоторыми 
эксцентриситетам и е и е2... еп (фиг. 1 ), л е ж а щ и м и  в одной плоско
сти. П ракти чески  всегда м ож но этого добиться , искусственно 
сведя  любую  неуравновеш енность в одну плоскость, приводя об
щую з а д ач у  к этом у частному случаю .

Известно, что д л я  упруго-деформ ируем ого  ротора  прогиб и 
н еуравновеш енная  сила  под  к а ж д ы м  из дисков зав и сят  не только 
от своего эксцентриситета, к а к  в случае  ж есткого  вал а ,  но и от 
эксцентриситетов и прогибов всех других дисков.

Б ез  учета гигроскопических моментов в ы р аж ен и я  д ля  прогибов 
имеют следую щ ий вид:
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Hi =  2  m kainufi (eK +  y ,z ),n= 1
а д л я  неуравновеш енны х сил:

n

X  p i  =  ffli e,- 0)2 +  0)2 2  m K a,'K0)2 (eK +  y K ),
K — 2

где i — 1, 2, 3 ... n;

(2)

(1)

a — прогиб в месте посадки ди ска  i от единичной силы, п р и 
лож енной в месте  К \  

у, — прогиб под диском  I;
pi — цен тробеж ная  неуравновеш енная  сила под диском г; 
о)— угловая скорость  ротора; 

ек —  эк сцентриситет  ди ска  К ; 
у к — прогиб под диском К-

Поставим задачу: подобрать и направить эксцентриситеты
ех, е2, ... еп таким образом, чтобы образованные от их влияния н е 
уравновешенные силы на рабочих оборотах были бы равны нулю.

Р еш ая  систему уравнений (1), находим:

У != ■

-  (ехт хап и)2 _j- <?.2m 2a12u)2 +   I еп л \пт п <»2)

а12т 2ша . . . .  а \пт п и)2 

(ехт ха2хш2 -j- е2ш 2а 22о)2 . . . .  еп а2пт п ш2) -f-

о.22т 2ш2 —* 1 . . . .  а?пт п to2

—  (ехт ха.п1ш2 - f - c 2m 2a n2w2) # вп а,ппт п ш2) 

а „ 2m 2(u2 . . . аппт п ш2 —  1

У г =

я ц т ^ !  — 1 — (еццхацш2 - f  e2m 2a12u)2 +  . . .  

.  . . -j - С п  Q.\n tTln  0 ) - )  . . . % \ n W n  О)2

_  (exmxa2 x +  е 2т аа22ш2 -J- .  . .

. . .  ~j~ CC2ntVlyi 0)2̂  . . .  ^ 2

m p n i »)2 —  ( e im ^ n ^ 2 -f- е2т 2ап2ш2 +  . . .  

. . . “j" Ч)2 1 CCnnffln Ч)2 1
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an mx(i)2 —  1 а12т 2ш2

. . .  — (е1нг1я11ш2 +  a2m2a12u)2 - f  . . -(- вп Я ] Ч ) 2)

а 21т хш2 а22т 2ш2— 1

1
Уп — в

. . .  — fartijpinш2 -|- e2m 2i 22и)2 +  . . -j- вп CC2nHZn О)2

где В

т^Лщш2 an2m2w2 . . .  —

. . .  — (ежащее2 -f е2т2аП2“>2 + ■ • -+е„ а„„/пг
«ц/про2 — 1 а 12нз2ш2 . .  . (*iпт п ш2 

/Пх^х® 2 «22т 2ш2 — 1 • • • и2п ^ п  0)2

я ^ а ^ ш 2 /п2яп2ш2 . . аппт п и)2 — 1 .

З д есь  с р азу  мож но поставить условие уж есточен ия  упруго- 
деф орм ируем ого  ротора, д ля  чего полож им  во всех  уравнени ях  
прогибы равны м и нулю и будем искать  реш ения д л я  случаев 
el t e2 .-.e„, не равны х нулю. С читая  зн ам ен ател ь  В  фО, м ож н о п р и 
равн ять  нулю числители и получить систему п  однородны х л иней
ных уравнений с п  неизвестными е. Ясно, что реш ением  системы 
будет равенство  всех эксцентриситетов нулю. Н етр и ви ал ьн о е  р е 
шение системы м ож н о  получить в том случае, если п ри равнять  
нулю определитель, составленный из коэфф ициентов при неиз
вестных е.

Р еш и в затем  получивш ую ся систему, мы най дем  зависимость 
м еж ду  elt е2 ... е„, которая  обеспечит отсутствие прогибов на каких- 
то определенны х оборотах.

Р ассм отри м  вопрос у р авновеш ивани я  сил на дисках . П о д с т а 
вив в уравнени я  (2 ) значения  у , определенные из вы раж ен и й  
( ! )  и сделав  неслож ны е п реобразования , получим таки е  в ы р а ж е 
ния сил:

—  1 а12т 2(«2 . .  . а.\пт п ох2 
О а 22т 2ш2 — 1 • ■ . «2пГПп их2

Рх =  т ^ о х 2

• e2mysfi

О т 2пп2ш2 ■ ■ ■ осппт п ш2— 

т 2а12ш2 0  . . . а 1пт п со2

т 2а22(о2 — 1 . . .  а2пш,г со2

т2ап2ш2 0  . а ппт п ш2 — 1
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— . . .  — еп о2

тп а,\па>г а12т 2<и2 . . .  О 

т п а 2пш2 а 22т 2и>2 —  1 . . .  О

т п ап„м2 /я2ап2ш2 . . .  — 1

Д tTln ^ 2

— elт п oj

— e2m n oj2

аи т 1ш2 — 1 ш 2а12ш2

a 2imxU)2 m2 a 22(u2— 1

ап\тх«)2 m2*n 2“ 2 . . .  — 1

— 1 т2a12u>2 . . . т^цш2
0 m2a22o)2 — 1 . . . т ха21ш2

0 т2 an2u)2 . . . miani<u2

апт1ш2 — 1 о . . . m2a12u>2
a22mi<u2 — 1 . . . т 2а22ш2

ап1т хщ2 0 . . .. m2an2w2

Если теперь полож ить все неуравновеш енны е силы равны ми 
нулю, то  из получивш ихся однородных уравнений м ож но опреде
лить  зависи м ость  м еж д у  еъ е2... еп, ко то р ая  приведет к уничто
ж ению  неуравновеш енны х сил на рабочих  оборотах.

Р ассм отри м  более конкретно возм ож н ость  такого  ур авн о ве
ш ивания  на прим ере  двухдискового ротора высокооборотного ту р 
богенератора.

Д л я  этого случая  вы р аж ен и я  неуравновеш енны х сил в местах 
посадки дисков имеют следую щ ий вид:
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т ]е]Ша
<*п т 1ш2— 1
тх аг! <* Ct22Wl2“ 2— 1

В +

- т ^

Рг
— (е1т1а11ш2 +  fi2W2a12<o2) a^mzш*

— (е1т 1а21ша +  еа/лгаааш2) aaaffzaw2—2

Ш2?2“ 2

В

оСцЯ̂ ы2 — 1 сцаяга*»*
m1a21o)z 022Л12Ш2 — 1

+/n 2u>2

Р 2 =

В

а11т 1ш2 — 1 — (ej^ajjO)2 -|- ба^г^аш2)
■ ( e ^ G ^ a ) 2  +  е г / Л а а г а ^ 2 )

2 —  —  В

С д елав  преобразован и я ,  получим

P i  =  -  

Р» =  -

где

В

m1oii [ех (1 —• a22« 2«2) +  еа/ягсцго)2] 
В

л12<о2 [е1т 1аг1ы2 +  ег (1 — « 1°'ц<*>2)]
В

(3)

(4)

г =  0  1 

=  о ) • (5)

а ц /TJiU)2 — 1 a i2ff/2io* 

a 2im i U)2 а 22т 2ш2—  1

Р авенство  нулю неуравновеш енны х сил д ает  следую щ ие од
нородные уравнения:

е2 (1  — а 22т 2ш2) 4 - е2т 2а12и>* =  0  

eja^mxu)2 - f  е2 (1  — а ц т ^ 2)
В обоих случаях мы приводили уравнения к общему знамена

телю, считая В  ф  0;
Этим у равнени ям  удовлетворяю т  значения  ei =  e2 =  0. Это — 

верные реш ения, однако  не п редставляю щ и е  д л я  н ас  интереса, 
т. к. мы не м ож ем добиться  такой  идеальной  сбалансированности .

Д л я  оты скания  нетривиальны х решений составим определитель 
из коэфф ициентов  при в\ и е2 и п ри равняем  его к нулю:

=  0 ;

М ы видим, что это не что иное, к ак  В,  которое, будучи р а в 
ным нулю, определяет  наличие критического реж и м а, ибо я в л я е т 
ся частотным уравнением  для  определения критической скорости.

М ожно показать , что P i =  P 2= 0  и в том случае, когда ш —> оо, 
что видно и непосредственно из уравнений сил (3) и (4).
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Т аким  о б разом  на реж и м ах , отличных от критических и от 
ш —> оз, нельзя  полностью избавиться  от неуравновеш енны х сил, 
полная  уравновеш енность мож ет быть достигнута лиш ь на этих 
реж имах .

С физической точки зрения это означает, что вращ ен и е  дисков 
на этих р еж и м ах  д о лж н о  происходить в о кр у г  истинных центров 
тяж ести  с прогибами, равны м и — в\ д л я  первого ди ска  и — е2 для  
второго.

О тб р асы в ая  случай «>—> со , мы приходим к выводу, что д ля  
наилучш его у р авновеш ивани я  следует  вы бирать  не просто р а б о 
чие обороты, а критические и, если п озволяет  прочность вала , 
вести уравновеш ивани е  д л я  них, либо м акси м альн о  к ним при
б ли ж аясь .

У странив на критических оборотах  неуравновеш енны е силы, 
совп адаю щ и е  с частотой собственных колебаний  ротора, мы л и 
квидируем  сам критический реж и м  (и зб ави м ся  от роста  а м п л и 
туд на этом р е ж и м е ) ,  т. к. собственной частоте ротора просто не 
с чем будет совпадать .

П рин цип иально  имеется возм ож н ость  производить у р а в н о в е 
ш ивание и на низкооборотных станках , з а д а в а я  на них п ервон а
чальную  неуравновеш енность) рассчитанную  на устран ение  сил 
при критических оборотах.

Д л я  этого случая  из уравнения  (б) находим следую щ ее  соот-. 
ношение д ля  дисбалансов:

т *ях*“£р  > - “п"й<"кр
И = — е2 -------------- --  =  — е л  2 , (6 )

1 — «22 тцшкр т1121юкр

где о)кр — критическая  угловая  скорость ротора.

П роцесс б ал ан си р о вки  сводится  к тому, чтобы, используя  эти 
станки, сводить имею щ ую ся в роторе неуравновеш енность в о д 
ну плоскость и р асп о л агать  д и сбал ан сы  согласно выведенным 
соотношениям (6 ).

Д л я  слож ны х  конструкций определение ди сбалан сов  р асчет
ным путем м о ж ет  о к азать ся  неточным. В этом случае, используя 
опыт у р авн о веш и ван и я  на резонансны х (или околорезонансны х) 
оборотах, м ож но т а к ж е  определить соотношения м еж д у  д и с б а 
лан сам и  и переходить к уравновеш ивани ю  на обычных низкобо- 
ротных стан ках , з а д а в а я  на них первон ач альны е  дисбалансы , 
обеспечиваю щ ие безвибрационную  работу  д ви гател я  на р е зо н а н 
сной скорости вращ ения.

С ледует  заметить , что подшипники ротора все ж е  не будут 
р або тать  спокойно из-за  наличия прогибов — е\ и но уровень 
вибраций значительно снизится.

Из соотношения (6 ) следует, что ротор, будучи уравновеш ен  
на критическом числе оборотов, при переходе на другие обороты 
утр ати т  состояние равновесия.

Ч тобы  избавиться  от этого, следует  использовать  условия ор-
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т го н а л ь н о с т и ,  которые связы ваю т, м еж д у  собой упругие линия 
при критических оборотах. Это обстоятельство  рассм отрено 
Д. М елдалем  [2].

Если обозначить: у т (х ) — упругая  линия ротора при критиче
ской угловой скорости вращ ен и я  о>ш; у„ (х ) — уп ругая  линия ротора 
при критической угловой скорости о>я; т (х )  — погонная масса р о 
тора, то условия  ортогональности записываю тся так:

i i
«  — о  J y my„mdx =  0 ; или J y my nm d x  =  0 ;

11 о

т. е. работа, которую  производят инерционные силы т у пшт 2 при 
прогибе у т всегда равна нулю.

Д л я  наш его случая  эго  значит, что уравновесив  ротор на пер
вой критической скорости, м ож но произвести уравновеш ивани е  
на 2-й критической скорости, затем  на 3-й и т. д. Д и сбалан сы , 
к о т о р ы е у с та н о в л е н ы  на какой-либо  одной критической скорости, 
в силу условий ортогональности не могут повлиять  на с б а л а н с и 
рованность ротора при других критических скоростях .

Т ак  к а к  прогибы ротора  при лю бы х об оротах  могут быть пред
ставлены  к а к  сумма критических прогибов, ум нож ен ны х на к а 
кую-то константу, то ротор, уравновеш енны й на всех критических 
оборотах, будет уравновеш ен  д л я  всех оборотов.

П р актич ески  ж е  достаточно произвести уравн овеш и ван и е  р о 
тора на тех критических оборотах, которые л е ж а т  ниж е м акси 
мальны х рабочих  оборотов.

И зл о ж ен н ы е  теоретические предпосылки качественно со гл асу 
ются с эксперим ентальны м и данны м и, полученными при иссле
довании натурны х дви гателей  или их роторов в вакуум кам ере .

М алом ощ н ы й  высокооборотный турбогенератор , который при 
проверке на балан си ровочн ом  стан ке  (проверка  п рои зводи лась  
па полностью собранном двигателе) имел д и с б а л а н с  1 гсм  по 
ком прессору и турбине, не мог пройти сдаточных испытаний из-за 
больш их вибраций.*

Н еодн ократны е переборки и перебалан сировки  не привели к 
ж е л а е м о м у  результату .

П рокрутив  двигатель  в вакуум к ам ере ,  с помощью емкостных 
датчиков  уд ал о сь  определить величины прогибов и х ар актер  ви б 
рации на всех оборотах, до 40000 об/мин.  Р езу л ь таты  б а л а н с и 
ровки приведены на фиг. 2. У равн овеш иван ие  на резонансном 
р еж и м е  (п = 27 000 об /мин)  позволило значительно снизить уро 
вень вибраций за  счет постановки ур авн о веш и ваю щ и х  грузов 
о j = 13 гсм  в компрессор и q2= 0 ,7  гсм  — в турбину.

* Описание установки, методика испытаний и результаты экспериментов из
ложены в докладе к. т. н. Левита М. Е. на конференции и в отчетах МАИ.
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Уровень вибраций  на 27000 об /м ин  снизился  более чем в 5 раз ,  
а на 37000 обочин  — более чем в 4 раза.

В еличина прогиба по вал у  снизилась до 0,18 мм, против 
0,7 мм  первоначального.

Схема ротора 

исхдное состояние

ген по компрессору

13 20 25 30 35 50 О

Фиг. 2. Изменение амплитуды колебаний турбогенератора 
в зависимости от внесенного груза.

Фиг. 3. Зависимость амплитуды вибраций ротора компрессора от 
уравновешивающего груза.

а — исходн ое состояние; б  — внесен груз q t  =  250 гсм \ в — внесен доп олни тельн ы й  
груз q-i = 1 2 5  гем  в н овое м есто, ТМ1 и ТМ 2 — тя ж ел ы е  места 1-е и 2-е.



На фиг. 3 приведены результаты  у равн овеш и ван и я  ротора 
компрессора мощ ного Т Р Д , который на низкооборотном  станке 
т к ж е  не имел дисбалансов , вы ходящ их за  пределы  допустимых, 
однако из-за  трудностей, связан н ы х  с колебаниям и , был отснесен 
к категории роторов с неустранимой вибрацией . П ри  прокрутке 
п ваку у м к ам ер е  у него о к азал о сь  2  резонансны х пика на оборо
тах 6400 и 7200 об  /м и н  и соответствую щ ие им «тяж елы е 
места».

У равн овеш иван ие  производилось по трем  плоскостям  ко р р ек 
ц и и — 1-й, 3-й и 9-й ступеням, причем, наи более  эфф ективной  
о к а за л а с ь  3-я ступень. Внеся груз <7 i =  250 гсм  в 3-ю ступень, 
удалось  резко  понизить ам плитуды  колебаний на 7200 об/мин,  
однако  остался  пик на 6400 об1мин. П остан овкой  груза  <7 2 =  125 гсм  
в эту ж е  ступень, но в другое  место удалось  в 2  р а з а  снизить 
уровень вибраций на оборотах  6400 об/мин.  Уровень вибраций 
на всех оборотах  о к а за л с я  значительно сниж енным, хотя при 
проверке на низкооборотном стан ке  у отбалан си рован н ого  таким  
об разом  ротора  о к а за л с я  недопустимо больш ой д и с б а л а н с  —  по
рядка  1 0 0 0  гсм.

У Р А В Н О В Е Ш И В А Н И Е  СИЛ 
С У Ч Е Т О М  В Л И Я Н И Я  З А З О Р О В  В П О Д Ш И П Н И К А Х

Рассм отри м  на преды дущ ем  примере уравн овеш и ван и е  с уче
том влияни я  за зо р о в  в подш ипниках и сделаем  вы вод уравнений 
сил д ля  закритического  р еж и м а  работы.

У п ругая  линия  вал а ,  соответствую щ ая второй ф орм е колеба
ний, имеет вид, 
изображ ен н ы й  на 
фиг. 4.

З десь  линия 
КА — ось подш ип
ников; LS — ось 
перекошенного в а 
ла ;  лини я  S ]O P  — 
ось перекош енно
го погнутого вала.

П рим ем  п о л о ж е
ние у зл а  колебаний 
в точке О, располо
ж енной на равном  
расстоянии от опор.

О бозначим: Ai — смещение центра тяж ести  первого диска за  
счет зазо р о в  в подш ипниках;

Аг — смещение центра  тяж ести  второго диска  за  счет з а з о 
ров в подш ипниках;
Дд =  2 M N  — зазор в подш ипнике №  1 ;
Дв =  2СВ — зазор  в подш ипнике № 2 .
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Определим смещение центров тяж ести  дисков из-за  зазоров  
и подш ипниках. И з  подобия треугольников O M N  и OLK, а та к ж е  
О СВ и O SA  имеем:

\  Д а  2а +  / Л Д в 26 4- IД х =  ----------j—  и  4 3 =

Если мы р ассм атр и ваем  вал, работаю щ и й  за  первой критиче - 1 

ской скоростью, то силы в центрах  тяж ести  дисков нап равлены  в ' 
противополож ны е стороны. Эксцентриситеты  дисков и смещения 
центров тяж естей  и зазоров  при  составлении уравнений сил д о л ж 
ны иметь противополож ны е знаки.

В оспользуемся методом н алож ен ия , использованны м С. Тимо
шенко. Д опустим , что только диск I имеет эксцентриситет, а на 
втором диске он отсутствует. Р а с с м а тр и в а я  случай работы  за 
первым критическим реж и м ом , имеем:

Р х =  (ух +  Дг —■ei)m1 ш 2  — цен тробеж н ая  сила на первом диске  от
влияния  ер,

Рг — (Уг +  А г) —  цен тробеж н ая  сила на втором диске  от в л и я -j
ния /2. П одставив  в эти уравнени я  у г =  а11Р 1 -f- а 12Р 2 и y 2 = a 2iP 1 +  °!22Р 2

и реш ив относительно Р i и Р 2, получаем:

—  g j )  тря2 (1 —  а г гя г гю 2) -г  тутячД гш 4
Л ( 1  —  а 11 т 1 и>2 )  ( 1  —  а г г т г т 2 )  —  / щ п г г с ц г ^ ы 4

р    ( Д д  —  e t )  т ^ г а г ^ 4 - р  ( 1  —  Я ц Щ 0* * )  № Д г < ч 2

2 (1---  djjOTjO)2) (1 --  а22Ш2Ч>2) — m1m2ti12a21<«4

П о л о ж и в  теперь, что только  диск II имеет эксцентриситет  
на первом диске он отсутствует, получим еще две силы:

( Д г  —  е р )  ( 1  —  “ ц Я Ц ® 2)  я г 2ш 2 +  t n p n 2Я 21 Д 1 ш 4р  ' _  __
2 (1 — an^Ii“ 2) (1 — a22ffl2<u2) — туп^ос12а21ш4

p  /    ( Д г  —  е р )  т 1 П 1 2 я 1 2 ш *  +  ( 1  —  а г г ^ г ш 2 )  / п 1 ю 2 Д 1

1 (1 — “цЯЦСО2) (1 — d22ffi2“ 2) — m1m2a12a21«>4

Здесь  Р 2' — ц ен тробеж ная  сила на втором ди ске  от влияния  е2. 
Р /  — ц ен тр о б еж н ая  сила  на первом диске от влияни я  е2,

Р а с с м а тр и в а я  случай расп олож ен и я  ди сбалан сов  на д и сках  в 
одной плоскости, проходящ ей через ось вал а ,  м ож ем  произвести 
сум м ировани е  сил в плоскостях 1-го и 2 -го дисков и потребовать  
р авенства  сум м арны х сил нулю.

Обозначив W1 = P l - \ -Pl ' и W2 =  P2-\-P 2 и сделав н еслож н ы е 
преобразования, имеем:

  ( 2 Д ! — е р  ( 1 — Ш 2 а 22°> 2)  +  ( 2 Д 2 — £ г )  ш г о ц г ш 2   ^

1 (1 — a^m jw 2) (1 — а22/Лг«>2) — т 1т г а 12!12хО)4 ’
д е г  _ _  ( 2 Д г  —  е р )  ( 1  —  Д ц ^ ц ) 2)  - f -  ( 2 4 t  —  е д)  т ^ г ц ч 2 

(1 — au m i ' ° ’‘) (1 — агготг»2) — т 1/П2012а21ш4
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П о л а гая  зн ам ен атели  неравны м и нулю, п ри равн яем  нулю чис
лители. Тогда получим следую щ ие уравнени я  с неизвестными 
с | и еу.

(2Aj — ег) (1 — а 22т 2'))2) - f  (2А 2 — е2) т 2а12ш2 =  0;

(2 Д2 — е2) (1  — ct.n mi<j>2) +  (2 -Д — e j  т ^ ш 2 =  0 .

К ак  видим, система уравнений имеет реш ение в случае 6 i =  2Ai 
н е2 = 2А2, где, к а к  указы валось ,  Ai и Д2 — см ещ ения  центров 
тяж естей  дисков I и II за  счет влияния  зазоров  в подшипниках.

И з  преды дущ его видно, что простое ум еньш ение эксцентриси
тетов, к а к  это обычно д елается  на балансировочны х станках , не 
приведет к уничтожению  неуравновеш енны х сил и т а к а я  б а л а н 
сировка м ож ет  быть применена лиш ь д ля  устран ения  грубой не
уравновешенности. Д и ск  будет уравновеш ен при наличии опреде
ленных дисбалансов , определяем ы х выведенными соотношени
ями.
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