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В работе [1] рассмотрены напряж ения в одномерной задаче об 
объемно-тепловом ударе упругого полупространства и упругого 
опоя. П риводятся результаты  расчета для мгновенного роста 
температур. В реальных условиях время роста температур всег

да  конечно, поэтому представляет интерес определение зависимо
сти возникаю щ их напряж ений от времени нарастапия темпера- 
тур.

По-видимому, наиболее просто решение упомянутой задачи 
может быть получено на основании аналогии с продольными ко
лебаниям и прямого стерж ня. Пусть стерж ень длины I, ось кото
рого совпадает с осью ох, (фиг. 1 ) подвергается нагреву на тем 
пературу Т (t, х ) ,  где t— время. Перемещ ение и сечения х  с тер ж 
ня равно:

U =*U~y - h  a \  Т d x . ( 1 )
О

Здесь и у—упругое смещение, вызванное действием инерционных сил,

           



a $ T d x  — температурное смещение сечения, 

х — коэффициент линейного расширения.
Напряжения в сечении х

ди„ [ д и  \

'*-Е-зг = Е (з;-*т)- (2)
На элемент стержня длиною d x  Действуют усилия (фиг. 2)

5 = Л £ ( £ - а 7 ф

S  + d S - A E ^  +  ^ d K - t T - z g d x ) .

Здесь А площ адь сечения стерж ня.

s g ЕЕ я+а
Ц ----------* --------- -- т  ^ ,

или

Фиг. 2. Равновесие элемента стерж ня 

Условие равновесия этих сил с учетом сил инерции дает:

s + . ' d s - ' s -  jg  = о (3)

1 д 2и  д*и д Т
а2 д &  д х 2 д х  ' у ’  

Здесь а  — Л/  —  — скорость звука в материале стержня;' т
g  — ускорение силы тяжести;
Т — удельный вес материала стержня.

Уравнение (4) может быть получено из общих уравнений неста
ционарной термоупругости [2 ] и с точностью до постоянных сов
падает с уравнением перемещений одномерной задачи для упру
гого полупространства и упругого слоя [ 1].

Если тем пература постоянна по дл'ине стержня, то

±  h h  =  (5 )
a2 d t 2 д х 2

при этом на концах х  = 0  и х  = I о* 0  или

(б)д х

п р и ^  =  0 м =  ^  =  ^ -  =  0 (7)

(предполагается, что Т  (0, х )  =  0).
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Таким образом , точки равномерно нагреваемого стерж ня пе
ремещ аю тся так  же, как точки стержня при продольных колеба
ниях под действием сил P ( t ) —E A a J ( t ) ,  приложенных к концам 
стерж ня. 

К ак  известно, решение Д ал ам б ер а  уравнения (5) записы вает
ся в виде [3]:

и = f  (at  — х )  +  ?  (at  -1+ х).
Здесь f ( a t — x)  и <р(at-{-x) — произвольные функции, первая из 
них описывает волну, движ ущ ую ся в положительном направле
нии вдоль оси х  со скоростью а, вторая — волну, движущ ую ся в 
отрицательном направлении вдоль оси х  с той ж е скоростью.

Если проследить распространение возмущений в стержне, на
чиная от момента / = 0  (см. [4]), то получим:

при т  — ^  t <  ( т  +  (т =  0 . 1 > 2 , 3 ....)
т + 1 т

0  <  х  <  at  — ml и  =  2  f t  (at  — х )  +  2  ? i (a t  +  х),
i = 1  i = 1

m - m
at—m /<x<(m  +  1 )l—at и =  2  f  i (at ~  x ) + h  T*'(at +  X),

i — 1 i = 1
m m +l

(m +  1 ) /  — a ^ <  L u =  2  / /  (at  — x)  +  2  ?i (at + x ) ,
i=  1 i= \

при {m 4 - 'C  t <  (m +  1 ) - j-  0  (m +  1 ) /  — at
m + l  m

н 2  f  i (at  — x )  +  (at  +  x),
/= i (=i
(m +  1 ) /  — a t  a t  — m/

m + l  m + l

u  =  2  / / (« *  — -*) +  2  ri (at  +  x),i—\ / = 1
m m + l

a t  — m l ^ x ^ l  и = ^  f  i ( a t  — x )  +  ^  <?i(at + x)  (8 )
' i = 1 / = 1

Подстановка (8 ) в (6 ) дает
m + l  m

— 2  f ’l (aty  + 2  «Р/ (<*0 == a F (0 ,
i I 1 = 1

m m + l

-  2  f i  (at  - 0  +  2  <p)H +  0  =  * T  (0 . (9)
1 = 1  1 = 1

Условия (9) удовлетворяются, если
/ ;  (a* — j c )  (— 1 Г 1 a T  ( 4 Щ Ь 1 Н  ) ,

с?; (a f  +  x) =  ( -  l ) i _ 1  ( af ~ / ~ - t7) ■ ( 1 0 )

Дифференцируя (8 ) по x  и подставляя (10) в полученные выра
жения, находим относительные деформации в любой' точке стер

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



жня в любой момент времени. Если функция T ( t ) имеет различные 
аналитические выражения в разные интервалы времени, то темпера- 
туру Т  n{t) для га-го (га-2, 3 ...)  интервала (от момента t — i n- 1 ДО 
t =  tn см. фиг. 3) следует представить как сумму температуры 
Т л- i  ( 0  предыдущ его (га— 1 )-го интервала и дополнительной темпе
ратуры Г п (0  =  Т  n { t ) — Т  л- i  (0- Решение для темпера туры (га— 1)-го 
варианта известно (последовательно, начиная с га= 2 ), поэтому оста
ется найти решение для температуры Т  n{t), которое для -га-го ин
тервала дается выражением (8 ), так как T*n(tn- 1)=  0. П о д с та в л я я ^  

в (2 ), получим
при гаг <  t <  (гаг +  ---)  - j-  (гаг =  0 , 1 , 2 , . . . )

0  ^  х  at  — ml

<jx =
m+!
2 ( -  i r 1̂

( = 1  '

+  2 ( - 1 ) *_1- ri= l
г _ 1  j at +  x  —  it

+

at  — ml  .x; (/ra +  1 ) /  — at



 

 

 
 

 

a t  +  x  —  il
T( t )

a , =  £*

(m +  1 ) — a* а
m

i - 1  f a t  —  j :  —  ( i  —  1 ) 1
2 ( —  i) /
i= i

+

m  +  l
a f  . +  j c  —  il

i=l v x n o

a .  =  £«

0  •< а  < Д /и  +  1 ) l  — at
m + l

+
a ?  +  J r  —  i 7 -  ПО

a ^ =  £«

m + l

(яг +  1 ) I — a t < ^ x < ^ a t  — ml

- _ l r  /  at— ^ x — ji —  1)1
2 ( - 1 ) м 7  (-(=1 x

+

+  2 ( - 1 )м г (
1= 1 x

i - l r  ( at + Jf — il ) - m
a t  — ml  <  a  <  /

=  E* [  2 ( — +

m + l

+  2  (  ( д ~  ) -  г  (о (i i)

Из зависимости (10) интегрированием могут быть определены
f  i(a t — х )  и <pi (a£ +  а ) и перемещения и точек стержня по фор
мулам (8).

В качестве примера был рассмотрен нагрев стержня длины I
до температуры Т0. Изменение температуры по времени дается
зависимостью:

0<t<to т  =  T0(kty ( & 0)2 = 1
t  т — Т 0

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 



Фиг. 4. Зависим ость максимального напряж ения от времени н ара
стания нагрузки

На фиг. 4 приведена зависимость максимального напряжения 
в стержне от времени нарастания температуры (в безразмерных 
координатах).

На фиг. 5 а, 5 в приведено распределение напряжений по длине
at о 1стерж ня в разные моменты времени, при —  =  —  ..

Таким образом, при быстром равномерном нагреве стержня во
зникают продольные колебания, и вследствие этого, напряжения. 
Величина напряжений зависит от безразмерного времени нарастания
температуры t0— ~  и может достигать величины ох =  +  Е* Т 0 при

О < - | -  , где Т 0 — температура, которую принимает стержень за 
время t0.

Эти результаты  получены для частного случая роста темпера
туры по времени до постоянного значения по квадратичной за
висимости. Формулы (8 ), (10) и (11) даю т напряж ения и пере
мещения для произвольной зависимости температуры от времени.
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Фиг. 5 а. Распределение напряж ений по длине стерж ня в различные 
моменты времени
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Фиг. 5 в. Распределение напряжений по д л и н е-стер ж н я  в различные мо

менты времени.
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