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Вибрационная прочность и надежность авиационных двигателей
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА К ЗАДАЧЕ  
О ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ ФУНДАМЕНТА 

КРИВОШИПНО ШАТУННОГО МЕХАНИЗМА

Н еуравн овеш ен н ы е  силы, воздействуя  .на  фундамент, в ы з ы в а 
ют вы нуж денн ы е колеб ан и я  ф у ндам ен та  вместе с установленной 
на нем машиной. Д л я  больш ин ства  м аш инных установок таки е  
колебания  н еж ел ател ьн ы  и могут быть допущ ен ы  лиш ь в п р е д е 
лах , удовлетворяю щ и х  условиям  норм альной  эксплуатац ии . П о 
этом у при проектировании устан овок  нуж но т а к  вы бирать  п а р а 
метры ф ундам ен та , чтобы при  зад ан н ом  возбуж ден и и  амплитуды  
не превы ш али  допустимых норм.

З а д а ч а  реш ается  при следую щ и х допущ ениях:
1. И м еется  плоскость симметрии, п ер п ен ди ку л яр н ая  оси вал а  

кривош ипа, так  что з а д а ч а  будет плоская .
2. П рен еб регаем  весом (массой) кривош ипа, что м ож ет  быть 

оп р авд ан о  м алы м и р а зм е р а м и  его или уравновеш ивани ем .
3. У гл о вая  скорость в а л а  кривош ипа постоянна.
4. И з  внешних сил  учиты вается  вес ф ун дам ен та  и ш атуна , с и 

лы инерции и упругие силы сопротивления сж ати ю  и сдвигу на 
подош ве ф ундам ен та . Н е  учтены силы сопротивления, т. е. т р е 
ние грунта о подош ву и о боковы е стенки ф ундам ен та .

П ри  составлении д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений колебаний ф ун
д ам ен та  используем теорем у о движ ени и  центра  тяж ести  ф у н д а 
мента и теорем у о кинематическом  моменте относительно центра 
тяж ести  ф ундам ен та , причем  реакции дви ж у щ и х ся  частей н а  ф ун
д ам ен т  будут входить в р а з р я д  внешних сил и будут происходить 
от весов и сил инерции в переносном вместе с ф ундам ентом  и от
носительном движ ени и  этих частей по отношению к нему. Т а к  как  
ф ундам ен т  будет соверш ать  и в р ащ ател ьн о е  колебательное  д в и 
ж ение относительно оси, проходящ ей через центр тяж ести , необ
ходимо учитывать и кориолисовы  силы инерции.

В работах  [1,2] не учтены переносные и кориолисовы силы инер-
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ции частей, момент сил инерции ш атуна  и доп олн и тельн ая  п ар а  
сил инерции (момент, п оявляю щ и й ся  при зам ен е  массы ш атуна 
статически д вум я  точечными м ассам и ) .

Н ам  п редставляется  ц елесообразн ы м  поставить  зад ач у  во з 
м ож но полнее с применением общих методов механики.

В данной работе  даю тся  точные, в р а м к а х  сделанны х до п у щ е
ний, д и ф ф ерен ц и альн ы е  уравнени я  д ви ж ен и я  ф ундам ен та , н ай д е 
но периодическое решение 1 -го при ближ ения , у к а за н  путь пост
роения решений лю бого  при бли ж ен и я  и получены условия  р езо 
нанса  1 -го, 2 -го и 3-го порядков.

П ри решении системы ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений применен 
метод малого п а р а м е т р а  П у а н к а р е  [4].

В н астоящ ей  работе  метод м алого  п ар ам етр а  применяется  к 
системе уравнени й  вида:

=  Ф,

З а  парам етр  ц принимаем  отношение массы ш ату н а  к общей 
м ассе ф ундам ен та  и ш атуна , который имеет величину не более 0,5.

Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  И К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Е  С О О Т Н О Ш Е Н И Я  
Д В И Ж У Щ И Х С Я  Ч А С Т Е Й

Будем  считать вращ ен и е  в а л а  кривош ипа равном ерны м  с у г 
ловой скоростью со и угол поворота, отсчитываемый по часовой 
стрелке от вертикали , будет ф =  <Н.

О бозначи м  через а расстояни е  от оси вр ащ ен и я  в а л а  кри вош и 
па до центра тяж ести  ф у ндам ен та  и отношение дли ны  кривош ипа 
к длине ш атуна  через

А бсолю тн ая  угловая  скорость ш атуна  М 'М "= 1  в к аж д ы й  д а н 
ный момент времени относительно центра Ci тяж ести  будет

где Q — — , а «>шат, согласно работе [3], определяется  из соотно-

Д и ф ф ер ен ц и р у я  (1,1), получим д л я  угловой скорости ш атуна  
в относительном движ ени и  следую щ ее в ы р аж ен и е  (знаком  минус 
учтено нап равлен и е  в ращ ен и я  ш ату н а ) :

й>ь Xo)cos<p /, о\
Ч̂ шат — T7T — г , -  1. (1 >2)

d t  у Д  — А» s in 2 -f

или р а з л а г а я  в ряд, при ближ енно  получим:

ШС1 ш ат —  Ч 'ш ат

шения
sin ф =  X- s in  ср. 0 . 1)

234



—  Ш I ] +  т ) COS ф -c o s  3'ф

Абсолютное ускорение шатуна М'М"

wc 1 шат ■

г д е

_ < 4 ,  шат ^'шат , dllj j —  —

_  алSmar — J j f

—  - ш а т  4 "  -»d t  d t

/.и- (a2 — 1) sin If 
— (1 — X2sin2 <p)3/'2

или разлагая в ряд, приближенно получим:

-шат -  — А0)2(1 —  ^ К 1 +  X  /'2)  'S i11 ? —

Абсолютные ускорения точек М '  и М "  в 
каждый данный момент времени легко могут 
быть выражены (фиг. 1) в следующем виде.

Д ля точки М '  абсолютное ускорение W '  
будет:

г ; ер + с т„ + ^ к о р  
или в развернутой форме:

3 .
a2 s i п 3 -1

(1.3)

(1.4)

(1.5)

( 1.6)

W ' = i  - ^ £ 4 -  j ^  +  e x C M '  —  Q2 CM' 
a t 2 1 a t 1

— «М АГ -j- 2 Q x V / ,  

где V /  =  шг  и W'qth =  о 2r.

Для точки М." абсолютное ускорение будет:

W" = 1 - — Л - z x  СМ"  —

( 1,7)

df-

02 С М "  +  W "  +  2 У х Ц /, ( 1.8)

где СМ", l/r", W " ,  согласно работе [3], могут быть выражены сле
дующими формулами:

СМ" =  A C  —  A M "  =  а  —- U r  cos ср +  cos 2ф )  - f  / —

Vr" =  п о  (sin  ср +  sin  2 ср );

W ’ =  го/2 (cos ср +  /. cos 2ср).

(1,9)

( 1, 10)

(1,П)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛ ДАВЛЕНИЯ НА ФУНДАМЕНТ

О пределим  силы д авл ен и я  ш атуна  на ф ундамент, п ер ед аю щ и е
ся на подш ипник А  и на н а п р ав л яю щ у ю  А С .  Эти силы давлен ия  
происходят от весов частей и сил инерции в абсолю тном д в и ж е 
нии.
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О бозначим  через Р  вес ш атун а ,  т  — массу  его, тогда  P =  m g .
Д л я  определения сил инерции ш атуна  воспользуем ся  системой

масс, сосредоточенных в ц ен трах  ш арн и ров  М ' и М "  невесомого
ш атуна , т. е. произведем  статическую  зам ен у  массы  ш атун а  двум я  
сосредоточенными м ассам и  т '  и т"  или весам и P ' =  m ' g  и 
Р "  = m "g .

П ри статической зам ен е  массы  ш атуна  д вум я  точечными м а с с а 
ми вы полняю тся следую щ ие уравнения:

т 'Г  =  т "Г  (2 , 2)

т" +  т '  =  т,  (2,3)

где V =  СХМ ', I" =  СХМ".
Тогда точечные массы очевидно будут

т ' =  т  - jr ,  (2,4)

=  (2,5)

Согласно работе  [3], момент сил инерции системы двух масс, 
статически зам ен яю щ и х  массу  ш атуна, отличается  от дей стви тель
ного главного момента сил инерции ш атуна  на величину

Ь =  т  (1 'Г  — р2) eCl шат, (2 , 6 )

где р — радиус инерции ш атун а  относительно центра тяж ести  С ь а 
равн одей ствую щ ая  сила инерции с о в п а д а ет  с действительны м г л а в 
ным вектором  сил инерции ш атуна.

Д л я  того, чтобы система сосредоточенных масс при статической 
зам ен е  б ы ла  полностью экви вален тн а  звену, необходимо прилож ить 
naipy сил  инерции (Q 'Q ") о  м ом ентом  L  со гл асн о  ф орм уле  (2 , 6 ).

З а д а в  плечо этой пары  равны м  длине ш атуна  /, получим:

Q ' = Q "  = ( 3 = ; 'Я ( Г Г ~ р2)-£с1Шат. (2,7)

Силы Q' и Q "  п ри лож ены  соответственно в точках  М '  и М ", н а 
правлены  перп ен ди кулярно  к ш атуну М '  и М "  в стороны, со о твет 
ствую щ ие зн ак у  момента.

Д л я  определения д авлен и я  на подш ипниках  Л и на н а п р ав л я ю 
щую А С  прим еняем  принцип Д а л а м б е р а  д ля  точек М '  и М ".

Д а в л е н и я  будут равны:

N ’ =  — R ’ =  — m ' W  - f  Р '  + S '  +  Q';

N"  =  — R "  =  — m"W" +  Р" +  S'; +  Q"

где R '  и R"  — реакции давлен ий  со стороны подш ипника и н а п р а в 
ляю щ ей  на точки М '  и М", а остальн ы е силы понятны из фиг. 2.

П о д ст а в л я я  в вы р аж ен и е  д ля  д ав л е н и я  вместо w', w"  их в ы р а 
ж ения  из формул (1,7) и (1 ,8), получим:
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N' =  — т! Г + i ^  +  zxCM' — Q2 CM' —  to*AM'  -|

+  2 2 * 7 , ' ] +  P '  +  S ' +  Q '.

N" =  -  m" [ + / " % + Г х С М "  —  IP  CM" +

+  f ’/ +  2 У х У / ']  + -P" +  S" +  Q".

(2 ,8)

(2,9)

СОСТАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КОЛЕБАНИЙ
ФУНДАМЕНТА

Составим  диф ф ерен ц и альн ы е  уравнения  вы нуж денны х ко л е б а 
ний ф ундам ента.

Пусть в некоторый момент времени t центр тяж ести  ф ундам ен та  
сместится из начального  полож ения вертикального  упругоравновес
ного п о л о ж ен и я  О в новое полож ение С с координ атам и  Х с, У с и 
повернется вокруг горизонтальной оси, проходящ ей через центр 
т я ж е с т и 1 С на угол © (фиг. 3 ) .  П ри этом, к ак  видно из чертеж а,

лю бая элементарная площ адка основания (имею щ его форму п р я 
моугольника) будет иметь смещ ения горизонтальны е х — /г© и вер 
тикальн ы е  у  + 2 ©, где 2  и h координ аты  п л ощ адки  в системе осей, 
п ар ал л ель н ы х  неподвиж ны м, с н ачалом  в точке С и движ ущ ихся  
поступательно вместе с С;

0  — м алы й угол поворота ф у ндам ен та  относительно С.
Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  колебания  ф ундам ен та  будут 

иметь вид:

Фиг. 2 , Фиг. 3.
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M d- ^  =  N y' +  N ;  +  F y + P ,

Ic ^  =  m om c {N')  - f  momc (N") +  ^  m om , (F ,), (3,1)
d t 2

где M — масса фундамента;
/ е — момент инерции фундамента относитель

но С;
Р  — вес фундамента, приложенный в центре 

тяж ести  его, в точке С. m om e (AT - f )m o m . (N") — момент давлений 
относительно С;

F х и F y — главный момент упругих сил грунта отно
сительно С.

Согласно работам [1,2] Fx, F y и 2  rnomc (/д) могут быть выра
жены формулами:

Fx =  —  Ci(xc— АО)-S. (3,2)
F y  =  - c ( f + y e) - S .  (3,3)

$ ] m o m (, ( F i) =  hC 1S x c —  (c1h 2S  +  c I 1 +  Робщ-h) в .  (3,4)

В ыш е введены следую щ ие обозначения:
С — коэф ф иц иент  упругого сж ати я  грунта , коэффициент

по кг/см3\
С | — коэффициент упругого сдвига грунта, кг /см 3; 

f  — о садк а  грунта при статическом действии веса всей у с т а 
новки так, что Робщ =  C - f - S ,  причем Р обш =  Р  +  Р' +  Р".

S  — площ адь  основания, имею щего ось симметрии, перпенди
кулярную  плоскости чертеж а;

I i  =  l z 3 ds— момент инерции площ адь основания относительно оси, про
ходящ ей через точку D, перпендикулярной плоскости чертежа. 

П одставив  вы р аж ен и я  из формул (1,5), (1,6), (1,9), (2,6), (3,2), 
(3,3) и (3,4) в (3,1), шолучим систему диф ф ерен ц и альн ы х  у р а в 
нений

М  4 W  =  ~~ Cl ~  h '>S) ‘s ~  т ' T F  ~  I t*  ^  cos + СР) ~  а  cos °) +

+  ( 7 7 }  (г- sin  (9 +  9  — а  sin  6) +  ru>2 s in (9 '- f  ф) +  2 п о - ^  )<

X si п ( 0  - f  ср) j — т"  j (а — (г cos ср +  I cos <[>)) cos 0 —

/  d0 \ 2
—  [ - t f i j  (a  —  (r  COS ср - f  I cos ш))  sin  6 - j-  Гш2 (cos Ф +

- f  X cos2 cp)sin0 - f  2rm - ^ - ( s i n ?  - f  sin 2 cp ^)cos 0 j. (3 ,5 )

M  i y r =  -  сУс$ —  (r  sin  ( 0  - f  <p) -  a  s in  6 ) -

/  d0 Л 2
— V I t  J  (r c o s (  ̂ +  ?) — a cos 6) — ru)2cos(6 -f- cp) —
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X sin О +  Сдт- ) (а —  rc o s  rf  —  ĉOS v ) cos ^ ~ r  0)2 (cos <P +

+  л cos 2cp) cos 0 -j- 2no -^-^sincp +  s in  2® j -s in  0 . (3,6)

! c *+г =  /k’is+  — (C1^ 2S h c l  -  Робщ /г) О — m ' Y ~ M  ~

afi / rffi \ 2 \
yj- (r sin  (0  +  ср) — a sin  f) —  ( 7 7 7 )  ( rc o s  (0  +  9 )  —  a cos 0)

2гш ^  cos (0 +  p)J — т" +  — ( г cos 9  +  / cos <!>)) х

■C dl2

m
d t2

■ no2cos (0 +  9 ) —  2л» cos (0 +  9 ) l -o  sin  0 +  P 'a  sin 0 —

—  m ' [ ^ f  —  ^  (rcos(fJ +  c?) —  acosO) —  ■ (—  r sin (0 +  9) +

+  a -s in  0) +  ru>2sin (0 +  9) +  2r») sin (0 4  9) j  a cos О —

и Г t d^S . , , . u , / d0 4  ,
—  m [ d F  +  dt* (fl — rc0SCP — /cos ,lJ) sln fj +  (47-) (a — r c o s  9 -

—  / COS '!>) COS 0 —  /• o)3 (cos 9 +  A COS 2ф) cos 0 +  2ru) fs in  cp +

+  ~  sin 2ф  ̂ s i n 0 j (a —  r cos 9 —  I cos ф)• sin 6 +

[ ri2Y d 2ii
~dF~ d F  (a ~~ r cos ® —

—  / cos ф) cos 0 — ( Y f  j  {a —  r cos 9 —  I cos 6) ■ si n 0 +  ri»2 (cos 9 +

+  /. cos 2cp)-sin 0 -j- 2/v> - ^ - f  sin  9 + ~ У  sin 29 j  cos oj (a — r c o s  9 —

-  / cos 6) cos 0 +  ш ( / T  —  p2) { g  -  /.to2 (1 —  a2) [ ( l  +  -J- X2 j  x

X sill ш /  л2 sin 3tô  |\. (3,7)

И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  
К О Л Е Б А Н И Й  Ф У Н Д А М Е Н Т А

Д л я  интегрирования системы уравнений (3,5), (3,6), (3,7) при
меним метод м алого  п ар ам етр а ,  причем за  п ар ам етр  р примем от 
ношение массы ш ату н а  т  к  массе всей системы и Л10бщ — М  +  т,

т. е. 1х =  и учитывая формулы (2,4) и (2,5) получим соотно

шения:
т  I "  т "  V

Мо6щ -  * I ’ м общ ~ [Х I ■
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Введем эти соотношения в систему уравнений (3,5), (3,6), 
(3,7), предварительн о  р азд ел и в  первы е д в а  уравнени я  на М 0бщ, а 

третье на Ic =  Pi2-M o6m, где рх— приведенный радиус инерции.
С истему уравнений линеаризуем только в отношении cos 6 ^  1 и 

s in  6 ^ 0 , т. е. заменяем

sin  (б 4  ср) э ;  0 cos ср - f  sin  ср, cos ( 0  4  cp)^cos ср — 0 s in  ф.

П олучим систему уравнений:
d 2x c c , s  . c j i s  0 Г I" ГЛЧ) . .

х с  +  ~Га--------------6  —  Iх  \  - r [ d F  C 0 S  ® ~  Г °  Б Ш  ® ”  а )  +dt2 М О̂Щ м .общ

+  (го cos ф 4  г sin  ® — а0) 4  ru)29 cos ф 4  гш2 sin  ф 4

d О d0
4  2 ru) - j j  0 cos ф 4 - 2 гш s in  ср 14d?

' do

<Я0
dr2 (а — r  cos ф — I cos ф)

d?2
cs

м  , 'Ус'общ

/  a(J \ 2
— [ n r )  (a  — r cos ^  ^cos ® + ra>2 (cos ? + K cos 2 ?) 0 +

+  2ru> ^ ( s i n ®  +  -^ -s in 2 cp )  } . (4,1)

f  l" Г d 23
• — ^ I T L — (г 6 с о з Ф — ab +  r s i n y )  —

i \ 2
r ) (rcosto  — a — r 0 sincp) — гш2 c o s ф +  rш20 sincp —

о rff) , о d() f, • 1 , i '  | d2U / , , 4 0  ,
"йГ c o s  Ф +  " 01 d 7  & s l n  ?  +  ~  \~dt (a  ~  r  C0S ® —  c o s

( ^ r j  (a — r cos ® ^cos ^  — ruj2 (cos Ч3 cos +

rdO V ,
Vd7.

4 - 2 ru d/ s in  ф 4 , in  2 cpj O] (4.2)

dH
d/ 2

d20

C’i/lS
Р,Ш

Cib's + c ^ - P p ^ h  6

общ Pl2Mобщ

и f l" [ d'llJc 
P!2 I i L <»2

d20 / Q , o\ /  do \ 2 . 0 . .(rw cos cp 4  r  sincp —  a'1) —  ( -^-J (rc os  ® —  r0 sin 9  —  a) —

— r«>2 cos ф 4  rm20 si n cp — 2no ^  cos cp 4  2rw | i 0  sin ф:— q J a0 4

. /" a  I d2xc d20 , 0 . . /  d0 \ 2 , Cl
+  T 4 " d #  —  d ?  (r cos ? “  r 3Sincp — a) — ( — J (— rOcoscp— 

— r sin ф 4  <20) 4  rcu20 cos cp 4  /-uj2sin cp 4  2гш 0 cos <p 4dt

d 0
4  2 no si n ф . / '  rdVc , d20 0 / / ,4

f  ” T  [  d ^  +  d ^  6  ( a  “  r  c  0 s  ?  ~  ^ c o  3 ' ■ }
+

t d0 \s
4  (~ if  ) (22 — r COS Ф — / COS Ф) — ГШ2 (cos cp 4 - X cos 2ф) 4
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/' rd 2̂  d2fl . . / da \ 2
+  T Y d ^  +  d72 (« — ^ с о э ф  — / c o s -З) — .f) .(a —  rcos(p —

— / с ts -3) 4  ^u>3(c o s ф 4 '-cos 2 ф )-б 4 2 г ш - ^ - ^ ! п ф  4  

+  - y  sin 2cp)J (a — r cos ф — / cos -3) — (/'/" — p2) —

—  M«2(l X2) ( l  4  X2). э ш ф ----- 1- X sin З ф )  j}  (4,3)

ПредставимНрешения x  , yc, 9 в виде рядов:

4  ”  4 0 -)- - ■ x Cl 4  p j x C2 4  • • •

У с = L'c0 + P//c! + !J-2yC2 4 ■ • •
9 =  9o 4 ^ i +  P202= - - - ,  (4,4)

причем xcit yc,, 0t h'Jhx производные по времени при I =  0 равны 
нулю для  всех i =  1, 2, 3, 4.,.

П одставляя значения х с, у , ,  0 в уравнения (4,1), (4,2), (4,3) и 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях р, ограничи
вая только членами с [4 =  1, р и р.2, получим систему уравнений
При [А° =  1

- ' ’о =   Н£_ х  4___ —— • 9, С4 1')dt2 м „ й со 1 /и „ . 0> 'Н-1 >

- f  2ru> • 0 (  sin ф 4  -g-sin 2ф  ̂ — g j  (a — r cos cp — I cos -i) 0 +

общ  1 общ

Ч*Ус,Со CS

dl 2 Л1общ
■у со- ( 4 ,2 ')

d 24  r , / ! v  „  C i f t 2s 4  c / i — Я о б щ Л  f|

d t 2 о 2M  Xc<> о 2M  ,  0U i  r i  /И о б щ  Pi 2Ио б щ
(4 ,3 ')

при

d 4

Л ,общ J v 1 оСщ

, d \
1 ! F i "  { 4 [ -  S -  ( r  c o s  ф  _  r r , ° s i n  ^  - a )  +

! U \
4  a f ) ( '" о cos ? 4  r sin Ф —  a°o) 4  cos ф 4  гш2 sin ф 4\ dt

d0o ,, _  . d°o г
+  2гш f-0 cos ф 4  2roi -37 sin ф 4 —  ( a — r cos ф —  / cos <f) —

d20„
d/2

—  {~df) (a ~  r cos 41 —  ^cos ^  r ‘!)2 *-cos Ф + ' - cos 2ф)60 +

4  2ru) д." (s ir :  ф 4  ~  si n 2<p } (4,1")

У с i cs  „  /  I" ] ,  d 2 <y
Уо1 — { " V I  — Г ° i f 2" (f C° S Ф — «) “

16—3865 241



d20о . /  d0o \ 2 , , . /d80\ 2o • о i j f r s m q  —  { - j f )  ( r c o s y  —  a) +  0ors in ip  — гш^соэф 4

+  r«)290 s in  ф — 2ro) ^ y  cos ф -f- 2noG0 ^ y  • s iпф J 4  

4  -j- ~^y~ ®o (a — r ' cos Ф — I cos V) +  ( _ ^ )  (a — r cos ф — / cos 9) —

— /чо2 (cos ф 4  '• cos 2ф) 4  2ro> G0 (^sin ф +  -§- s>n 2ф^ }. (4,2")

d2y , Jc0
d t 2

d29t _  Clfts С1А^ +  ^ 1 - Я общЛ fi 1 /  I"
*** ?г2Мобщ ?12Мобщ ' !  p2 \ I °  0

d2ll ■ / d f l \ 2
—  - J t ^ ( ’ orcos<V r  r s i n y  —  a c>0) — [ j f j  ( r c o s 9 - r 0 o s i n 9 - f l ) -  

—  гш2 cos ф - f  rw-0o sin ф —  2ro) cos ф 4  2roj ^y- 0o • sin ф —  g  4  

d4 „  d23„r u X c 2̂g
+  ~ T  a  L “ d / 2 °  _  ~ S F  ( ' ' С О Э ф  —  Г ^ Б Ш ф  —  f l ) —  

j  (— r90 COS ф — r • sin  Ф 4  22'о) +  Гш2’о COS Ф 4  ГШ2 sin ф 4

. О  d 0 o д  , 0  d 0 o . 1  , I ' K  [ d %4  2ru) y ^ 0o cos ф 4  2rto yy° SI n ф J 4 ■ c o
d/2

d2fl0d;2 (a — r cos ф — / cos Ф) 4  ( j [ f )  (22 — r cos ф — I cos 0) -

d9„ /  . , >,
—  /\o2 (cos ф 4  X cos 2ф) 4  2noG0 -yy ^sin ф -)— y-s in  2ф j  —

/' г d2xc d2nn
X (a — r cos ф — / cos 4) 4  —  (22 — r cos ф —  / cos 0) —

— ( ^ j Y  0 o (22 — r cos ф — I cos 0 ) 4  r<o2 (cos ф 4 cos 2ф) 0O 4  

4  2гш ( э т ф  + ~ 2  s i n 2 ф ^  (a —  г с о э ф  — / c o s 0) —

-  VI" -  p2) [ ^ £ -  -  Хш2 ( 1 -  X2) ( l  +  -|-  X2)  sin Ф—

_  X2 sin  39  ) ]  }. (4,3")

П ри a 2 получены выражения для  - + p ,  -+f-2 и но мы их неа**ск й\ _
d t2 ’ d/2 dz2

приводим в данной статье.
Представим уравнения нулевого приближ ения в виде

$ ?  +  V 2/co= 0  (4 ,2 " )

d 2x1
H t2
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dt

Где введены обозначения

rf¥ - « i * c o  +  ^ o = = 0 .  (4,3"')

, /  cs c,s , cxhs

° ~  У  " * W  fl° “  0 М общ

ct hs , c i h ~s +  cd, —  P  б щ Ь

“ i =  t ? * w  s ‘ =  — — ■ <4 ’5 >

С о с т а в л я я  характери сти ческ и е  уравн ен и я  д л я  этих систем у р а в 
нений и у б еж д а я с ь ,  что все корни чисто мнимые, получаем  общее 
реш ение в виде:

Ус0 =  С10 COS k 0t  +  С20 s i  n  k j

y ’Co =  — V i o  s i n V  +  *oc2o cos k0t 
x Co =  D 10 cos Pit !- D ,0 sin pit  -f D so cos p 4  - f  D i0 sin  p%t 

x'Cq =  — PiD10 sin p xt +  p xD2о cos p xt — p 2D30 sin  p2t +  p2D 10 cos p2t

p =  F / v - Di0c o s p ^ +  ^ 20 s i n p ^ - r
C'O 0̂

+  g ° 7  P2' D so  cos P 4  +  ° 0~ p22 s i  n p*fC'O c'O

К  =  -  Px K ~ p ‘2) D 10 S i n  P l * +  -1'- -  P,2) D 20c o s P x /  -

где

D a o S in p a f +  r ^ a^ D i 0 c o s P 4 ,  ( 4 ,6 )

Pi2==_£̂ +̂ _ j/(^e+A_y_(flo&l_ Vl)
p 22=  .. g° +  ^  +  j / ( >  +  &> ) 2 -  (flo&x -  V i ) ,  ( 4 ,7 )

а постоянны е определяются при помощи начальны х условий
>)_
)

у  —  у  —  У(0 )- У '  -  у '  -  У 1 ( 0 ) - У (0) _  У 1 ( 0 ) -  Пл с " л с0 г(> > ЛС ЛСх --  -̂ Ср , ---  Лс — и

„  =  „  _  „ ( 0 ) .  и> =  и -  И 1 ( 0 ) - « (0 ) -  Ы 1 ( °  -  0Ус — Ус0 — Усо > У о Уго — У£р > Ус; — У О г — О

о =  Г>0 =  6q0); Ь' =  0о' =  &i<0); б|0) -  р!(0) =  О
(4,8)

( t =  1, 2, 3 ,. . .)
формулами

( 0 ) .  у О  ___
1 (0 ) 
со ./ °   , / и ) .  Г  ____

и Ю —  £/с0 , '- '2 о — “О

Г, _  ( ° о  —  Р22) —  b0f)<0° > п  _  , П 0 )  (а 0 -  р 22)  —  & Х (0)

10 P i2 — р22 Px (P i2 — Ра2) ;
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- r 4 > „ - P l 2 ) - & o C ]  „  - p i 2 ) - m j ( 0 >  / л п ч

U 3 0 ~  P . 2 - P 32 * 40  p 2 (p 1 - p 22) •

С ледовательно , систем а о б л а д а е т  собственными свободны м и ко 
л ебан и ям и  с частотами Л'0, А, и Р 2-

П о д ст а в л я я  (4, 6) в (4, 1"), (4, 2"), (4, 3 " ) ,  получим систему не
однородны х линейных ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнени й  с известной 
п равой  частью.

И нтегри руя  ее известными методами, наприм ер, методом прои з
вольны х постоянных Л а г р а н ж а  или методом неопределенны х 
коэффициентов, получаем  реш ение в первом п ри ближ ении  с ко н 
стантам и , о пределяем ы м и при помощ и н ач аль н ы х  условий. Это 
подставляем  в (4, Г " ) ,  4, 2 '" )  и 4, 3 " ' ) ,  получаем  сн ова  систему не
однородны х линейных д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений, которую  
снова, к а к  и ранее  интегрируем и т. д., до лю бого  нуж ного  нам 
приближ ения .

Д л я  конкретности и более простых приближ ений остан овим ся  
на случае , когда

jo)  _  v 1 <°> — — г,1 (0>— fi<0> — а1 (0) — n IX i mХс„  Ус 0    УС О 0 0 ’
что почти всегда  м ож но осущ ествить по крайней мере при оли ж ен- 
но на практике.

Тогда
Х с 0 =  У с  о =  0 о  =  0

и д л я  первого при ближ ения , которым и ограничим ся , получим из 
(4, 1"), (4, 2")  и (4, 3") систему д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений:

"У г1 +  k o2yc1 =  гш2 cos mt ф  -у- гш2/. cos 2о)t 

(fix lv
- j p + a 0x Cl—  b0\  =  г  ra)*sinu>/. (4,11)

W2n
yya — flx^Ci+ &A =  A '  s in  wt A "  sin Зиф 

где введены обозначения:

- j -  аг<л2 +  ( l ' Г  — p2) Хм2 (1 — X2) С 1 - j -  X2 )
•d' = ------   T“2-------------------- -------- •  (4,12)

Pi

-  p2) Xu>2 (1 -  X2) • ~  X2 
A'"  = ------------------ - g---------- 8 • (4,13)Pi

И нтегри руя  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  (4, 11) при всех н у 
левы х н ачальн ы х  условиях  (4, 8), получаем  их реш ение (первое 
при ближ ение)  в виде:

х С1 =  р (b ' s iп со1 4- b " ' sin Зоd ) .
I гш2 , . Ггш2Х п Л

lJ c i  ~  I * » *  —  оз2 C 0 S  ^ 1  (/Со2 —  4 (О2) C 0 S  ф
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A 'b 0 — l" lw 2 (b1 — <o2)
(&i — ">2) (a0 — Ш2) — &oai ’

, __ Л ' (a„ —  о,2) —  Г  ) а У  
C ~  (*i —  <-"2) (o0 — ">2) — M i ’

ш  _______  41 '2 b0 _________t
~  (*i — “,2) («о — <“i3) — baay ’ 

m __  A ' "  (a„ —  o ^ 2)________ .
(6 , —  o j 2) (a „  -  V l  —  b0al  ’

o)x -  3tu.
У равн ения  (4, 14) п р ед ставл яю т  вы н уж ден н ы е  колебан и я  ф у н 

д ам е н та  с ч астотам и  со, 2со и Зсо.

УСЛОВИЯ РЕЗОНАНСА

И ссл ед у я  у р авн ен и я  (4, 14), получаем  условия  резонан са :
1. Д л я  верти кальн ы х  колебаний резонанс l- ro  п оряд ка  со =  Л'о.
2. Д л я  верти кальн ы х  колебаний резонанс 2-го п о р яд к а  2со =  Ло-
3. Д л я  горизон тальны х  и в р ащ ател ьн ы х  колебаний  резонанс 1-го 

п оряд ка  со =  / , 1 и о) =  Р 2.
4. Д л я  горизон тальны х и в р ащ ател ьн ы х  колебаний резонанс

•> Pi Р 23-го п о р яд к а  <о =  -у- и ш =

В заклю чен и е  следует  зам етить , во-первых, что приведенный в 
работе  м етод  расчета  колебаний м ож ет  быть легко  доведен до 
практических числовых расчетов как  ам плитуды, т а к  и условий р е 
зонанса, а следовательно , р азм ер о в  и веса ф ундам ен та . Во-вторых, 
если к точке М  присоединена еще к акая-то  м асса  т i (например, 
л есоп и льн ая  р а м а ,  порш ень ком прессора или двигатель , ползун 
пресса и т. д . ) ,  то, считая эту точечную массу  п р и н а д л е ж ащ е й  ш а 
туну, при расчете  центра  тяж ести  ш атуна , а, следовательно , и длин 
/ ' и Г ,  будем иметь, что масса шатуна будет т - \ - т и

г / I  \ ч / 1 ч / '  o i -f-  /с,т  = (т  + т 1) — ; т  =  ( /n  +  mO — ; -а =  ^  ■

и все ф о рм улы  и р асчет  остаю тся преж ними.

Ci =  (j. (c '-s ino^  -j-c"'-sin 3o>/), (4,14)
где обозначено:
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