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П РИ Б ЛИ ЖЕ ННЫЙ  МЕТОД РАСЧЁТА"  
ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК Г И Д РА В Л И Ч ЕС К И Х  

МАГИСТРАЛЕЙ С ПЕРЕМЕ ННЫМИ  ПАРАМЕТРАМИ ПОТОКА 
ПО ИНТЕГР АЛЬНЫ М ХАРАКТЕРИСТИКАМ

Вопросы колебаний скорости и давления жидкости (газа) в 
трубопроводах занимают важное место при проектировании до
водке гидравлических и газовых коммуникаций различного рода 
машин и установок как с точки зрения повышения прочностной на
дежности машин, так и с точки зрения получения устойчивых систем 
автоматического регулирования с требуемыми характеристиками.

Наибольшие трудности, возникающие при анализе динамиче
ских характеристик систем, связаны, как правило, с анализом 
звеньев с распределенными параметрами. Особенно сложным 
является исследование динамических свойств магистралей пере
менной площади, по которой течет жидкость с переменными физи
ческими свойствами (течение вблизи клапанов, течение при по
догреве жидкости и т .п . ) .  В таких сложных условиях методы, 
применяемые для расчета нестационарных процессов в трубопро
водах простой конструкции, приводят к расчету настолько трудо
емкому, что становятся практически неприемлемыми.

В частности, операционный метод решения уравнений гидро
механики позволяет лишь свести задачу к решению линейного 
дифференциального уравнения второго порядка с переменными ко
эффициентами. Такое уравнение не имеет общего решения, вы
ражаемого через квадратуры элементарных функций. Его надо 
искать численно, причем заново для каждого значения частоты.

Еще большие трудности возникают при анализе систем с рас
пределенными параметрами, содержащих некоторое количество 
звеньев с сосредоточенными параметрами. Комплексное рассмот
рение таких систем приводит к дифференциальным уравнениям, 
коэффициенты которых в ряде точек обращаются в бесконечность.
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Некоторые задачи для частных видов магистралей без потерь, 
с плавно меняющимися по определенному закону характеристика
ми были решены Ливурдовым [3].

Следует, однако, заметить/ что точный расчет ^динамических 
характеристик систем в общем случае практически невозможен. 
В связи с этим большой интерес представляют приближенные ме
тоды, дающие правильное представление о поведении системы в 
определенном интересующем нас диапазоне (по частоте, ампли
туде и т. п.) возмущений.

Ниже приводится приближенный метод построения частотных 
характеристик для гидравлических (газовых) магистралей само
го общего вида, в том числе для систем с распределенными пара
метрами, содержащих сосредоточенные звенья. Рассматривае
мое решение справедливо для самого общего случая движения 
вязкой сжимаемой жидкости с переменными физическими свойст
вами. Произведена оценка точности полученных решений.

Система * линеаризованных дифференциальных уравнений, опи
сывающая движение турбулентного потока вязкой сжимаемой 
жидкости с переменными физическими свойствами по трубопрово
ду переменного сечения, имеет вид [2]

- д-Р =  ^>Д1 Ч - -  — . _ m
дх  fd T f  dt

 дМ  _  f dp
дх  a2 dt

Коэффициенты уравнений - L  зависят от координа
ты x

he>o _  _ 2 _  dA p0(x) 
fdr M 0 dx

Ap0(x) — стационарный перепад давлений на участке {хъ  х).
Коэффициенты ^ г ,  —  и -Jp- системы (1) положительны и мо

гут произвольным образом меняться вдоль магистрали,

0 < ^О■ 1 ■

L f d r  f  ’ а 2
=  ? ( * ) <  °° ,  (3)

а их интегралы вида Ф(х) =  j  ср{z) d l  — функции ограниченные, мо-
*1

гущие иметь разрывы первого рода.
Естественно, представляется заманчивым получить решения 

дифференциальных уравнений ( 1) как функций указанных инте
гралов или конечных интегралов другого вида.

В работе [1] нами было получено приближенное решение сис
темы дифференциальных уравнений для длинной электрической 
линии, аналогичной системе (1) именно в такой форме. Заметим, 
что примененный метод справедлив для самого общего случая
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движения жидкости в магистрали с  утечками, например, в магист- 
рали с пористой стенкой или при наличии стравливающего жик
лера.

Введем интегральные параметры магистрали, связанные с 
«первичными» соотношениями

.  (4)Xi

C W  -  W  -  S
X\ X\

2
Здесь R (x) =  —  Ap0 (jc) — интегральное сопротивление магист-

рали, характеризующее необратимые потери на участке (хи х),
„  ,  . д \ р а(х )  дМ  „
Я (•*) =  — при —  = 0 ;  

w  дм0 к dt

L (x )— интегральная индуктивность магистрали, характеризующая 
силы, необходимые для разгона жидкости на участке (x>i, х ) ,  как 
•единое целое.

Г /  \  А

(’*') "dt =  ^инеРЦ>
для /  =  const

С (х)  — интегральная параллельная емкость магистрали, харак
теризующая сжимаемость жидкости на участке (xi, х ), т. е. уве
личение массы жидкости при изменении давления

Ш  =  С(х) S/>

для а  =  const С (х ) =  — -■* •
Будем интегрировать систему (1) при граничных условиях:

При Х  =  Х\
p = p { x u t) M =  M (x u t). (5)

После применения преобразования Л апласа система (1) при 
граничных условиях (5) сводится [1] к интегральному матрично
му уравнению

||fi|l(x,S) =  ||l||-"d||.-||||B||(x,s). (6)
X t

Здесь || Л || (х, s ) — квадратная «цепочечная» матрица, связы
вающая переменные в произвольном (х) и начальном (хО сечени-

181



ях магистрали и 
свойства.

плотностью характеризующая ее передающие

Р
М (х, s) =  II £|| ( * ,  s)

II А || — матрица, составленная из 
стик магистрали

M il

(-*1-5), 

интегральных

(7 )

характери-

(8)

Система (6) может быть проинтегрирована итерационным ме
тодом. Решение для /г-ного приближения Определяется по рекур
рентной формуле (9)

0 R  +  Ls
Cs 0

№ + i  =  Ц1Ц- Ы \ т в ь

и может быть представлено в виде сходящихся рядов [1]

|ьвп„ =  iifliij i+ 2 > н * .

где

В

А=2

X
|1Ы1*+ 1  =  —  ]' d  II Л  II II b || к.

Х\
II ft II 1 =  II в  II ! — II В II0.

1— определяется по формуле (9).

(9 )

(Ю)

(П)

(12)

В качестве начального приближения || В || 0 может быть при
нята «цепочечная» матрица любого приближенного решения уравне
ний (1). В  частности, в качестве «начального» можно использо
вать известное [2] решение уравнений (1) для магистрали с рав
номерно распределенными параметрами, считая интегральные 
характеристики магистрали равномерно распределенными по ее 
длине, т. е. С(х)\ R (x ) ;  L ( x ) ~ ( x — х\), решение для стационарного 
потока и др.

Во многих случаях, особенно при небольших частотах колеба
ний потока жидкости в магистрали, целесообразно принять

II 5  II 0 =  II 1 II ■ (13)
При этом, при рассмотрении частотных характеристик реше

ние (10) уравнений (6) является функцией вида

В || n(x ,iu )  =  2  |l« II* («“ )*,
А=0

(14)

коэффициенты II ос II «■ (jc) не зависят от со. Такая форма решения 
значительно уменьшает объем вычислений (сводящихся в данном 
случае к определению этих коэффициентов для всего исследуемо
го диапазона частот), делает результаты расчетов легко обозримы
ми и упрощает их анализ. В  дальнейшем мы будем рассматривать
именно этот случай ( || В 
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В этом случае решение уравнений (6) будет иметь особенно 
простую форму

В  II „ =  2  || Ь п к, 
/6 = 0

где

(15)

(16)II Ь II 0 =  || 1 II ,
а || b || k определяются по формуле ( 11).

Нетрудно показать, что при стремлении (п ->оо ) решение 
(10) совпадает с (15) и не зависит от вида ||В||0

INI =2
/ г= 0

(17)

Для || В  || 0=  II 1 II имеют место [1] следующие формулы для 
определения элементов матрицы II Д II л

Bjk,n — 2  bjk, тim= 0
(18)

Г д е  ,tn —  j  Д11, in dA ^', 6 ц ,  m+1 — J  m ^A\2’ ( 1 9 )
X ,  X,

x x
Ь12>”2 =  — j 2̂2> m -̂ 1̂2» 2̂2/ m 'r 1 =  f 1̂2, III d A 2i\ (20)

x, _ r,
Al2 =  R +  Ls; A21 =  C s - [  (21)

Дц.О =  1; ^22,0 =  1-
При рассмотрении гармонических колебаний в магистрали

принимается s =  iw.
Из уравнений (19) — (21) последовательно находятся все ч л е ->
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ны рядов (18).  Интегрирование может производиться любым до
ступным методом, координата (х) используется как параметр. Для 
II В  II о || 1 || при интегрировании частота (гсо) выносится за знак 

интеграла. При этом матрица II В II „принимает вид (11) .
Схема последовательного нахождения членов рядов (18) при

ведена на фиг. 1.
X

622,0 =  1 ^12,о =  — J  d(R +  i(oL) =  — (/?:+ i(oL).
xt

X  X

622,1 =  i«> J RdC +(/o))2 J LdC
Xi

Откуда
X  X

B 22 =  1 !+  j  RdC +  (/со)2 J  LdC ,+ . . .
X ,  X ,

'  B 12 — —R — m L  — ...

О ц е н к а  величины о ст а т о ч н о го  ч л ен а  р я д о в  ( 1 8 )

Ввиду того, что модуль Ф(?) [-A2i(2) и j4i2(£)] достигает максималь
ного значения при 5 =  х  для функций Л21 =  /шС и А12 =  R\+ iu>L, 
справедливо следующее неравенство

I \ Ф(?)dl\ <  |Ф(л:)(х — х , )  (• (22)
X.

С учетом (22) можно показать, что ряды (18) могут быть ма
жорированы рядами типа

° °  '  \ О

/ 0 (2/0) =  s  Ш  (23)
/=о\ /1 /.

где /о(2/0) — Бесселева функция нулевого порядка первого рода.
0  =  | Viu>C(R +  iu>L) I — абсолютное значение меры передачи маги
страли, по которой равномерно распределены ее интегральные ха
рактеристики.

Введем три системы оценки остаточного члена

A/ft =  | В/* — В/*, п I • (24)
1. П о  в е л и ч и н е  о с т а т о ч н о г о  ч л е н а  м а ж о р и р у ю 

щ и х  р я д о в

для г =  k | brk,о 1 2  (25)
/ = « + 1 4 . / !  ! '  

со 1 / r\i \ 2
для г ф  k Аг „ <  | 5rft,ol J -  7 —т- 1 —  ) .

i= n + l  / Г *  \ /. '

2 .  П о  в е л и ч и н е  п о с л е д н е г о  ч л е н а  р я д о в

А/*, „ <  шах | bjk, п 1 {-о (2/0) — 1). (26)
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3. П о  в е л и ч и н е  п о с л е д н е г о  п р и б л и ж е н и я

Д/а, п <  max | Bjk, п —  В/а,о | {В„(0) —  1}. (27)

°° / й пА 2
Т’п(в) =  2  для л =  1 7^(0) =  / о(2/0).

v  Г 0" ' ?Суммы ряда — r j

Т а б л и ц а  I

1 2 3 4 5
п

0 ,1 0 , 0 1 0 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 , 1
О.2 0 , 0 4 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 2
0 , 3 0 , 0 9 2 0 , 0 3 2 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 3
0 , 4 0 , 1 6 7 0 ,0 0 6 0 .0 С 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 4
0 , 5 0 , 2 6 6 0 , 0 1 6 ' 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 5

0 , 6 0 , 3 9 4 0 , 0 3 2 0 ,0 0 1 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 6
0 , 7 0 , 5 5 3 0 , 0 6 3 0 , 0 ) 3 0 , 0 0 3 0 , 0 0 0 0 , 7
0 , 8 0 , 7 5 3 0 , 1 0 3 0 ,0 0 7 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 , 8
0 , 9 0 , 9 9 3 0 ,1 6 5 0 , 0 1 5 0 ,0 0 1 0 , 0 0 0 0 , 9
1 , 0 1 ,2 8 0 0 , 2 5 2 0 , 0 2 8 0 ,0 0 2 о , о : о 1 , 0

1 .1 0 , 3 7 0 0 , 0 4 9 0 , 0 0 4 0 , 0 0 0 1 .1
1 . 2 — 0 , 5 2 6 0 , 0 8 3 0 , 0 0 7 0 , 0 3 0 1 , 2
1 . 3 — 0 , 7 2 8 0 , 1 3 4 0 , 0 1 4 0 ,0 0 1 1 , 3
1 . 4 0 ,9 8 6 0 , 2 0 9 0 , 0 2 6 0 ,0 0 2 1,4

-  1 ,5 — 1 , 3 1 0 0 ,3 1 7 0 , 0 4 4 0 , 0 0 4 1 , 5

“  [ 0/ \2 
Суммы рядов 2 j -Т—

/=п+1 V /! /
Т а б ли ц а  2

\  п
1 2 3 4

п

/ ^ 8

0 , 1 0 , 0 0 0 О.СОО 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0  , 0 ,1
0 , 2 0.0G 0 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 2
0 , 3 0 , 0 0 2 о .с о о 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 3
0 , 4 0 ,С 06 0 , 0 0 0 о ,о с о 0 , 0 0 0 0 , 4
0 , 5 0 , 0 1 6 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 5

0 , 6 0 , 0 3 3 0 ,0 0 1 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 6
0 , 7 0 , ( 6 3 0 , 0 0 3 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 7
0 , 8 0 , 1 1 0 0 , 0 0 7 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 8
0 , 9 0 , 1 8 0 0 , 0 1 5 0 ,0 0 1 0 , 0 0 0 0 , 9
1 , 0 0 ,2 8 0 0 , 0 3 0 0 , 0 0 2 0 ,0 0 0 u 1 , 0

1 ,1 0 , 4 1 8 0 ,0 5 3 0 , 0 0 4 0 , 0 0 0 1,1
1 ,2 0 , 6 1 0 0 ,0 9 1 0 ,0 0 8 0 ,0 0 0 1 ,2
1 , 3 0 , 8 6 2 0 , 1 4 9 0 , 0 1 5 0 ,0 0 1 1 , 3
1 , 4 1 , 1 9 7 0 , 2 3 7 0., 028 0 ,0 0 2 1 , 4
1 , 5 — 0 , 3 5 5 0 , 0 4 9 0 ,0 0 4 1 , 5
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Таблица 3

N .  п 
0 0 1 2 3 4

0 ,1 0 ,0 0 5 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 ,0 9 0 0 , 1
0 , 2 0 ,0 2 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 ,0 9 0 0 , 0 0 0 0 , 2
0 , 3 0 , 0 4 6 0 ,0 0 1 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 3
0 , 4 0 ,0 8 2 0 ,0 0 2 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 ,0 Д ) 0 , 4
0 , 5 0 , 1 3 0 0 ,0 0 5 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 , 5

0 , 6 0 , 191 0 ,0 1 1 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 6
0 , 7 0 ,2 6 6 0 ,0 2 1 0 ,0 0 1 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 7
0 , 8 0 , 3 5 6 0 ,0 3 6 0 , 0 0 2 0 ,0 9 0 0 ,0 0 0 0 , 8
0 , 9 0 ,4 6 3 0 ,0 5 8 0 , 0 0 4 0 ,0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 9
1 ,0 0 ,5 9 0 0 ,0 9 0 0 ,0 0 7 0 , 0 0 0 0 ,0 0 0 3 , 0

1,1 0 , 7 3 9 0 ,1 3 4 0 , 0 1 2 0 ,0 0 1 0 ,0 0 0 1 ,1
1 , 2 0 , 9 1 5 0 ,1 9 5 0 , 0 2 2 0 ,0 0 2 0 ,0 0 0 1 , 2
1 , 3 1 , 1 1 9 0 ,2 7 4 0 , 0 3 6 0 ,0 0 3 0 , 0 0 0 1 , 8
1 ,4 — 0 ,3 7 8 0 , 0 5 3 0 ,0 0 6 0 , 0 0 0 1 , 4
1 , 5 — 0 ,5 0 8 0 , 0 8 9 0 ,0 1 0 0 ,0 0 1 1 , 5

Формулы (25) могут быть применены для предварительной 
оценки. Формулы (26), (27) применяются для оценки погрешности 
на каждом этапе вычислений. Из трех оценок (25),  (26), 27) сле
дует выбрать ту, которая дает наименьшее значение А „■

Оценка остаточных уленов для рядов (10) (при || В || 0ф II 1 II ) 
может быть произведена по аналогичным формулам [1].

Ряды (25) и (27) табулированы. Значения их сумм приведены 
в табл. 1, 2 , 3 .

Рассмотренный выше метод решения дифференциальных урав
нений может быть применен и к магистралям с сосредоточенными 
параметрами и имеет по сравнению с другими Методами то -Пре
имущество, что позволяет оценить погрешность вычислений при 
приближенных методах решения для весьма сложных систем, не 
зная точного решения, тогда как при обычных методах такая оцен
ка в общем случае невозможна.

Интегрирование дифференциальных уравнений для магистралей
с источниками

Выше были рассмотрены методы интегрирования дифференци
альных уравнений для «пассивных» магистралей, т. е. для магист
ралей без источников энергии. Однако во многих задачах возни
кает необходимость анализа динамических явлений в магистралях



с распределенными источниками. Такие задачи возникают, на
пример, при движении летательного аппарата в переменном поле 
массовых сил или при изменении формы проточной части жидко
стного тракта под действием внешней возмущающей силы. Р а с 
смотренный выше метод может быть применен и к таким задачам.

Линеаризованные дифференциальные уравнения для этих 
случаев имеют вид

dp  ? .w 0 д .  , 1 д м  , ,

дМ  _  j  d p  d 2V ( x i t . )  

д х  ~  a 2 dt Р dxdt (28)

где ф(лс, t )  — характеризует напряженность поля массовых сил в 
направлении оси х;

д *У (х , О 

dxdt
характеризует изменение объема трубопровода.

Следует отметить, что к подобным уравнениям сводятся зад а
чи и с некоторыми другими типами внешних возмущений.

Из теории линейных дифференциальных уравнений известно, что 
решение системы (28) может быть представлено в виде суммы об

щего (при ф(х~ /) =  0  и д ^хдР =  ^  и частного (ПРИ произволь
ных граничных условиях). Общее решение было рассмотрено выше, 
оно может быть найдено, и любым другим методом. В качестве 
частного примем решение при

р(хи t) =  0. М (хи t) =  0. (29)
При таких граничных условиях система (28) может быть при

ведена к матричному интегральному уравнению (30).

Е || (х, s) =  р
— sV

(х, s) — } d ||Л|| ||Б|| (х, s), (30)

где ЦЕ||(-К, s) — искомое частное решение;
X

s) =  s )d l  — интегральная массовая сила на участке {хх,х).
Xt

Функции s) и l/(oc,s) могут иметь конечное число точек 
разрыва первого рода (т. е. источники могут быть и сосредото
ченными).

Решение ||Е|| может .быть найдено в форме (10) — (12) подста
новкой ||Е|| и ||е|| вместо \\В\\ и ||6|| соответственно.

— sV (x,s) -х j  d ИД|( ||£||0.

.За начальное приближение целесообразно принять

%
Iloilo =  Р ■sV (х, s).

(31)

(32)
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В этом случае
П

где

1|Е||п =  2 1И и ,к—О

1И1о =  1|£||о.

(33)

(34)
Решение |\£|| можно разбить на ||£||ф и ||£||к, учитывающие 

характер источников. При этом схема определения ||£||ф совпадает 
со схемой определения В2{ и £ п , а ||£||р—с ВХ2 и В22 (схема 1), ана
логично определяется и точность приближений (25)—(27)

Например,

В статье рассмотрен метод приближенного расчета частотных 
характеристик магистралей переменной площади, по которой те
чет жидкость с переменными физическими свойствами. Предлага
емый метод позволяет получить решения для магистрали, содер
жащей разрывы физических параметров потока. Предложена мето
дика оценки точности результатов на каждом этапе вычислений, 
что позволяет избежать повторных расчетов, связанных с недоста
точной точностью предварительных вычислений.

Кроме частотных характеристик, полученные результаты могут 
быть использованы для построения эквивалентных расчетных схем 
магистралей, эквивалентных электрических и механических моде
лей*.

Метод оценки частотных характеристик по интегральным па
раметрам может быть также применен к задачам синтеза опти
мальных систем регулирования, к теории оптимального фильтра 
и т. п.
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A /а, п <  m a x  \ejk, „| { /0 (2 / 0 ) — 1 } и т . п.
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