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Б. Ф. Шорр

П РИ Б Л И Ж Е Н Н Ы Е  ОЦЕНКИ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ
И ЗГИБНЫ Х КОЛЕБАНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ ТУРБОМАШИН
С УЧЕТОМ ДЕФ О РМ АЦ И И  СДВИГА

Некоторые детали турбомашин (корпус, турбинные лопат
ки первых ступеней, перемычки и др.) представляют собой от
носительно короткие жесткие балки; для  которых учет дефор
мации сдвига может давать  заметные поправки, снижающие 
значения собственных частот. Спектр собственных колебаний 
деталей с учетом сдвига может быть детально рассчитан на 
ЭВМ одним из численных методов [1]. Однако на начальной 
стадии проектирования, а такж е во избежание грубых ошибок 
при расчетах целесообразно иметь простые приближенные 
формулы для  оценки частот, что позволяет так ж е рациональ
но выбирать более полные расчетные модели, не усложняя их 
без надобности учетом второстепенных членов*.

В общей теории изгибныА колебаний балок переменного 
сечения (теория С. П. Тимошенко) используются следующие 
представления [1], [2]:

а) Если у ( z, t)  — полное поперечное перемещение центра 
масс сечения, а ф (z, t) — угол поворота сечения в момент t , 
то разность

представляет собой «эффективный» угол сдвига, удовлетворя
ющий условию равенства внешней и внутренней работ (3]:

Здесь Q — поперечная сила; т — касательные напряжения 
от этой с и л ь ц . б — модуль сдвига; F  — площадь поперечного 
сечения; k c =  ф /ф ср— коэффициент сдвига, зависящий от фор
мы сечения: ф ср =  Q/GF.  t

Касательные напряжения ; т ц, определяемые из условия 
равновесия, на расстоянии ц 'о т  нейтральной линии, будут 
следующими:

(1)

(2)

(3)
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где / — момент инерции сечения;, b (ц) — ширина сечения нй 
линии г] =  const.

Подставив выражение (3) в формулу (2), получим:
fjmax

^  wi]mln
Обычно 1 <  k c ^  2, но в сечениях со слабыми внутренни

ми связями эта величина может быть и более высокой.
Из выражений (1) и (2) следует

у' (г, t) =><р (z, t) +  A & . O A f c L .

б) О тносительны й поворот  сечений ф7 пропорционален  
ги баю щ ем у  моменту  М  

=  . ( < - & ) • (S)
Где Е  —  м одуль  упругости.

.•в) При гармонических колебаниях с круговой частотой р

у  (z,  t )  — у  ( z ) cos р t ; ф (z,  t )  =  ф (X) c.os p t. (6)

Тогда амплитудные значения кинетической Т и потенци
альной П энергий при поперечных колебаниях балки ‘дли* 
ной / соответственно равны

Т X (М г/2 + / ф2)

П  =  -2“  /  [ (» ' —  (?)
1 

Здесь М  — распределенная масса; /  — распределенный 
массовый момент инерции элементов балки, включающий в 
общем случае массу и моменты инерции присоединенных д е - : 
талей. Если их нет, то численно М =  р F  и /  =  р I, однако, и в 
этом случае М, /  отраж аю т инерционные, a F, I  — жесткост- 
ные свойства балки, поэтому их целесообразно обозначать 
по-разному для  последующего анализа.

г) И з вариационного принципа Гамильтона— О строград
ского б J, (Т — П) d z  — 0 и уравнений Эйлера следует основ
ная система дифференциальных уравнений свободных изгиб- 
ных колебаний балки переменного сечения с учетом дефор
мации сдвига и инерции поворота элементов
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—  Ф)] +  р 2 М у  — 0;
г р  , (8)

(E I  ф ' ) '  +  р 2 1  ср +  (у ' —  ф) =  0 . ,

Э та система соответствует д ву м  уравнени ям  равновесия  с 
учетом инерционных нагр у зо к  q = / р 2 М  р; т  а= р 2 /  ф;

Q ' +  q ~  0; AT +  Q +  m =  0. (9)

Система (8) приводится  к одному уравнению  относитель
но  угла  ф

[ ж  +  р2 - ^  ( £ / Ф')' +  р 2 [ т я Ц ф) ' | —

- P 2 f l - P 2 ^ - ] < f  =  ° . (10)

Д л я  балки  постоянного сечения без присоединенных масс 
в б езр азм ер н ы х  п а р а м е т р ах  обозначим

p  — p ' V ' e f ' ^ з=  * ] / " - / - ;  ^ = я* гз  5 =  ~ т ‘> у = 0 П

и система (8) и уравнени е  (10) при водятся  соответственно к 
виду

Я {У” —  ф') +  Р2 Ь2У =  0; 
ф" +  р 2 Я2 ф +  q л2 (£ ' — ф) =  0,п2 12 m Л а2 /Г?' _  Л ( (12)

? rv +  p 2 X2‘( l  + - - | ф "  —  р 2 ?э [ l - £ - | « p  =  0. (13)

и

]_
Я I L 9

Точно такой  ж е  вид имеет уравнение  относительно у.
С истема (12) допускает  простое точное решение д ля  б а л 

ки, опертой по концам , граничны е условия  которой у  (0) =  
=  у  (1) =  0; ф' (0) =  ф' (1) = 0 .  Эти условия  у д о влетво р яю т

ся при у  (z)  =  У sin  k z ,  ф (г) =  Ф cos k z, k  =  л  m; т  == 1, 2, 3.
(14)

П осле  подстановки условий (14) в систему уравнений (12) 
получаем  однородную систему

(— qk2 +  р 2 } 2) Y +  q k  ф  0; |

q k / 2 ?  +  ( — &2 +  p 2 K2 ~ q / 2) Ф =3= 0, J
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что д ает  характери сти ческ ое  уравнени е

р А—  (<7 +  ? Р 2 -f- Р2) Р2 +  <7р4' -  О, 

где р =  &/А =  я  т/%. Его реш ение будет

?  =i -g-(<? +  q р2 +  P2)[ l ± Y  1 - (? + Я Pa +  P")2J '
4?  ft4 (15)

Б ез  учета инерции поворота ( / =  0, но 1 ф  0) получим од 
но решение

б2 , (16)р  пПп д + $*’ У }

Н акон ец , по элем ентарной  теории изгиба (без учета  и н ер
ции поворота и сдвига) из уравн ен и я  z/IV— р 2 <к 4у  =  0 следует

Н а  рис. 1 приведены точные зависимости  р/Ро =  p l p o = f  (Р) 
при Е Ю  «  3 и k  =  1ч -2 (т. е. q —  1 /3 -ь1 /6 ) .  Ш три ховы м и 
л ини ям и  п о к азан ы  зависимости  р Ш|П/Ро =  М Р ) по ф о р м у 
л е  (16). Видно, что учет собственной инерции поворота э л е 
ментов балки  слабо  вли яет  на низш ие частоты  колебаний р т1п
что п озволяет  и сп ользовать  д л я  их ан а л и за  упрощ енное у р а в 
нение, (при /  =  0, но /  ф  0)

В лияни е  инерции поворота , оп ределяю щ ее  р тах , стан ови т
ся зам етн ы м  при р >  0,5.

Р о л ь  сдвига  весьм а  о щ ути м а д л я  коротких корпусны х д е 
талей , им ею щ их вид тонкостенных цилиндрических оболочек, 
д л я  которы х А =  2 У 2 1 Ш ( /  — дли н а ,  d  —  средний д и ам етр )  и 
k c —  2. Так , при lid — 2 и т  =  1 величина Р =  0,56 и сниж ение 
основной частоты  из-за  сдвига д остигает  43% .

О бщ ее  реш ение у равн ен и я  (18) имеет вид
Ф =  Ci sin  ki z  +  C2 cos k\ z  4- Сг sh k 2 z  +  C4 ch k 2 z , r (19)

где ki  и k 2 удовлетворяю т  уравнени ям

(17)

cpiV-j- Ё  <p" — p 2 A4 cp =  0. (18)

fe14 _ i 2 1 ^ 12 _ p 2 x 4 =  0; +  =  0, (20)
я я

откуда
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Рис. 1. Относительное изменение собственных час
тот двухопорной балки постоянного сечения из-за

сдвига; шкала \}>- при т — 1

Ч тобы  оценить влияни е  сдвига  на частоты  колебаний т у р 
бинных лопаток, рассм отри м  случай  консольной балки , г р а 
ничные условия которой

У ( 0 )  =  ср ( 0 )  =  0: ф ' ( 1 )  = - ф " ( 1 )  — 0 . . (2 2 )

И з соотношений (9) видно,-что условие у  (0) =  0 приводит 
к  М "  (0) = 0  или ф'" (0) =  0. П ри  условиях  (22) из уравнени я  
(19) получаем
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С2 +  С, =  0; — *!* +  С* *2® =  6;
C \ k \  co s k\  — С2 k\  s in  k\  -f- C3 k 2 ch k 2 ~Ь ^ 4  ^ 2  sh  &2 ~  0» [(23)

—  C*! ^ ! 2 s in  &! —  C2 k x2 COS /?! +  C3 ^22 sh  &2 +  ^4 &22 Ch k2 — 0.

Х арактери сти ч еское  уравн ен и е  системы (23) приводится  к 
виду

2  Н И ’ +  [ ( - | ) ‘ + 1 ] c o s  k ' c h  k* — £ f  ( -£ ■ ) ’ - ' ] s i n  fe' s h  = o .
(24)

П ри cf oo отнош ение и из в ы р а ж е н и я  (24) сл е 
дует  известное уравн ен и е  1 +  c os &c h& =  0, низший корень  к о 
торого  & =  ] /  /?Я =  1,875, т а к  что ро =  3,516/Я2. Зави си м ость  
Р/Ро =  p l p o ~ f  (1/Я) при q =  1/6 при ведена  на рис. 2 сплош ной 
линией. И з  сравнени я  рис. 1 и 2 видно, что на частоту к о л е б а 
ний консольной балк и  сдвиг о к а зы в а е т  м еньш ее влияние, чем 
на частоту двухопорной балки .

0,15

0,5

л < \

Ч  '•
N n S

' о

f o x  щ 5/2Х У/

Рис. 2. Относительное изменение основной соб-
 ственной частоты консольной балки постоянного

сечения из-за сдвига

Д л я  приближ енного  р асчета  основной частоты  колебаний 
б ал о к  переменного сечения удобно и сп ользовать  метод Релея . 
П о л а г а я  у  ( z )  =  A Y  ( z ) ,  ф ( z )  =  В  Ф ( z ) ,  где Y ( z ) ,  Ф ( z )
за д ан н ы е  функции, у довлетворяю щ и е кинем атическим  у сл о ви 
ям, получим из. в ы р аж ен и й  (7):
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L =  7  - П = ^ - ( А г j  M .Y2dz +  В* f / Ф * * ) -
I I )

~ т [ В21 £/ф /2^  + $ °k~ (Ay/ — B 0 ) 2dzj.

У словия d L j d A  — 0 и д Ц д В  =  0 приводят  к системе у р а в 
нений

А [р2 [ М У2 *  -  J Y' 2dz] +  Я / - £ -  Ф У' dz =  О;

А /т Г  Г  ф dz + I Ф2 dz — j  EI Ф'ЗДг — J ̂ -Ф 2dz ]=0.

(25)
П р и р ав н яв  д етерм и н ан т  системы (25) нулю и приняв 

/  =  0, придем к следую щ ей формуле, определяю щ ей  соб
ственную основную частоту колебаний б ал о к  с учетом сдвига:

,2__
7  М У 2 d z

f GF \ i
1 х фу,<, г)

GF
j1 £/ Ф'2dz +  J -£ — ф2 dz

(26)

В частности, д л я  балк и  постоянного сечения с учетом о б о з
начений (11)

т2__

X2 f F2 d z
о

1 N2
, К ф ? 'dz .
\оj  Y ' 2 d z  . .

о 1
- Z T T ^ ’t d z  + I o arf2 
v Л и о

(27)

З а д а в а я с ь  ф ункц иям и  У (z) и Ф (г ) ,  необходимо учи ты 
вать , что соотношения м еж д у  ними изм ен яю тся  в зависимости  
от гибкости балки , что о т р а ж а е тс я  и на ки нем атических г р а 
ничных условиях, а именно, Ф (z ) -> 0  при Л->-0 и Ф ( г ) - * ? '  (г ) 
при л->оо. Т ак  к а к  д л я  консольной балк и  У ( 0 ) — 0 и Ф (0) = 0 ,  
то у казан н ы м  условиям  удовлетворяю т  следую щ и е простей
шие функции:

У (2)
-V _  г (1 +  l* z )  .

L — ф  ( 2 )  =  — - 1

1 +  2*2 ’ К ) ' 1+Х: (2 8 )

П одставив  функции (28) в в ы р аж ен и е  (27), получим:
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о * _  20[ 1 +  г!» (3 +  8 ) +  4Х<1 ( 2 9 .
р ~  I 3 \ /  5 5 '  ̂ ’

ХД ! +  д \ * } [ 1 -+ 2 \* + З Х 4 )

Р асчеты  п оказы ваю т, что ф о р м у ла  (29) з а в ы ш ае т  зн а ч е 
ния р (X),  однако , отнош ение р /р0, где р 0 =  20/Л,4 — значение 
частоты  чисто изгибных колебаний , полученное по той ж е  ф у н 
кции У (2) д л я  Л ,-» -создает  удовлетворительную  оценку в л и я 
ния сдвига, особенно при больш их значениях  X (ш трихпунк- 
т ^ р н а я  линия на  рис. 2).

Б о л ее  удобный способ приближ енной оценки основной ч ас 
тоты закл ю чается  в использовании ф орм улы  Д а н к е р л и  [1], 
ко то р ая  в д ан ной  за д а ч е  при ним ает  вид

JL =  JL + _ 1 _ (30)
Р 1 р \  ^  Р*с  ̂ ;

где п арц и альн ы е  частоты колебаний при изгибе без сдвига ро
и при сдвиге без изгиба р с соответственно р авн ы

f E IY ^ '-d z

р °2 =  J М Y02 d z ^
i

f  GF >2
J - г — Y  d%

P l  =  ‘ $ с 2С— . (32)
) м  Y l d z

Д л я  двухопорной балки, когда  граничны е условия п о зв о л я 
ют принять Y ' ( z ) и Ф (z)  в виде вы р аж ен и й  (14), ф о р м у ла  (26) 
точно преобразуется  в ф орм улу  (30) и д ае т  при ближ енную  
оценку частоты.

П редстави м  ф орм улу  (30) в виде

J L   ---------  1   (33)
Ра ‘ ‘ '

где  (Ро/Рс)* — значение ро/рс Для балки, рассчитанной по 
постоянным п а р а м е т р ам  одного, наприм ер, корневого сечения; 
%2 — поправочный коэффициент, зави сящ и й  от за к о н а  и зм ен е
ния сечений по д ли не  балки .
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Д л я  консольной балки  п о с т о я н н о го  сечения точные з н а ч е 
ния основных п а р ц и ал ьн ы х  ч а с т о т  ро =  3,516/Л2 и р с =
=  0,5 л  V ~ q l\.  (П оследнее  в ы р а ж е н и е  следует  из решения_ 
уравнения чистого сдвига  у "  +  k 2 у '  ( ^ )  =  0, где k  — р К /  У q
при граничных .условиях у  (0) =  У~~ (*) =  0 ) .

Тогда

( Л . ) 2 в  М . (34)
I Рс /* q X* •

Зн ач ен и я  р/ро по ф о р м у л ам  (33)  (34) при q — 1/6 и
X — 1 п о к азан ы  на рис. 2 к р е с т и к а м и ,  откуда  видна вы сокая  
точность ф орм улы  (33) при точн ы х зн а ч е н и я х  ро и р с * О д н а 
ко и при п ри бли ж ен н ы х  о ц ен ках  п а р ц и а л ь н ы х  частот  по ф о р 
м у л ам  (31) — (32) ,  наприм ер , по у р а в н е н и я м  (37) ,  что д ае т  
(р0/ р с) I = 5 , 2 6  I q X 2, оценка в л и я н и я  сдвига о к а зы в а е тс я  
удовлетворительной (см. ш три ховую  линию  на рис. 2 ) .

Истинное значен и е  отнош ения р/Ро л е ж и т  м еж д у  его о ц е н 
кам и по ф о р м у л ам  (26) и (33) .  #

П редстави м  ф о рм улы  (31) и (32) соответственно в виде

(fec «  c o n s t ) , (35)
' F (0) ' P p k c v c

где

м2

( F ( ? )  ° J f  (2) ??(*)<*«
о 0

7 (2 ) =  I  (S)'// (0 ) ;  P  (2 ) = / ■  (z ) / /7 (0).

П у сть  ф ункц ии  У0 (z)  и ? c (z) н орм и рован ы  F0 ( l )  — 
=  у c ( l )  =  i и удо влетво р яю т  граничным условиям  п а р ц и 
а л ь н ы х  за д ач ,  в том  числе частично^ силовым условиям : 
Р0 (0) =  JV (0) =  Р0"  (1) =  0 ; Р  с (0) =  Y с (1) = 0 .  Н ап р и м ер ,

Р о = У г 2 (3 — г); Рс = 2 ( 2  — 2). (37)

В ы д е л я я  в л о п а т к е  три характерных сечения корневое 
(2 =  0 ) ,  средн ее  [г  =  1/2) и периферийное ( г  —  1) и, вы чис
л я я  и н тегр ал ы  в ф о р м у л а х  (36) по правилу п ар аб о л  д л я  двух  
у ч ас т к о в  Л г =  0,5, получим:
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а ._ 9 ( 1 + 7  (1/2)] .
0 0,39 F (1/2) +  F (1)'

следовательно
(V vc)2 _  1 / у»

( V vc)*2 5,26

_ 4 f l _ + _ L ( l / 2 ) ] _
2,25 F (1/2)  +  F (1 )’

(38)

( 3 9 )

Н а рис. 3 приведены  зависимости  % 2 =  f  [ F (1)] при н е
скольких  за к о н а х  проф и ли рован и я  лопатки  по высоте. Учте
но, что F  (1/2) =  F  (1) +  0,5m[l — F  (1)], где т =  1 при ли-

гр

0

0,5

IThii

. т*2.
I

о,г 0,6 Qg— m

Рис. 3. Зависимость коэффициента конфигурации
лопатки X2 от сужения площади сечений F (1):
/  —  изгиб в плоскости большей жесткости; II — в

плоскости меньшей жесткости

нейном и т  =  2 при параболическом  зако н е  изменения п л о щ а 
дей. Д л я  изгиба в плоскости больш ей ж есткости  м ож н о  счи
тать  7 (1/2) «  F  (1 /2 ) ,  в плоскости меньш ей жесткости 
7 (1/2) «  F 3 (1) +  0,53w;[l — F3 (1)]. Видно, что в л о п атк ах  п е
ременного сечения частота  колебаний  в плоскости большей 
ж есткости  сн и ж ается  из-за  сдвига сильнее, чем при F =  const. 
Этот эф ф ект  следует  приним ать  во вним ание  при расчетах  
с вязан н ы х  колебаний л о п аток  с диском . Ч асто та  колебаний  в 
плоскости меньш ей ж есткости  при обычных значениях  F  сни-
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Ж ается  слабее , чем при F — const. Т а к  к а к  гибкость лопаток  
в этой  плоскости, к а к  правило, больш е 15, то влияние сдвига 
на  основн ую  частоту  колебаний не выходит за  пределы  н е
ск о л ь к и х  процентов. О днако  при недостаточной площ ади  пе
р е м ы ч е к  во внутренних полостях о х л а ж д а ем ы х  лоп аток  и 
то н к и х  стен к ах  у их кром ок  ж есткость  на сдвиг м ож ет  су щ е
ствен но  ум еньш иться , а его влияние  возрасти.

В л и я н и е  сдвига  на последую щ ие формы  колебаний лопаток  
у с и л и в а е т с я  и при ближ енно  м ож ет  быть оценено по «при ве
ден ной»  гибкости  X „ р  =  К /(2 т — 1), где т  — номер ф орм ы  
и зги бн ы х  колебаний .
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А. И. Белоусов

О Д И Н  ИЗ ЭФФЕКТИВНЫХ ПУТЕЙ РЕШЕНИЯ
АКТУАЛЬН Ы Х ПРОБЛЕМ  ДВИГАТЕЛЕСТРОЕН И Я

Р а з в и т и е  дви гател ей  летательн ы х  ап п аратов  (Д Л А )  со
п р о в о ж д а е т с я  увеличением  скоростей вращ ен и я ,  повыш ением 
д а в л е н и я  и тем п ер ату р ы  рабочей среды, применением агр е с 
си вн ы х  и криогенны х ж идкостей , обострением проблемы 
в и б р ац и о н н о й  надеж ности , необходимостью наземной о т р а 
ботки  всех узлов  и систем {1-^-3]. «С ам ы м  главны м  в р е ш е 
нии п р о б л ем ы  н ад еж н ости  становится  ее обеспечение на всех 
э т а п а х  «создания, производства  и эк сп л у атац и и  машин» [4]. 
П р и  этом  требуется  создание  эф ф ективны х  конструкций под
ш и п н и к о в ы х  и уплотнительны х узлов, ам о р ти зато р о в  и д ем п 
ф ер о в  д л я  за щ и т ы  роторов и бортового оборудовани я  от в р е д 
ного во зд ей стви я  вибраций , применение вы сокоп роизводитель
ного п рец изион ного  технологического и испытательного  о бо
р у д о в ан и я ,  р а з р а б о т к а ■ методов и средств комплексной стен
д овой  о т р а б о т к и  Д Л А  и контроля  их п ар ам етр о в  в э к с п л у а т а 
ции. П о это м у  одним из актуальн ы х  современных научны х на- 
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