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Г.Г.Карташов, Н.Д.Степаненко

OCHOBHfciE УРАВНЕНИЯ
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ОБОЛОЧЕК,
ИЗГОТОВЛЯЕМЫХ ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

В связи с тем, что применение композиционных материалов для из
готовления тонкостенных элементов конструкции ГТД типа оболочек явля
ется перспективным, возникает необходимость в разработке методов рас
чета их на прочность и колебания с учетом специфики строения и свойст! 
композиционных материалов [ i j .

Первым шагом на пути решения этой задачи является получение урав
нений напряженно-деформированного состояния, что и явилось темой дан
ной работы.

Обоснованию теории упругих анизотропных оболочек посвящено боль
шое число работ [4] - [б ]. В работе [б] изложена уточненная линейная 
теория упругих анизотропных многослойных оболочек. Эффект поперечно
го сдвига и нормальных поперечных деформаций учитывается для каждого 
слоя. В настоящей работе в качестве исходных для анализа приняты сле
дующие гипотезы. Рассматривается неоднородная анизотропная оболочка 
переменной толщины. Материал каждого слоя является криволинейно-орто- 
тропным с извецдаым направлением осей упругой симметрии и линейно-уп
ругим. В целом для оболочки учитываются деформации поперечного сдвига 
и обжатие нормального элемента.

Оболочка рассматривается в системе координат оС, t э £ »
совпадающей с направлением главных кривизн срединной поверхности обо
лочки (рисунок); оС , fi , - оси упругой симметрии материа
ла 1 - г о  слоя; fc ч hi - угол армирования и толщина I  -го
слоя соответственно; 2h (ос̂  ,oCg) - толщина оболочки.

Пусть перемещение произвольной точки поверхности

UgCgt Win > ( I )
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где e~, у вд у Fa - орты, образующие ортогональный триэдр 
в произвольной точке поверхности, отнесенной к линиям кривизны, Ком-

Р и с. I

поненты вектора перемещения задаются в виде [в ]

^ 4 ]=  y,(cC ,,0C2,tJrZf, (cC,,oCg,i) ■, 

и, (oC,,^g,Z, 1}=-. U^(cC,,N.g,t)-F

йУ ( oCf, 0C2 , A.,, oC 2 > i )  Z N  (oC,, cC 2 ) i )  (rC ,, 0C2 , i) ,  С 2 )

где и, , у Ug у w - перемещения соответствующей точки срег
диыной поверхности; Ti '» Тг ~ наклона нормали к средин
ной поверхности; ц/' , у "  характеризуют поперечны© нормаль
ные деформации, ^

На основании принятого закона изменения перемещений по толщине 
оболочки и общих соотношений для компонент деформаций, записанных в 
криволинейных ортогональных координатах [з ], выражения для компонент 
деформации оболочки можно записать:

( 3 )
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3 2 г ^ 1 ф й * 1 % * г ‘3 , ) ,

' flf doCf fiffig dcCg ' 

7  Rg doCg fl,flg doCf ^

a)

CO.

fif 3oCf fifflg  dcCg  ̂
\

1 dUi Ug 3 ffz
■ -q в Xg d id  г, Э Ф ,  ’

_ / dTf ^  ^  ■ -T-K,VJ'-,
q dec, й ф г doCg '

/ BTg . ur iw ' .
'- f lg dcCg

-h
R,flg dec, 2

1 З Г 2 q 3 fl,
deCg R,Rg д ^ г  ’

/ З Г ,  n
<•

<9 /^2
'2 flg doCg fl^g doCf ^ ( 4 )

1 3W1 Г ы Г Г , - К , и ,  ;

8-7225
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oC_ 1 d N ' g _  1 3 W ' .(£ „  . , ; V, - д_< Й, doc.

/ 3 N '
2Й, 3cC, ' ^  2Й2 3oC2 ’

E ,  = j - K , W "  ; A2 = y /Сд к/".

г /7д "

7 Г 3 W "  ,

_ / _  1

Б уравнениях (4) Kj и К2 - главные кривизны срединной поверхности;
Aj, А2  - параметры Ляме, i/равнение (3) отличается от соответствующих
уравнений [4] тем, что в полученных соотношениях параметры л, , Лд ,

г 7̂ 2 ♦ г » к/' » к/" учитывают влияние изменения.
длины нормального элемента на соответствующие компЪненты деформации.

Преобразуя выражение для аналогии с тем, как это вы
полнено в [4] , получим 10 параметров, полностью определяющих дефор
мацию оболочки:

6 1 ', ^2 R-Z; Y  > Y  ^

с _ й ,  д / и, ] й г  д (  и-г\.
Зое, [ Й 2 / ^

Аг2 = к, Cl>2 j Т2, = Г2-*- К2 CP, •

( 5 )

Вместо параметра а , можно использовать один из параметров Лд
(Го/ • -2 ’

Так как перемещения произвольной точки определяются 7 компонен
тами { IL, у U2 у Ч  г Ti г tz *, к/' » IV" ), а параметров, пол
ностью определяющих деформацию оболочки,10, то 3 уравнения неразрыв
ности деформаций имеют вид
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dflf S f 
doc. doC,

г 1 ( 9йг £г _ дйг р _
\flgkg { дФ.1 dec,

9й,со, ^ 2 А,
doCg d<Cg ■ с о , - й , й , к ф дйг £гз 

дс,

д г  f
дс. й ,к . -

дйпО̂
й,К,[доС, дсСг - ЗсС,

к, ё ф я , й ,  (к,о>, - k . )  = Oi 

1 /дЙг у _ дйгфг.  ̂ЗЙ,Т, ^dfl,di dcL.

Kgяа \1 8ftg dg д Г 1 [Ml.
^/yj“  dec, doC, [йф, [dcCf

_ M / j-  + 1 ^ М А .г ,^ й ,й ,к ,л ]XЙ,я, (к ,- с ,-к , т,)-0-,

. 3 1
doCg Rg kg

(SK.X. 9 « J_ )
[ ЗоС, 8оС, J

d Г / f  dki2 f̂
ЭсС, J l,k ,  8cCg

-г

Учитывая, ЧТО оси упругой симметрии материала слоя в общем случае со
ставляют с направлением главных кривизн произвольный угол армирования 

, напряжения в оболочке определяются по формулам



0;;=4±L p . Йсг
67 +- Й ; ,  W  i-
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( П к , г ) ( и К 2 ъ )

^ Ч т Т т ^ г к , " . я , ,

+ £ й,

ih k fZ  {й ф Щ ь Т ф ^ п )

г  Р/5 , я- ■ = Г
r^ K z Z  7 ^ А ; г  ^2

-h
V A

' 7 )

где t = W,J,5 ; H ^ . S  ; в ,,ш  e,̂  . .

Модули упругости йр^ известным образом [sj находятся через 
"технические постоянные" ортотропного тела и угол армирования.

Поперечные ( Л/̂  ) и тангенциальные ( Sgj. , Oi ) усилия, из
гибающие {M i ) и крутящие { йд ) моменты, вводимые как и в класси
ческой теории оболочек, а также силовые факторы ( М* , , Р/ , Nj ,

A/j ), возникающие в результате обжатия нормального элемента, опре
деляются по формулам ^..Л

-h м
h h

( l- B k j)d n  
-h ’  -Л

h

A' “  J / lO - i k p d t  > /v' = X4  ^ i y u k p ) d i - ,

P p l Y . s i y H k p ) d i i
■) _  ' ( 8 )
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h
Mj-Zf<0g^gO^A,l)O^k2ZjdZ-,

F̂ 3 = f  fijs .s  z (tr-k ,i){4 k 2  z)dz  V
-h '

После подстановки уравнения (7) в (8) получим связь между усили
ями-моментами и компонентами деформации срединной поверхности в виде 
уравнения ( 9 )
где Cij, - компоненты жесткости оболочки, завииящпс от модулей 
упругости слоев, образующих оболочку, главных кривизн срединной по
верхности и толщины оболочки.

Полученные уравнения (3 ), (4 ), (6 ), (7 ), (8 ), (9) можно рассма
тривать как исходные при изучении прочности и колебаний тонкостенных 
элементов конструкции ГТД, изготовляемых из композиционных материалов.
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