
торных систем еще на стадии проектирования и , как следствие, за 
дачи повышения вибрационной прочности и надежности машин.
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УДК 621 .822 .5

Л.М.Рудман, Д .Е.Чегодаев

ОПТИМИЗАЦИЯ ВИБРОЗАЩИТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ЗЕНЕРА,
ПОДВЕРГАЕМОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОМУ КИНЕМАТИЧЕСКОМУ ВОЗБУЖДЕНИЮ

Широкий класс г а ь о -  и гидростатических виброзащитных устройств 
может быть описан моделью Венера (р и с . I )  [ I ] .

Важной задачей  является выо'ор параметров модели таким образом, 
чтобы при периодическом кинематическом воз
буждении x ^ f t f S L n C d p a f l t  фиксированной 
("рабочей") частоты (Ора /г  амплитуда уста
новившихся вынужденных колебаний массы была 
наименьшей при условии, что амплитуда на ре
зонансной частоте не превзошла бы заданной 
величины.

I .  Постановка задачи

Пусть R (о ))  -  коэффициент передачи -  
отношение амплитуды установившихся вынужден
ных колебаний массы при возбуждении системы 
перемещением основания o c ^ f l ^ i n c o t  к 
амплитуде Д 1  возбуждающих колебаний.

Собственную частоту модели p 0 = J lL  будем 
считать, заданной. Известно [2~j, что т

/  1  LLCC
R (u ) ) ssy ( 1 . x f +. u x U -к з с ) 1  9  ( I )

Р и c . I .  Динамичес
кая модель Зенера: 
т  -  м асса; с  ,0,-  

коэффициеяты жест
кости; d  -  коэф
фициент ВЯ8К0Г0 
трения; £С -  пере
мещение массы; оа,- 
перемещение основа
ния



m  lc
где Jc  =  a ) ? =  ~  = Л2  o r

Ро О
Поэтому описанная выше зад ач а  может быть сформулирована так :

при заданных X p a f  и R0  найти и  и Л  , удовлетворяющие
условиям 

0 < к < 1 , и > 0

и

m a x
1 + - U X

( 1 - х ) 2  +  и х ( 1 - к о с ) *  ^  R °  ’

(2)

(3)

1 -*-U,Xpa0 ~
U X p a r d - X C C ^ r  Пр1Ш1,“ ае1 Щ

при которых 
чение.
Здесь X p a f f  ~ квадрат безразмерной рабочей частоты , R0  -  о гр | 

ничение на максимум коэффициента передачи.

2 . Минимизация выбором коэффициента вязкого трения

Обозначим £ ( и ,К ,С с )  —  я— ----------, —  *

Поставленную выше минимиаационную задачу с двумя переменными р{ 
ложим на две минимизационные задачи с одной переменной, а именно: *

m in  £ ( и , к ,  Хра<г)= m in  m in  f { u ,  к ,х ра* )
( и ,  к )  И х е ] о , § ^ 1  и е й /  Р ° ° (*>i

где через Д  обозначено множество пар значений ( и - ,  К )  , у до влет 
воряющих условиям ( 2 ) и ( 3 ) ,  а  Дк  =  { и * ( ц - , к ) е й }  • Минимум в лево< 
части равенства  (4 )  сущ ествует, и это равенство верно при усдовяи,что 
существую* оба минимума в правой части равенства ,

Заметим, что отысканаъ m l p . f ( и , к , X p a f f )  ш е е т  и самостоя
тельный смысл, так  как варьирование и  при постоянном х  озна41 
варьирование коэффициента вязкого трения d. при фиксированном о*-! 
ношении коэффициентов жесткости • p - i

Ниже докажем, что m i n f ( u , A , X p a & ? W t W *  при 0 < К < ‘ - ^ - г  
и достигается при иеЙк

LL«

где

ос0 -  4 х 0 3 8  
2 х о ( к х 0 - 6 )

1

Wn



1+л/&/2к-̂ 1+^ос1к+сс14кг-  6/к ' При Xpaf>j§^-;
Щ> = x 'r«g при X p a t-p L — ; ,

L 1+v* J 2 k +Vi + ^ l / k +-cc/4 k 2- S / k \ п р и  dCpaff<— -7

ОС ~ ( 1 - К ) ( Ь ( З К + 1 ) - 4 к ) .  ( ? )

2 . 1 » Структура множества Дк

Поскольку очевидно (проверяется подстановкой), что 

К  и. ,Ki т^г~)=: ("Т~~~)2 • т о  п р и  < (т Т ~f  м но ж е ств о  Як  ПУС Т 0*'  1 /+•* '  У f-к  Aj , . 2  V/~A '  Rn- i
Пусть теперь R0 > ( ^  — )  ,  т . е .  / с « —^ — —  .

' / “* А /  Rq +- /
П усть, далQQyJC0(u ,K )  таково , что 

м я х  £ ( и ,к ,х ) = ^ ( и ,к ,л : 0 ( и ,к ) ) .
К > 0

Можно п оказать , что при любых и. и к  , удовлетворяющих ус
ловиям ( 2 ) ,  х 0 ( и , К )  сущ ествует, единственно и что зс=а?0 ( и у/<)

тогда и тоЛько то гд а , когда

з : ) — О, ( 8 )

Обозначим y.K ( u ) = f ( u t K ,X!0 ( u . ,K ) ) ,

тогда Дк = { u : ( f K(U )4 R % , I L > 0 }  ; с  другой стороны,

f U “ ) ^ ( U ’X > x o ( “ > K ) ) + j ^ ( u , K , x 0 ( u , x )) £ & - ( u , / < ) =

m f  LI, К,ЭСо( LL,K ))** ( ( 1~&о )  +- и  я  о ( 1~ КЗСдУ*) Х о(1-к  )(х 0~
д и  - - 2 — Л 'I j  1 ■*-К s п

Отсюда видно, что знак frK ( u )  совпадает со знаком разности Х д - ^  
1»гко видать, что зс0 (и ,К )непрерывно по И  на ] < ? ; + - ® °[ (это  
пледует из соотношения ( 8 ) ,  непрерывности , неравенств
0<3co ( u , K ) < - L )  •. 0 Х

Поскольку ос0  ( u ,K ) = j= —  тогда  и только то гд а , когда и  =
-  [ 2 ] ,  то при и е \ п . -1 + к  Г и и е Л ^ - ^ - ; +-о« [разность

^  __2 _  сохраняет зн ак , 2 к  
' 0  1 + к~



Переписав равенство ^ j£ r ( U ,K ,o c ) ~ 0 *  виде уравнения 

2 и к2х 30-(2 к а 2-  и  - З ик2) х 2 ~ 2 (2 ха  -  Г)х0- 2 = О. (9)

найдем, что З е т  Х 0 ( а ,Х ) - 1  ,  откуда следует (ибо / < - 5—  ) ,  что
и — 0 + Z R

при U & ] 0 ;  [ ’ функция tj.K ( u )  убы вает. Аналогично, переписав
уравнение (9 )  в виде

,  3 . 2  бК *  +■ 1  „  / 2 *  /  W  2_ _  п
К  x 0 - i \ X 0 *— 2 и ~ Х 0 ~ \ 1 Г  U 2  и  ’  определим

1  У # Д'
что Д /Л  с Г л ^ , л ; = - ^ г - >  - J 2T™ '  откуда сл едует , что при

-к00 [  функция ^ к ( и )  возрастает

Наконец, Л /77 $/<(и )  = {.lm  Qk (u-)= + °° , 
U и-*-*-'*’

Проведенные рассуждения показывают, что,во-первы х, уравнение 

$ к ( и ) =Яо имеет по одному решению u f ( K t R0 )  и u z ( k , R 0 )  напр 

межутках ]  0 ; • 1  и [  соответственно ( и ^ и ?  ;
и  и  le ..Q .- t  ) .  а  во-вторы х, /rA - [ U t ( K ,R 0 ) ;  ^ ( R . R M

1  2. Rff-*- J
2 .2 .  Вычисление U i ( X , R q ) и  LLz ( K ,R q )

Уравнение ^./ i ( u ) = R p  равносильно системе уравнений 
1 + U X q_________  _  ,-,2

г  1- x 0) z+ u x 0(  1 - к х 0 ?  ^ *  ’

/  t ^ a x p  V - / )
1—X q f  +- и х 0 ( 1 -K X 0 f  и  ■

С помощью тождественных преобразований эту систему можно пер« 
сать  в виде

Х о - ^ Х р т З З
U  2 х 0 ( К х 0 -

х 2 - Р х 30 + ( б ( 3 - ^ ) + ^ ) х % - Р  к  х о + ( ~ - ) - 0 - (

и
Применяя метод Феррари, сведем уравнение (1 0 ) к  уравнению Х 0 - 2 х ^

2

^  к  . которое распадается на ДВ1



квадратных:

х г0- ( 2 ^ / К ) х о*-61к =0  ( п )

ИЛИ

х % - ( (  к )  х 0 +-$f к  =  0 - , ( 12)

Как легко проверить, дискриминант уравнения (1 2 ) отрицателен, а  дис
криминант уравнения ( I I )  положителен при 0 < К <  -  .  Отсюда име-

U /,г П ) -  ± 36_  i
1 , 2  (  '  0  2 X;j 1 2  ( К 0СфЬ 2  - б )

где

х„, г = ±  У 1*-л6с/к^ес/4к2-8 / к ' ■

2 .3 .  Определение наидучшего коэффициента вязкого трения 

Теперь заметим, что

( U , К, OCpaff ) — ((1~Хра0)  U.Xpa,f(1-f<JCpaff) )  X p a f (1 — 

-K2) ( X p a f - j i i c ) -  2

Отсюда видно, что при X p a f f> наилучошм значением и  яв
ляется U f ( K t R o )  , при X p a 0 < 1 ^ - u 2 ( K , R o ) f f l ^  ^ f = l h r  
можно в зят ь  значение и  любым; возьмем и  =■ р *

Соответствующее зн ачение параметра d  определяется по форму
ле d ~ V u  ( 1 - к ) л / т с  ■

3 .  Исследование по 

изменении К для х Ра&>2
2

Прежде в сего , при осрар > о  имеем x p(Cff>  и поэтому, в
соответствии с формулами ( 5 ) , ( 6) и ( ? ) ,

h (к , R0 , Xpaff) =  ™ ргь£ ( и >к ' -Х р а * ) = / / И ; (К ,Я 0 ) ,  * , X p a ff)-

Из формул ( 5 ) ,  ( б )  и ( ? )  можно вывести, что

( к * R o) = V fi = V t— -рГ  J

3 .  Исследование поведения m i  а  £ ( и ,  л ,  х р а р )  при
иеДк.



U rn  и , (a , R0 ) = K 1 ,
« D 7

Ro£im u ,(k ,R0)  - B
Fo-i „ *0-1 9

« — j f a r - o

’C o r n  ( K ,  R q  ,  X p a f f ' )  > 0 1 ( 1 3 )
A-~ 0 1 -

Я i
t i m  ~ ~  (A , R0 , JCpafi
t + J b = L - - 0 * ' '

( I * )

Табулирование на ЭВМ функции R p a d ^ V / i (A ,R 0 ,Ct)pa6)№n различ- j

" "  I

ных наборов значений параметров R0 и Ырад » соотношения (1 3 ) и(14) 
а  также соотношения ' '

П т  [CLm i i ( к ,  R0 , or.paff,)]= 1  
R/> -+~f+ 0  *-*0 + 0

и П т  \ П ( п  М к > $ о ’ я:р а г ) ] ~ 1  

Яо-*1 + 0

позволяют сделать вьшод:

для каждого значения Ra >1 существует такое значение bJpa/f4 * ^  
что при /2 < c o p „ ff< ai*(R 0 )     ,,

OHf R paff(R '^o = ̂ p a f ) —П т  Rpaf(A,Rg, &}paij
0<K4^ll * -* < ? • > - §(HiJpffWl fWftkffl

Ro+ 1

a  ПРИ Mp a6 * b * * (Ro ) _  _
O ^ ^ c c S a z L Кра$( *т‘-п.f R o 7 )>

* » + 1  _  R o - 1
причем Km i n  с ростом COpaff быстро стремится к J  0

98



Зависимость R p a fr  от к  представлена на ри с . 2 .  Заметим, что 
существует такое значение , что при У1Г<&>раР<а>*~
Kpa5 {K,R0 , ЫраЯ) в о зрастает  с ростом к  »а при СОра/Г > О )**
R p a itK ’ Ro’V p * * )  имеет максимум при К = К т а х .

Полагая условно Km ia ^O_ 
при V F с COpafi* <*>* Кп _ R o - 1  

>/Тгая: R0  + f
при J ? < COpaff^ **  I получим

и авис имости KmLn, ( R0 , copaj \
изображенные на р м с , 3

Зависимость R o n /r T f f^ R£ a,f<>&pmri>
от одра# при фиксированном R0 и от R0
при фиксированном о>ра0- представлена на
р и с .4 .Угловые точки  на кривых
соответствуют зн ачениям a)paff
Нетрудно видеть, _что
Com Ronm (Ro • ̂ раб )  ~ 0  г
GpaS~+~> _
Com Ronm(RotQ}pal>)—1>

Com R o n n ^ o t ^ p t tS ) x 1  
Ro— 1 +О

Com Ronm (Ro • ̂ p a fr)  ■» = 2‘--— 7 
* - * oe V p a f ~ 1

P и c .  2 .  Зависимость R paff 
-от К  :

График а авис имости (O=-(e)~(R0 )  изображен на рис. 5 .

Р и с .  3 .  Зависимость Kmui от Ш рад при фиксированном г) 
и от R0  при фиксированном сОраб (й )
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Р и с .  4 . Зависимость R onm (R o> te p a f f )  от COpaff при фик
сированном Н0  ( а )  и от R0  при фиксированном eOpaj  (б )

— ------1------ 1----- г------—  Из соотношения

к .

Т  !

\
1 Л ‘1

Л
" 7 7 К , п °

/ * 4 5 6 Ro

Ro+ 1

при

„  , ,  ( W X R , - t W ( R o - 1 № „ - l i  
XpaS< ~ 2R 0 ( R , - 1 )  j
сл едует , что € im  ■

Ro~~~i+o
С другой стороны, из соотношения

отР и с .  5 .  Зависимость СО 
Ro (заш трихована обл асть , в 
которой Кт 1 ъ=  0 )

€Lm
R0-~+ce

R°  ’ Х Ра& )~ ll(Xpat>  ~ 1 )
=  О

€ im  . f t  ( к  у Ro > х ра& )—1 / ( Xpaff—1 )

Ro* -1

сл едует , что t i f n  < 0  (R0 )=*+-°°.

На р и с . 6д о к а з а н а  зависимость коэффициента вязкого  трения d/f/цл 
от R0  и от со при т с - 1 .

Таким образом, полученные результаты  позволяют предложить ел е - X 
дуюндай алгоритм проектирования устройств, описываемых моделью Зенера.

I .  Задаемся ограничением на коэффициент передачи на резон ан сеЩ  
и рабочей частотой (Opag .



9 Jl ' 'U v c r  »------ г ----------- —/s*4ts \
и от C dpaf при фиксированном r 0  (о )

2 .  Выбираем параметры системы т а к , чтобы ее статическая жесткость 
удовлетворяла неравенству — -  (т о гд а  (Ора^  >v^T ) .

3 .  Находим Hmbn(R0  * <&paff) и выбираем параметры системы т а к .ч т о -  
бы К =  с ^ с  - было близко к Кт£аш

4 .  Находим Uonm-UjfKfnaiRo) и выбираем параметры системы так , 
чтобы коэффициент вязкого трения d  был близок к V u onrn/п о  ( 1 - к )
(но не м ен ее).

Вычисление u f (K,R0 )  и ^ Л^ , й ? / и ^ Р е а л и 80В8ко в виде программы 
для ЭВМ.
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