
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

В. А. УФИМКИНА, В. Г. ШАХОВ

ОБ «АВТОМОДЕЛЬНОСТИ» ДВИЖЕНИЯ В НЕСЖИМАЕМОМ
ТУРБУЛЕНТНОМ ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

В [1—3] предлагается метод решения дифференциальных урав
нений в частных производных для турбулентного пограничного
слоя. Для оценки точности этих методов можно было бы исполь
зовать «автомодельные» турбулентные движения в пограничном
слое.

Ниже делается попытка установления условий существования
подобных решений дифференциальных уравнений турбулентного
пограничного слоя при использовании гипотезы Прандтля о связи
между турбулентным касательным напряжением и осредненной
скоростью, а также некоторого предположения о характере изме
нения длины пути перемешивания.

Дифференциальные уравнения движения в плоском турбулент
ном пограничном слое несжимаемой жидкости имеют вид

ди , ди 1 др , \ дт
и -д— -р 1) -ч— —-------- ту— 4~ •—• з— ;дх дх р дх рду

ди ди
дГ + д^

(1)

(2)
Здесь и и V — составляющие скорости в направлении осей х и у
прямоугольной системы координат; ось х направлена вдоль по
верхности обтекаемого тела; ось у — по нормали к ней; т — на
пряжение трения в пограничном слое; р — давление; р — плот
ность.

Скорость внешнего потока V должна удовлетворять уравнению
Эйлера, которое для рассматриваемого случая записывается

у ди_ =____1 др
дх р дх (3)
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(4)
Из (1) — (3) следует:

ди , ди JTI7, ,
ut^ + vw = uu +

1 дх
F W ’

ди I
дГ + ТУ

Здесь штрих означает дифференцирование по х. Граничные условия:
и = -и — 0 при у = 0; и = и при у оо. (5)

Турбулентные касательные напряжения т в уравнении (4), используя
формулу Праидтля [4], представим в виде

где I — длина пути перемешивания, которую можно аппроксимиро
вать формулой [5] —[7]

I = ¿у«ехр(-Л-^-) . (7)

Здесь А, п, /г — постоянные; 6 — толщина пограничного слоя.
При автомодельном движении распределение скоростей в на

правлении, перпендикулярном стенке, можно выразить единым
профилем, отличающимся в различных точках только масштаба
ми. Тогда скорость «автомодельного» пограничного слоя

и = (тд). (8)
Здесь штрих означает дифференцирование по tj

= yg (А (9)
где g (%) — некоторая функция х.

Используя (2), (8) и (9), получаем соотношение для поперечной
составляющей скорости в пограничном слое

——(1°)
Подставляя (8), (10), (6) в (4) и (5), приведем их к виду:

<Р'"+ [712п ехр (-2,4-2-) ]' +

+ +-^г =0; (П)

ср' = о» = 0 при т] = 0; у' — 1 при т] -> сю, (12)

где у — безразмерная толщина пограничного слоя.
Чтобы решение уравнения (11) было автомодельным, функция

ср (г|) должна зависеть только от р. Следовательно, в уравнении
(11) коэффициенты, стоящие при неизвестной функции ср(т]),
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должны быть постоянными, т. е. уравнение (11) сведется к обыкно
венному дифференциальному уравнению относительно тр Введем
следующие обозначения для этих коэффициентов:

= с2 = ^-; с3 = ^. (13)

Подставляя (13) в (11), получим

<р"' +. ф“ ехр (-2Л <р”2 ]' + <?"'?(С2-С3) - С, (<р/2 -1)=0. (14)

Из первых двух уравнений (13) следует:
1 1—2/1 1

и-х*- 2"!^,

2 1-2/1

(15)

Из первого и третьего уравнений (13)
1 1—2» 2 1—2/1

г = ^(/_га; и = х^^<;, N. = [- (^)1~2" Г"2'1-

(16)
Следовательно, чтобы течение в пограничном слое было автомо
дельным, распределение скорости и на внешней границе должно
подчиняться степенному закону

О = схт, где т = . (17)

Накладывая ограничения на п [7]
1</г<2, (18)

получаем области изменения т
— оо <т <_ — 1; 3<//г<+оо.

Автомодельные течения «диффузорных» участков турбулентно
го пограничного слоя возможны при

1 </г<1,5.
Соответственно для «конфузорных» с учетом, ограничения (18)

1,5 < п <2.
Автомодельное течение на плоской пластине возможно при

расширении значений п в (18) до п = 0,5 .
Отметим, что случай т = — 1, п=1 рассмотрен в [8] при не

сколько другой форме аппроксимации длины пути перемешива
ния (7).
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