
 
 

расположению. К онструктивно ани зотроп ная  ж е  модель п р и ­
водит к пластине переменной толщины, обратны й переход от 
к о т о р о й  к дискретно-подкрепленной пластине носит весьма 
грубый х арактер .  Точное ж е  воспроизведение слож ного  р ел ь ­
ефа оптимальной пластины  лишено' практического  смысла.

Таким образом, дискретно-континуальная модель и в об-
ласти оптимального проектирования летательных аппаратов
создает реальные предпосылки для важных практических ре­
зультатов, не достигнутых на основе непрерывных моделей.

УДК 621.438.534.12

Г. С. Писаренко

О ВОЗМ ОЖ НОМ  ПОД ХО ДЕ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЛИ
О КОЛЕБАНИЯХ ТУРБИННЫХ ЛОПАТОК С УЧЕТОМ
Д И СС ИП АЦ И И  ЭНЕРГИИ

П ри оценке динам ической  нап ряж ен н ости  элем ентов  к о н ­
струкции, ко то р ая  нуж н а  д ля  прогнозирования  их надеж ности  
и долговечности, кром е собственной частоты  требуется  знать  
п амплитудно-частотную  хар ак тер и сти ку  колебательной  систе­
мы. Д л я  этого необходимы х арактери сти ки  дем п ф и рован и я  
колебаний, обусловленны е потерями энергии на н есоверш ен­
ную упругость м атер и ала ,  потерями на трение в сочленениях 
конструкции, потерями на трение о внеш ню ю  подвиж ную  или 
неподвижную среду, а т а к ж е  возни каю щ им  при этом вихре- 
образованием .

П римем, что диссипация  энергии явл яется  малой, со став ­
ляющей менее 10% от амплитудного  значения  потенциальной 
энергии д еф орм ац и и  (или энергии колебаний  систем ы ), а по­
тому члены диф ф еренц иального  уравнения , о т р а ж а ю щ и е  учет 
энергетических потерь у казан ного  п орядка , могут быть введе­
ны с множителем- в виде м алого  п а р а м е т р а  е.

Р ассм отри м  простейший случай  поперечных колебаний 
тонкого консольного стер ж н я  постоянного сечения. Уравнение 
равновесия элем ента  стерж н я  при его поступательном  пере­
мещении запи ш ется  в виде

(fidx -f- <9Q =  0, (1)
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Р ассм о тр и м  простейш ий случай поперечных колебаний 
тонкого консольного стерж н я  постоянного сечения, уравнение  
р авновесия  элем ен та  которого зап и ш ется  в виде

qi d x  — dQ  =  О,

где  = (2)

qi — интенсивность сил инерции массы  элем ента  стерж ня, 
н а п р ав л е н н а я  п ар а л л е л ь н о  прогибу 0 ; F  — п л о щ а д ь  попереч­
ного сечения стерж ня; р-— плотность м атер и ал а .

П ри этом п редполож и м , что 
силы, х ар ак тер и зу ю щ и е  р а с с е я ­
ние энергии, вклю чены  в величи­
ну перерезы ваю щ ей  си лы  Q.

П отери  при диссипации эн ер ­
гии могут быть условно п р е д с та в ­
лены  п етлям и  гистерезиса , п л о ­
щ ад я м и  которы х х а р а к т е р и зу е т ­
ся  часть потерянной энергии от 
потенц иальной  энергии в к а ж д о м  
единичном объем е  м а т е р и а л а  с 
дан ной  амплитудой  циклической  
д еф орм аци и .

Рис. 1. сх ем а  петли гис- П редп о л о ж и м , что все петли
терезиса гистерезиса  (рис. 1) имею т о д и ­

наковую  форму, описываем ую  р а ­
нее предлож ен н ы м и  нами уравн ен и ям и  [1]:

+ (3)
где  а  — н ап ряж ен и е ; |  — соответственно ам плитудное  и те­
кущ ее  значение  относительной деф орм аци и; Ь — д екрем ент  
колебаний , зави сящ и й  от тех или иных ф акторов .

В наш ем  случае, когда  декрем ен т  колебаний  вследствие 
рассеян и я  энергии в м а те р и а л е  зависи т  о т  ам плитуды  д е ф о р ­
мации

°М  “  ( | я )  >

конструкционное рассеян ие  энергии пропорционально м а к с и ­
м альной д еф орм ац и и  (н а п р яж ен и я)  у корн я  лопатки

8& (X (^а) щах 5
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% аэродинам и ческое  р ассеян и е  э н е р г и и — линейной ф ункций 
скорости перем ещ ен ия сечения л о п атки

м о ж ем  уравн ен и е  (3) зап и сать  в виде

о —  ±  ”§-(&м jHJS* +  8 а)  ( | а “F 2 | ----- f^)}*

или сокращ енно

о  у ±  Gs, (4)

где оу — «упругое» н ап р яж ен и е ;  gs —  некоторое экви вален тн ое  
н ап р яж ен и е  «сопротивления», обусловленн ое  диссипацией  
энергии в к олебательн ой  системе.

Н а  основании ф орм улы  (4) и зги баю щ и й  момент в сечении 
м о ж ет  быть за п и с ан  в виде

М  =  М у  ±  M Sf

где М у — j  Oyt /dF  E l д2<а

. M , - j o , y d F -  ± E / - | - [ s ( | j y ) (>+ ct( | ? -  У)„^_о +

( d»co \s
, g£co_l (&<*„\  , о d*o> ^ Y d t f y )

dt J
/ б2® \ , л д*<л

i*" /  д*<1> д  ш

( д*2 ’ гд Г 5 а ’ Р)*

/ 52<о \ y d F  = (5)

В ы р аж ен и е  производной поперечной силы  Q по х  м ож н о  
представи ть  в виде



Тогда с учетом (2) и (6) уравнение (1) может быть пред­
ставлено в виде

(7)

где E I  — ж есткость  поперечного сечения стерж н я  при изгибе.
Д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение  вы нуж денн ы х поперечных 

к олеб ан и й  лопатки  в поле ц ен тробеж ны х сил с учетом рас-, 
сеяния энергии мож но запи сать , воспользовавш ись  ранее  в ы ­
веденным нами уравнением  (2) и (7) в виде

где со — угл о вая  скорость в р ащ ен и я  ротора; г0 — н ар у ж н ы й  
радиус турбинного диска; F ( х )  — пл о щ адь  поперечного сече­
ния лопатоки; /  (х) — м ин им альны й момент инерции; со — пр о ­
гиб оси лопатки; </о =  — моногарм они ческая  равномерно-
расп р ед ел ен н ая  по длине  лопатки  в о зм у щ аю щ ая  сила того ж е  
п о р яд к а  малости, что и рассеян ие  энергии; р — частота в о з ­
буж ден ия . 

П оскольку  найти точное решение этого у равнени я  непо-
средственным его интегрированием  не представляется  в о з ­
мож ны м, то прим еняется  при ближ енны й метод нелинейной 
механики, основанный на асимптотическом разл о ж ен и и  по 
степеням м алого  п а р а м е т р а  е.

С ледуя  этому методу, будем искать  функцию  прогиби 
со {х, t ) ,  к в а д р а т  частоты колебаний р 2 и величину сдвига ф а ­
зы  м еж ду  усилием и деф орм аци ей  ф в' виде следую щ их р а з л о ­
ж ений по степеням м алого  п а р а м е т р а  е:
со (х, t) =  и ф ( х )  cos (p t  +  ф) -ь 8 «1 (х, t)  •+■ 82 щ  (х, t)  +  ... (9)

, П о д ста в л я я  р азл о ж ен и я  в. уравнени е  (8) и о б о зн ачая  
т =  p t  +  ф, а т а к ж е  сгруппировав члены, с о д ер ж ащ и е  одина- 
,новые степени м алого  «параметра, и при равняв  нулю м н о ж и те ­
ли при его степенях вы ш е первой, получим следующую, систе­
му уравнений:

р2 — со2с -f- eAi +  е2 Дг +  ... 

ф =  фо +  еф! +  е2 фг + ' . . .
(Ю)
(И)

  



 

- f  ( г °  +  x )  F  0 0  — (со2 +  <Oc) <p z7 O O  =  0 ; (12)

— { Г о  +  x)  F ( x ) ^ ~ - j —  P®2 F ( x )  U \ ~ p F  ( x )  Ai Ф U-cos т +

-j~ po)2 F ( x )  ~ ~  ±  £ ~  [ ф  c o s t ,  coc U  ф, a , p ) —

— g cj cos ( t  — фо) ■ = 0 ; (13)

— {Го +  x) F ( x )  — pco2 F ( x )  U2 — p F  ( x )  A2 U ф с о з  т +  (14)

во втором приближ ении .
Н етрудно  видеть, что уравнени е  (9 ) ,  н азы ваем о е  у р а в н е ­

нием нулевого п ри ближ ения , п р ед став л яет  собой не что иное, 
к а к  невозм ещ енное уравнение  н езату х аю щ и х  колебаний, кото ­
рое м ож н о  получить из уравнени я  (8) , полож ив 8 =  0, т. е. 
п олагая ,  что источники поглощ ения и подвода энергии в к о л е ­
б ательной  системе отсутствуют.

Д л я  реш ения  за д ач и  в первом при ближ ении  с учетом 
д ем п ф и рован и я  колебаний необходимо найти реш ение у р а в н е ­
ния первого при ближ ения  (13), исходя при этом из п р е д в а р и ­
тельного реш ения у равнени я  нулевого при ближ ения  (12).

П ри решении уравнени я  (12) целесообразн о  иметь в я в ­
ном виде в ы р аж ен и е  момента инерции I  ( х )  и п лощ адь  попе­
речного сечения F ( х )  к а к  функции х.

И зм енени я  миним ального  момента инерции лопатки  и п л о ­
щ ади  ее поперечного сечения с достаточной степенью п ри бл и ­
ж ен и я  могут быть представлены  следую щ им и к в а д р а ти ч е с к и ­
ми п араболическим и  кривыми:

-I ( м г Р ( х ) ^ ‘ ±  - | И '  (х, х, а с  u, Р) -< 7 Ф , sin  (т — Ч>„) =  0,

где {х. х, со с, a, f>) — член, учиты ваю щ ий рассеяние  энергии

F ( х )  =  Ь$ -(- Ь\ х  +  Ь2 у?',

I  ( х )  =  Qq +  С1\Х -р Й2 X2.

(15)

(Ш )
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f  (*о +  £) {bo +  b x \  +  Ъ2 £2) d I  =  г — bQ г0 х  —
X

Тогда интеграл, входящий в уравнение (12), может быть
представлен следующим образом:

где

г = - £ т 0 Р +  Ц -Г ь Р  +  Ь0 га 1 +  I*  +  I s +  /*• (18)

П о д ст а в л я я  в ы р а ж е н и я  (17) и (18) в у р авнени е  '(12 )  я 
учи ты вая  при этом в ы р а ж е н и я  (15) и (16), а т а к ж е  имея в 
виду, что

- ^ - Г E H x Y - ' *  - f \ i  I * d I { x )  d3<f Id A t J  (x )  F F  h  v  (x )  J F  +  2 I T  I F  +  “ Л Г  F F V
будем иметь:

£  (a 0 +  «1 x -f a2 x 2) +  £  (2 «i +  4a 2 *) +

+  { 2  £ я 2  —  pco2 [  r —  b Q rQ x  - r -  r0) x 2  —  ( - 3 -  +  r0) X

X  - - r p  X 4 J| -  - f  p o ) 2 ( 6 o  r 0  - t -  ( 6 0  +  by  r 0 )  x  +  ( ^ i  +  ^ 2  Г о )  X  

X  X +  62x3] — p (o)2 +  а)с r) (60 +  Jf 4- b 2 x2) ф =  0. (19)

В связи с н евозм ож ностью  найти реш ения  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ного у равнени я  (19) в зам кн утом  виде поп ы таем ся  искать 
при ближ енное  его реш ение в виде следую щ его степенног® 
бесконечного ряда :
ф (*) =  А 0 +  А у х  +  Л 2 х2 +  ... +  Л п х п, (20)

где А  о, Ау, А 2, А п —  некоторы е постоянны е коэффициенты , 
п о д л е ж а щ и е  определению , исходя из граничны х условий.

П о д ст а в л я я  в ы р а ж е н и е  функции ф (х ) ,  а т а к ж е  ее п р о и з­
водны е в ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение (19), затем , п ри равн яв  
в полученном уравнени и коэффициенты , стоящ ие при о д и н а ­
ковы х степенях х, мы получим систему уравнений, с о д е р ж а ­
щ их неизвестны е коэф ф иц иенты  А 0, А  у, А %  . . „  А п.

В ы р а ж а я  коэф ф иц иенты  А п, н ачи н ая  с п  =  4, через А 0, А у ,
А 2 и А з, а т а к ж е  уч и ты вая  при этом первы е д в а  граничны е
условия

$0

      



 

 

(о) (х, t ) ) x=o =  0; p i £ ^ _ o =  0;

/ д* со (х, О \ _ _ n . —О
I &с2 Лг=/ u ’ V дх* )x=i }
согласн о  которы м Aq =  A)  =  0, най дем  все коэф ф иц иенты  А п,
начи н ая  с п  =  4, в ы р аж ен н ы е  через А 2 и Л 3. О су щ ествл яя  со­
ответствую щ ие вы кл ад ки  по -известному м етоду [2], получим 
реш ение у равн ен и я  (20):

Ф (х ) —  ^ 2 fi  (X  со с2)  +  A 3 f 2 ( х , (Ос2)-

З н а я  в ы р а ж е н и е  <р (х ) и используя о стальн ы е  д в а  гран и ч ­
ные условия  (21),  м ож но определить круговую  частоту соб­
ственных колебаний  лопатки .

Н е  о с т ан а в л и в а яс ь  на детал ьн о м  рассм отрени и  о п ред еле­
ния собственной частоты  колебаний , з ай м ем ся  выводом р а с ­
четных ф орм ул, необходимы х д л я  построения кри вой  р е зо н а н ­
са в случае  учета  рассеян и я  энергии в р ассм атр и в аем о й  ко л е­
б ательной  системе.

Д л я  уточнения полученного реш ения  зад ач и  в нулевом 
приближ ении , рассм отри м  уравнени е  (13 ) ,  члены которого 
явл яю тся  величиной п о р я д к а  м а л о го  п а р а м е т р а  в первой с те ­
пени е, т. е. реш им  з а д а ч у  в первом  п ри ближ ении  с учетом 
рассеян и я  энергии в м атери але .

Р е ш а я  у равн ен и е  (13) ,  найдем  Ai и sinxpo, а, сл ед о в атель ­
но, в соответствии с р а зл о ж е н и я м и  (10) и (11), определим 
частоту к о л еб ан и й  и величину сдвига  ф аз ,  обусловленную  
рассеянием  энергии в м атери але ,  в хвостовом соединении и о б ­
текаю щ и м  потоком.

Д л я  определения  интересую щ их нас  величин Ai и sinxpo 
пом нож им  уравн ен и е  (13) один  р а з  на cp (х) s i n x d x d r ,  а вто ­
рой р а з  на  ф (х) c o s . x d x d x  и к а ж д о е  из полученных у р а в н е ­
ний, прои нтегри ровав  по всей д ли не  стер ж н я  за  один цикл 
колебаний, при равн яем  нулю:

Я < * > 9»[% >/  (го + I) F ( 1 ) 4 1 - (г, + X) X

X F ( x ) ^ ] — p v 2 F ( x )  U l —  p F ( x ) k 1 U y  cos т +  p F  ( х )  ы2с х  

X £ £  ± cos т, сое U ф; а, р )] —  ̂cos (т —ф0)}х
X  cos т d x d  т =  0; (22)
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Я  &  l£/ -w  ^  - рш J (г° + 5 )  f  (g> п ~  {г° + х )  х

X £  ( х ) дЦ, 
дх рсо2 £  (V) 17! — р £  (х )  А] £  ср cos х 4- р £  ( х )  со2Х

Х  Я£?г '±  ^  Р } cos т » ^  Ч> а > Р ) ] ~  q cos (т ~~ } х

(23)
дх2 >-  ̂ ах

X  s in x  7хг/ т =  0.

И нтегрируя  эти уравнени я  по частям по х и х ,  с учетом 
граничны х условий (21),  а т а к ж е  имея в виду, что Uy (х, т) 
не содерж ит  главной гармоники, м ож но до к азать ,  что
2 к 1 I

d4F  I _ Л Л 1 2  \d4Jj_ {
дх 2Ш й [ Е1 <х) f r  I~с° > г \ <г» + » f (»"6о о

— (£) Н- х) £  — рсо2 £  (х )  U у J ф cos х с/хс/х =  0;

J J №  W  т - ^ \ Щ  с »  + 5) f  ( I )  d i -

— (Го +  х) £  ( х )  рс>>2 £  (X) Х } ф  sin х c/xrfx =  0.

(24)

(25)

Тогда на основании (22) и (23) получим
2* <?

J Jl — pwf2 £  ( х )  Ai U ф cos х — ̂ ~ г[  ^  ^ l cos т >(0с U а> Р

х/ cos (х — фо) } ф sin х d x d  х;

2л е

Я!о о
рос2 F ( х )  Ai £  ф cos х ±  -^ 2 Ф  {U j f j f c o s  х, сос £  ф, а , р ] |  — 

— q cos (х — ф0) } ф cos х d x d  % —  0.

■Интегрируя члены этих уравнений, зап и сан ны е в явном виде, 
и р еш ая  первое относительно sin ф0, а второе — относительно 
Ai, соответственно будем иметь:

в 2т: е

s in  ф0 =  | я  q ^ U ф2 d x  ] J  J  ±  • ф  { и  -^—соъ х, сос V  ф, a, pj X
о о

X  sin х d x d  х ] : 

Ш
(26)

           



A l==r PJ F  ^  и  V2 d x \ j  j ~ ^ l ® [ U ‘l x ? C0SX’ ®c U V’ а ’ р) Х'

X  cos т d x d  % ] . (27)

Д л я  представлени я  правы х частей последних ф орм ул  в

явном виде,'v необходимо иметь в ы р а ж е н и я  ф у н кц и о н ал а  Ф, 
учитываю щ его рассеян ия  энергии в р ассм атр и в аем о й  к о л е б а ­

тельной системе. В' соответствии с (9) в ы р а ж е н и е  Ф, с о гл ас ­
но уравнению  (5), в первом п ри ближ ении  м ож ет  быть п р ед ­
ставлено в виде

ф = ± - 8 * [ — 1 у ) , ,4  с ъ{и ^ у )
F (X )

+  « (U'\^  у ) а +  Р и  Ф «с ](т / (̂ f ) a (1 ±  2 cos т — cos2 г) ] yd yd z ,
’ (28)

где в вы р аж ен и и  д екрем ента , х а р актер и зу ю щ его  гистерезйс- 
ные потери в м атер и але

* {и~Л у)„ = с^ 1дг у) ( ° у): -I- (и &  у);
Ci, €2 и Сз — п арам етры , получаем ы е из опыта, по кривым з а ­
висимости истинного д екрем ента  от ам плитуды  относительной 
д еф орм аци и  6 =  / (£а). У читы вая  слож н ость  контура проф иля 
лопатки , изм еняю щ егося  по длине, при конкретны х расчетах  
с использованием  вы числительной техники является  ц ел есо ­
образны м  определить д ля  трех— четырех сечений лопатки  по 
длине  значения  интегралов, входящ их в в ы р аж ен и я  (28)

/, =  j y 2 d yd z ; /2  =  ( Уг d y d z ; / 3 — j y *d y d z ; / 4 =  j yd yd z .
F F F  F

З а т е м  по полученным зн ачениям  построить граф и ки  
11 =  h  ( x ) ;  1 2 =  /2 ( x ) ; '  h  —  h  ( x )  и /4  — f4 ( x )  и апп рокси м и ро­
вать  их по полином ам  типа 
/  =  k\ х  -f- /^2 х~ “Ь k% х^,

где ki— коэффициенты , оп ределяем ы е из у к азан н ы х  граф и ков . 
Тогда  вы р аж ен и е  (28) м о ж ет  быть запи сан о  в виде

лч 3  „ Г  г t г d 2 tp ,  ( п (13 е  \ 2  . ( .  . d 2 <5 \ 3
ф -  ± - r E [ c i h U  C2 I Z[ U - J ^ : )  ^ с ъ1 , \ и - ~ - J +

. +  <x/2 t / ^ -  +  ( U  (Ос (Уф ] (1 ±  2 COST — c o s 2 t ) .  ( 2 9 )
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 П одставляя выражение (29) в уравнения (26) и (27) и,
производя интегрирование по т, соответственно будем  иметь

s in  фо =  [it д j  и  ц? d x \ ~ ' j Е  £ [ е , / 2 V £*■ :+  C2 l s ( y  +

+  c3 h  ( U ^ f + a h  +  р Ис/ ,  t/ф ] ; (30)

д , -  [ U Pj F (х )  Ф*d x ] " * [ -  *. Е  j * L [ c l h  U * £  +

"1“ с2 h  { и  +  с3 1*[иУУУ) + о / 2 1 / ^  +  рш с/, £ /ф ]й * . (31)

В соответствии с уравнени ем  (10) частота  в первом при ­
бли ж ени и с учетом диссипации энергии будет

р2 =  toj +  ел, ,

или

П о д ст а в л я я  в последнее вы р аж ен и е  ф о рм улу  (31),  будем 
иметь:

uj F W Ф2̂ П  >  /& [« h u di £  +
•+ с2 h { u  +  cs и  (и  | £ ) 3 +  а  / 2 +  1ршс / ,  U  ф ]d x . ( 32)

П о л ьзу ясь  ф ор м у лам и  (30) и (32) ,  м ож н о  построить а м п л и ­
тудно-частотную  резонансную  кривую  . колебаний  л о п атки  в 
поле ц ен троб еж н ы х  сил при известном значении ам плитуды  
возм ущ аю щ ей  равном ерно  распределен ной  нагрузк и  и при и з ­
вестных, полученных из опыта, х а р а к т е р и с т и к а х  д е м п ф и р о в а ­
ния, о траж ен н ы х  в этих ф о р м у лах  п а р а м е т р ам и  си с2, с3, а и р .
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