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В. И. БЫКОВ

О ВЛИЯНИИ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
НА РЕЖИМЫ ВОЗНИКНОВЕНИЯ 
САМ ОВОЗБУЖДАЮ Щ ИХСЯ КОЛЕБАНИЙ РОТОРА 
С ГИДРОСТАТИЧЕСКИМИ ПОДШИПНИКАМИ

Экспериментальные исследования колебаний роторов на гид­
ростатических подшипниках показали, что при заданном пере­
паде давления на подшипниках (разности давлений подачи и 
слива) ротор до определенного числа оборотов совершает толь­
ко вынужденные колебания с оборотной частотой. При увеличе­
нии оборотов выше некоторого определенного значения наряду 
с вынужденными колебаниями возникают колебания ротора с 
необоротной частотой, которые не связаны с действием на ротор 
внешних сил [ 1].

Таким образом, ротор на гидростатических подшипниках яв­
ляется системой, в которой возможно возникновение самовоз- 
буждающихся колебаний. Возникновение самовозбуждающихся 
колебаний в системе можно рассматривать как потерю устойчи­
вости движения ротора.

При длительной работе ротора с достаточно напряженными 
деталями, которые к тому же могут быть подвержены коррозии, 
из-за ползучести и коррозионного износа возможно увеличение 
дисбаланса ротора по сравнению с первоначальным. Поэтому 
актуальным становится вопрос о влиянии дисбаланса на режи­
мы возникновения самовозбуждающихся колебаний ротора с 
гидростатическими подшипниками.

Существующие расчеты самовозбуждающихся колебаний ро­
торов на гидростатических подшипниках [ 1, 2 ] основаны на ме­
тодах теории малых колебаний и приводят к линейному рас­
смотрению устойчивости ротора с гидростатическими подшипни­
ками. Поэтому они не могут быть использованы для исследова­
ния влияния вынужденных колебаний, которые вызываются 
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несбалансированностью ротора, на режи­
мы возникновения самовозбуждающихся 
колебаний.

В настоящей работе рассматривается 
влияние вынужденных колебаний на са 
мовозбуждающиеся колебания ротора с 
гидростатическими подшипниками при 
учете нелинейной зависимости восстанав­
ливающей силы в гидростатическом под­
шипнике от перемещений шипа ротора от­
носительно вкладыша подшипника.

Рассмотрим схему сил в гидростати­
ческом подшипнике. Примем, что шип ротора смещен относи­
тельно оси подшипника на величину г, вращается со скоростью 
о) и центр шипа имеет относительно центра подшипника посту­
пательную скорость о (рис. 1).

При допущениях об отсутствии разрывов смазки, постоян­
стве вязкости, турбулентности и квазистационарности течений 
по всем элементам подшипника может быть составлена система 
уравнений, нелинейных относительно неизвестных давлений в 
камерах подшипника. Каждое из уравнений этой системы яв­
ляется уравнением баланса расхода для одной камеры подшип­
ника. Решение системы уравнений отыскивается по методу 
Ньютона. Задача запрограммирована для счета на ЭЦ ВМ .

Решение задачи о силах в гидростатических подшипниках 
для удобства ищется в относительных величинах. Вводятся от­
носительные величины,:

 г • у  __  о)D _ ^   v ^ ___ F
"б7’ °  2V + ’ V° ~  V + ' ~  \ p - D - L '

где

V . - = V :

80 — величина радиального зазора в подшипнике; 
D  — диаметр подшипника;
F  — величина размерной силы,

Ар — перепад давления на подшипнике;
-Ар — характеристическая скорость, которую можно

поставить в соответствии с перепадом давления 
на подшипнике; 

р — плотность смазки;
L — L0 — I — приведенная длина подшипника;

L 0 — полная длина подшипника;
/ — длина торцовой перемычки подшипника.
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Уравнения, определяющие распределение давления в под­
шипнике, таковы, что безразмерные силы 0  в подшипнике зави­
сят только от величин е, У0 и.и0. Проведенные расчеты подшип­
ников показали, что после перехода от относительных сил к 
размерным их величина в проекциях на оси координат х, у мо­
жет быть записана в виде:

F x =  — £i *  [ 1 + *i {х2+ у2)\ — k2 шу — k3x;
F y =  —  kxy  [ l +  * i( - *2+ y 2)] +  к2 шх —  k3y, (1)

где x, у, x, у — проекции перемещений и скоростей перемещений
шипа относительно подшипника; 

къ k2, k3 — коэффициенты, которые могут быть приняты по­
стоянными для некоторой области значений Vo.

Перейдем к рассмотрению самовозбуждающихся колебаний 
жесткого, симметричного, несбалансированного ротора на гид­
ростатических подшипниках.

Для лучшего выяснения физической сущности влияния вы­
нужденных колебаний на режимы возникновения самовозбуж­
дающихся колебаний ротора с гидростатическими подшипника­
ми рассмотрим сначала простую схему невесомого жесткого ро­
тора на гидростатических подшипниках с несбалансированным 
диском, расположенным в середине между опорами.

Бели для записи сил в гидростатических подшипниках ис­
пользовать выражение ( 1), то уравнения движения ротора мож­
но записать в виде:

х + со о х[1 + *1 (х2+ у ?)] + 81 «У + 8-^= е uHcos ш̂ ; 
у + о>5 у [1 +Xj (лс2+ у2)] — 8j солс+Sy =  е u>2sin u>t. (2) 

Здесь введены обозначения:
_  2*t ш g __ 2*2 . g  2*з

° _  М  ’ 1 ~ М  ’ ~ ИГ '
М  — масса ротора; 
е — эксцентриситет диска.

Решение системы уравнений (2) будем искать в виде бигармо- 
нических колебаний [3] :

х — х0+ хх =  a cos vt-\-b cos wt;
У =Уо + У1 — asinv^ + b sin u>t. (3)

Неизвестными здесь являются величины а, b и v.
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На режимах, достаточно далеких от резонансных, вынужденное 
движение системы (хг; у,) может быть найдено из рассмотрения 
линейных консервативных частей уравнений (2):

X j (Do Xi  —  £ (D 2 COS (D̂  J ^  ̂

у1 + шо \й =  eio2sin u>t,
1 6(Л~ / Г \откуда b =  —о---г  • (5)

(Oq —  со

Подставив выражения (3) и (4) в уравнения (2), получим:

х0 4- (Do х 0 + (Do (х2 + у2) х  + §! шу +'§х =  0;
Уо 4“ шо Уо 4“ (Do xi (х2 + у2) у — и юх + оу =  0. (6 )

Уравнения (6) перепишем в виде:

» х0 4- v2 -̂ о=  2  F х\
Уо4- v2yo — 2 ^ у, (^)

где правые части уравнений равны:

2^-с — (v2 — шо) х 0 — (оо -/! (х2 + у2) х — 3j (оу — Sx;
2 Fy — O'2 — “ о) Уо — tuo Ч  {х2 4- у2) у 4- Sj юх — 8у . (8)

Подставив в правые части уравнений значения (3) и удерживая 
только члены с частотой v, получим укороченные значения для 
правых частей:

[v2 — шо [1 + ъ1(а2+Ь2)\) acosv^ + (3v — 81u))asin \>t-
2 iF y ~  {v2 — u>o [1 + *i (a2 + /b2)] 1 a sin vt—(3v — o1u))acos]vC.

Тогда уравнения установления колебаний, в соответствии с [3], по­
лучим в виде:

a (v2 — «о [ 1 4- ''-i i,a2+b2) ] } =  0;

(9)
При наличии в системе колебаний с частотой v a=f= 0 и из (9) 
имеем

v2 =  шо [ 14- и  (а2+Ь2)]-,

W  =  - £ ( * v - V > ) .  (Ю)
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Стационарные амплитуды колебаний могут быть найдены из 
da пусловия —jjjr  = 0, а устойчивость стационарных амплитуд может

быть исследована с помощью второго уравнения системы ( 10).
Границе самовозбуждения соответствует случай из
( 10) получим обороты возникновения самовозбуждающихся 
колебаний несбалансированного ротора с гидростатическими 
подшипниками:

шс =  —  v; v2=  шо (1 + x j b2). ( 11)
01

Из уравнений (11) видно, что влияние амплитуды вынуж­
денных колебаний на режимы возникновения самовозбуждаю­
щихся колебаний зависит от знака коэффициента щ. Если xi>0 
(жесткая характеристика), то при больших амплитудах вынуж­
денных колебаний самовозбуждающиеся колебания возникнут 
на больших оборотах и их частота будет выше. При % i< 0  (мяг­
кая характеристика) увеличение амплитуды вынужденных ко­
лебаний приводит к снижению частоты и оборотов возникнове­
ния самовозбуждающихся колебаний.

Рассмотрим самовозбуждающиеся колебания несбалансиро­
ванного ротора на гидростатических подшипниках с произволь­
ным распределением массы и жесткости по длине ротора. При­
мем прямоугольную систему координат х, у, г. Ось 2 совпадает 
с осями гидростатических подшипников, которые расположены в 
сечениях Z\ и z2. Изменение массы, жесткости и эксцентрисите­
та масс по длине ротора определяется заданными функциями 
E I(z ) ,  m (z), e(z).

Силы, действующие на ротор в каждом из подшипников, мо­
гут быть записаны в виде (I ) .  При составлении дифференци­
альных уравнений движения неконсервативные силы и нелиней­
ные части консервативных сил, действующих на ротор в гидро­
статических подшипниках, вводятся в уравнения движения, а 
линейные части выражений для восстанавливающих сил опре­
деляют граничные условия по опорам ротора.

Проекции смещений оси ротора на оси координат х и у оп­
ределяются функциями и (г, t) и w ( (z, t ) .

С учетом принятых допущений уравнения движения рассмат­
риваемого ротора могут быть записаны в виде:

дг Г г- г / \ д211 ( î О I , 1 xd2u(zit) , г, , . ,
1 E l  ( z )  — g p — * j  +  т  ( г ) — ;+ ш [ k ^ w  (zh t )  +

84



I L ( z 2) w ( zo , t ) ]  +  k 3(z 1) ^ ^ ^  +  k 2(z.2) d- ^ ^  +  k ] (z 1) ^ ( z i )  X

X  \u2(zi, t) + W 2 ( Z i ,  t)\u (z i, t) + kl {z2)^ x(z2)\u2{z2, /)4 
+ w~ (zot t)\u (z2, t) =  w~m (z) e (z) cos <»f;

£ [* / < * )  a- ^ ] + * < * ) * ^ -  “  № ( * , ) « ( * .  *>+

I k,\z2)u {z 2, t)] + k 3 (zt) aa> (̂ 1’-— + ̂ 3 fe>) + M z i ) * i ( * i )X

X  \tl-(zi, t)+w-{zi, t)\w {zi, t) + kl (z2)-*.l {.z2)\u~{z2, t) + w2(z2, /)] X  

X  w (z2, t ) — w2 m {z) e (z) sin wt. (12)
Уравнения (12) решаются при следующих граничных условиях:

R.X (~ i , £) : k\ (Z i)  М {х i ,
jRy(zi: t) =  — ^  (гг) да (ziy t) (i =  l, 2). (13)

Решение уравнений (12), как и в случае простейшего ротора, 
ищем в виде суммы самовозбуждающихся и вынужденных коле­
баний:

и (zx t) =  и0 (zx t) + ил (zi t);
w (z1t) =  w0(z1t) + w1(z1t). (14)

На режимах, достаточно удаленных от резонансных частот, 
части решений и х и W \ ,  описывающие вынужденные колебания, 
могут быть найдены из рассмотрения линейной консервативной 
части уравнений ( 12)

д а [£ / (Л  + m4 ) = m {z )e (z )» S c os at;

^ { E H z )  =  (15)

с граничными условиями (13).
Решение уравнений (15) может быть найдено, например, в виде 

разложения в ряд по собственным функциям [2,3]:
их (zx t )=  b{z) cos COt\ 
wx (zxt) =  b(z) sin (Ot\

cd2 ]\ m ( z ) e ( z ) y K( z ) d z

b (z )=  y ,  --- 2 7-------------'Ук(г), (16)
J H  ( “ k ~ “ 2 )  f  m ( z ) y l { z ) d z»=l 0
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где (ок и ук (z) — к-е собственные частоты и формы колебаний ро­
тора, определяемые из решения однородных урав­
нений, соответствующих уравнениям (15).

В выражении для суммы берется такое число членов п, чтобы
шп <  «> <  u>n+l.

При близости ю к к-й резонансной частоте величины щ и wx 
могут быть приближенно определены из рассмотрения одночас­
тотного режима колебаний при допущении, что на этих режимах 
форма вынужденных колебаний будет соответствовать к-й соб­
ственной форме колебаний [4]. При этом допущении амплитуда 
вынужденных колебаний легко определяется как для системы с 
одной степенью свободы. Решение на этих режимах будем ис­
кать в виде:

«1 (zi t) =  Ьк у к (z) cos (mt + срк); 
zul (zl t) =  bKyK(z)s\n{^t + ̂ K). (17)

Подставляя это решение в уравнения (12) и вводя обозначения
ак =  bK sin срк,

с к =  Ь к COS cpKj

после приравнивания членов при sincô  и cosw^ получим:
^ 2  Г  d 2 у к  ( г )  I

dz 2 \ dz2 j к ^  (z)yK{z) u)CK{ [&3 (Zj) А2 (и )] У к Ĉ i) +

+  —  ^ f e ) ]  У к ( г 2)  ! + я к bl\kl {zl)r.1(z {)y l{z i) +

+ ki (z2)y.1(z.2)y i(z 2)] =  со2m (z)e(z);

d z d ^ z *  Ск Ck (° 2i u (z ) у к ( г ) +  u>aK { [^ (Z j)  k<i{Z])\yK(z\)-\-

+  [А 3 ( г а )— А2 ( г 2) ]  у к ( г 2)  +  с к \ k x ( г , )  хг ( Z j ) у®  ( г , )  +

+ Ai (z2) xj (г2) ук 0г2)] =  0 . (18)

Умножая оба уравнения (18) на ук (г) и интегрируя по всей длине
ротора, получим два уравнения, из которых можно найти

шДк

Ь к =  ’ (19)
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где F  к =
'/ и (г )е ( г )у к ( 2 ) Щг

$ m (z )y l ( z ) d z

[k3 ( г О  —  k2 ( г О ]  у\ (*0 +  [*3 (?*)  —  k2 ( 2 2)] у к ( г 2)

\m (z )y\  ( zx)dz

(b)=u>l + bf Q l; 9-1
ki ( z l )  XI ( z i )  y £  ( г О  +  ki (zt) XI ( г 2) y £  ( г 2)

f jm (z )y l  (z )dz

При рассмотрении самовозбуждающихся колебаний прини­
маем, что на границе устойчивой работы их форма близка к 
первой собственной форме колебаний ротора соответствующей 
линейной консервативной системы. Часть решения и0, w0, соот­
ветствующую самовозбуждающим-ся колебаниям системы, будем 
искать в виде:

и0 (z , t) =  аух (z) cos
w0(z ,t) =  ayx(z)sinvt. (20)

Подставляя (20) и значения щ, wi из (16) или (19) в исходные 
уравнения ( 11), получим уравнения установления колебаний, 
как для системы с одной степенью свободы:

k l (24) Xl (2 l) [д2 у2 (Zx)+b2 ( 2l ) ]  у \ (2 ,) +  '

+  ki ( 2 а ) x i  ( 2 2) [ а 2 у 2 ( 2 2)+*2 ( г 2)]  у\ ( 2 2)
а 2-0)1 —

j ' m {z )y\  ( z )  dz
=  0 ;

(21)
da
dt

[ k3 (Z i)y\  ( 2 l ) + f e 3 ( 2 2) y\ ( 2 2) ] — 0) [k2 ( 2 , )  y\ (ZX)+k2 ( 22) y ? ( 2 2)]  

e
f m(z)y\ (z )dz  
о

daТак как на границе устойчивости 0, то для определения
условий самовозбуждения получим уравнения:

2 2 * l ( ^ l ) X l ( 2 ,)ft2 (2 l ) y i 2 (2 , ) - | - * l ( 2a ) x i ( 22) 62(22) y f ( 22)
V] =  ш! н   ;

f  т  ( 2 )  у 2 ( 2 )  dz
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J 0 _  _  k 3 ( Z i ) y \ ( Z i )  +  k 3 ( Z 2) y 2l (Zg)  

k z ( Z i )  y ^ i Z i )  +  k t ( z 2) y { ( z 2)

Из выражений (22) следует, что величина отношения скоро­
сти вращения ротора, при которой возникают самовозбуждаю­
щиеся колебания, к их частоте на границе устойчивости, не за­
висит от амплитуды вынужденных колебаний. Влияние вынуж­
денных колебаний на самовозбуждающиеся колебания ротора с 
гидростатическими подшипниками проявляется через изменение 
частоты самовозбуждающихся колебаний при изменении ампли­
туды вынужденных колебаний. Характер этого влияния опреде­
ляется знаками коэффициентов щ (гу) и щ (г2) .

Полученные теоретические выводы хорошо согласуются с эк­
спериментальными результатами исследования самовозбуждаю­
щихся колебаний ротора на гидростатических подшипниках при 
различной его разбалансировке.

Режимы возникновения самовозбуждающихся колебаний ро­
тора с гидростатическими подшипниками определялись экспери­
ментально при значениях введенного дисбаланса, которые пре­
восходят остаточный дисбаланс в 4,5 и 9 раз. Эксперимен­
тально установлено, что величина отношения (—) на границе
самовозбуждения не зависит от величины введенного дисбалан­
са. Частота самовозбуждающихся колебаний при введении дис­
баланса, превышающего остаточный в 4,5 раза, уменьшается 
на 3,7%, а при введении дисбаланса, превышающего остаточ­
ный в 9 раз, — на 13%- Расчетное снижение частоты самовоз­
буждающихся колебаний при указанных значениях введенного 
дисбаланса получается равным 2 % и 7% соответственно.

В Ы В О Д Ы

Проведенный анализ влияния вынужденных колебаний на са­
мовозбуждающиеся колебания роторов с гидростатическими 
подшипниками при учете нелинейной зависимости восстанав­
ливающей силы в подшипниках от перемещений шипа показал, 
что характер этого влияния зависит от вида характеристики 
восстанавливающей силы. При жесткой характеристике восста­
навливающей силы увеличение амплитуды вынужденных коле­
баний расширяет диапазон устойчивой работы, а при мягкой — 
сужает.
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Влияние вынужденных колебаний на самовозбуждающиеся 
колебания ротора с гидростатическими подшипниками проявля­
ется внешне через изменение частоты самовозбуждающихся ко­
лебаний. Отношение скорости вращения ротора, при которой 
возникают самовозбуждающиеся колебания, к частоте самовоз­
буждающихся колебаний на границе устойчивости не зависит от 
амплитуды вынужденных колебаний.

Полученные теоретические выводы хорошо согласуются с 
имеющимися экспериментальными данными.
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Ю. А. ВОЛКОВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АМПЛИТУД ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ
ВРАЩ АЮ Щ ЕГОСЯ РОТОРА
НА ГИДРОСТАТИЧЕСКИХ ПОДШИПНИКАХ

Применение в быстроходных энергетических машинах в ка­
честве опор роторов гидростатических подшипников выдвинуло 
задачу определения расчетным путем амплитуд вынужденных 
колебаний вращающегося ротора на нелинейных упруго-демп­
ферных опорах.

Не останавливаясь подробно на вопросах схематизации, за­
метим, что гидростатический подшипник можно представить в 
виде нелинейной опоры с заданной упругой характеристикой и 
коэффициентом демпфирования.

Процессы в системах с нелинейными элементами выражают­
ся, как известно, нелинейными дифференциальными уравнения­
ми. Регулярные методы их решения отсутствуют, поэтому каж ­
дая задача решается тем или иным приближенным способом.
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