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Вибрационная прочность и надежность авиационных двигателей

Ф. Ф. СИМАКОВ

О ВЛ И Я Н И И  М ЕЖ ДУЧАСТИ ЧН О ГО  ТРЕН И Я  
НА ПРОЧНОСТЬ И ВИ БРО П РО Ч Н О С ТЬ  

К РУ ТИ Л ЬН О Й  СИСТЕМЫ

М еж дучастичное  трение в деф орм ируем ом  объеме восприни­
мает  часть  внешней нагрузки, ум еньш ая  деф орм ац и ю  и увеличи­
вая прочность технического сооруж ения. К ром е того, внутреннее 
и внеш нее трение з а гл у ш а е т  колебания , о к а зы в а я  этим влияние 
на вибропро.чность колеблю щ ейся  системы.

Д л я  исследования колебаний систем и устранения  в них резо­
нансов, вы зы ваю щ их  н ап ряж ен и я ,  иногда превосходящ ие допу­
скаемые, требуется  зн ать  закон ом ерность  изменения сил между- 
частичного трения в зависимости  от д еф орм ац и и  и скорости см е­
ны ее циклов.

Т ак  к а к  внутренним трением  об у сл авл и вается  несовпадение 
линий н агруж ен и я  и р азгр у ж ен и я  системы, то изучение изменения 
этих диссипативных сил м ож но производить не только  по кривым 
затухаю щ и х  колебаний, но и по д и а гр а м м а м  «н ап ряж ен и е  — д е­
ф ормация».

С этой целью произведено испытание на кручение тр и ­
надцати  круглы х о б р азц о в  разны х разм ер о в  с разн ы м и  пере­
ходными контурами и тридцати  трех коленчаты х валов  различны х 
конструкций. Н а  основании полученных при этом д и агр ам м  кр у ­
чения установлены закономерности  изменения момента между- 
частичного трения, крутильной ж есткости  и м одуля  упругости 
второго рода  в зависимости  от деф орм ации.

И С С Л Е Д О В А Н И Е  Р Е З У Л Ь Т А Т О В  И С П Ы Т А Н И Я

Н а основании зак о н а  сохранени я ' энергии соотношение м еж ду  
работой  внеш них сил Z  сил упругости Z y и работой  между- 
частичного трения Z t при медленном н агруж ен и и  о б р аз ц а  м о­
ж е т  быть вы р аж ен о  следую щ им уравнением:

57



откуда
1 = - ( L v -i 7-t>-

Д л я  идеального материала

L +  Ly +  L 1 0, ( i)

/.. - 0 и L - — L y .
Из уравне ния  (1) следует ,  что при медленном нагружении мо­

мент внешних сил Л4„ уравновешивается  моментами сил упруго­
сти М у и сил междучастичного трения Л-1 , т. е.

М „  =  Л4у1! ' М 1и =  М У„ (1  (3 )

л/,
где а гп — — коэффициент междучастичного трения  при нагру­

жении.

Д л я  разгружения

Л1р AJyp — Л1,р - Л1у р , 1 (4)

Д е л я  уравнение  (3) н (4) на один н тот же  угол кручения «р, 
получим ка ж у щ и е ся  крутильные жесткости:

для нагружен ия

С|[ С у п  +  Г ц ,  —  С у п  (  1 Д р п ) ,  ( 5 )

для  р азг ру ж ени я  

бр =  Д-р — <лр =  Д р ( !  — Зги). (6)
Вследствие  множества  и беспорядочности располо жен ия зерен

в объе ме деф ормир уемого  мета лла  при любом угле кручения в 
пределах  упругости можно считать вероятным следующие равен-
е I в а :

Му  н =  AI у р =  34 у ; 34/и =  М  , р =  М ,;

с  у м  ~  б у р    С у ,  С t n  —  С | р  -  (  ; ,

Л/ ,  с, . У ,  1

34н —  Л4р — М ук —  34ур А4П1 4- 34|р =  2.44,.

Из последнего уравнения  момент междучастичного  трения
М„ — /И,

34, =  • (7)

О пыт ами установлено,  что при нагрузке  в пределах  упругости 
в первых четырех циклах  нагр уже ни я момент междучастичного 
трения  М\  практически не зависит  от дефор мации,  а при много­
кратно повторяющейся  нагрузке  после десятого-одпннадцатого 
пиклов

34, ■— М(т ах — — С/ф — РаСуФ- (3)
Углах
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а ж у щ а я с я  крутильн ая  ж есткость  скручиваем ой части стерж ня: 
для  н агр у ж ен и я  от нуля до М

M y +  M t

?
д л я  нагруж ения от М 0 до М

С» =  - 5 -  =  у 4 -  Су +  c t =  Су (1 +  р2), (9)

с  =  ^  =  МУН 4~ '^ t— (Муо ^  ^tp) (10)
" т — ?о ¥ — ¥о ■ '

Д л я  первых четырех циклов нагруж ен ия  в пределах  упругости
M t0 =  М х =  const,

п о э т о м у
М„„ — /И,

Т о

В этом случае  величина сн =  су представляет  собой дей стви­
тельн ую  к рути льн ую  ж естк о сть  деформируемой части образца при 
его н агруж ен ии  от М 0 до М .

И стинная крутильн ая  ж есткость, п олуч аю щ аяся  при д еф о р м а ­
ции на очень м алы й угол Дф; =  Ф; — Ф; i будет:

*■■ =  у: _ . су . (11)

«-'ир

при М,  =  const .

д ля  нагруж ения
Myj +  Мц — Му{_\  — A4ti 1

Aipi
д л я  разгруж ения

м у1 — Мц УИу|_] +  Mti_ ,

( 12)

(13)

Mvi — i
Сип =  Сир =  Су н =  — — д— -------- . (14)atpi

З А В И С И М О С Т Ь  М Е Ж Д У  Н А П Р Я Ж Е Н И Е М  И Д Е Ф О Р М А Ц И Е Й  
С К Р У Ч И В А Е М О Г О  К Р У Г Л О В О Г О  С Т Е Р Ж Н Я

К а ж у щ е е с я  касательное напряж ение состоит из дей стви тель­
ного т.,, соответствую щ его потенциальным силам упругости, и дис­
сипативного Tt, обуславливаемого силами меж дучастичного трения, 
т. е.

т = т у + т (. (15)

Д л я  волокон, расположенных на расстоянии г от продольной 
оси стерж ня

где TtH — напряжение внешних волокон, соответствую щ ее потен­
циальным силам; 

г — радиус наружной поверхности круглого стерж ня;
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п — показатель кривой распределения рассматриваемых напру 
жений в его поперечном сечении.

При этом удельная  си ла  между частичного трения
/ Г \т

"1 =  Ч — ) ’
где с,п — уд ел ь н ая  сила внутреннего трения внешних волокон 

расположенных на радиусе г; 
т — показатель  кривой распределения  удельных сил внутрен 

него трения  в поперечном сечении скручиваемого стерж ня

В области  малых нап ряжений,  ниже одной десятой от предел* 
упругости,  а т а к ж е  в области текеччсгп сила междучастичногс 
трения,  как по ка зы вают  опыты, практически не зависит  от папря  
жения,  что соответствует т =  0 и т ( =  - 1и.

При деф ор мац и и н пределах  упругости зл е м е н т а р н и н  момен-

П 4 - Г  ь „ . т - dr.dM  =  2r.rhdr =  2 - г 2 

После интегрирования

М = М, ~г M t — -  —g- ы'0тум -)- — г, ш(,Т|П = Т у | a',,-,, • ~ ты'0, (16

- г3где w 0 — —  полярный момент сопротивления поперечного се

чения круглого образца;
" =  " н — к а ж у щ е е с я  напряжение  его внешних волокон;

Му =  ~ д  тунш0 — момент сил упругости;

4
M t =  3 ' tii^o =  !-г Су ф — момент сил междучастичпого трения;

,   т   О   4 (  . , п — 3 'tn 3
^  ( t t v  = 'ПГ~3

Согласно равенству  (ИЗ) действительное  на п ряж ен ие  внешних 
волокон

т М (17)

Опытами установлено,  что распределение  к аж у щ и х ся  н а п р я ж е ­
ний в поперечном сечении круглого е г е р ж н я  приблизительно в ы ­
ра ж а е т с я  уравнением:

( is :
г

г„

П о ф ор муле  (15)

(19;
/ г

■ Г  +
-  < г  ТГ - -V I I  (

V С
• t i l l  — )  - 

'  11

Из сравнения  (18) и (19) п ■— т — 1. 
по



При кручении эле ментарного  цилиндра  длиною dx  на угол 
|/>| \ гол сдвига внешних волокон

Гп
Г Г  ■ ( ‘2°)

I ели Gv — действительный модуль упругости второго рода, соот­
ветствующий потенциальным силам упругости,  то

(21)' а у '

I h  \ равнения (20) г, (21) элементарный угол кручения
х dx

< Ь = - ^  • (2 2 )
°у '« '

Пчеле интегрирования в пре делах  изменения  х  от нуля до /

-у|/   х I
ф

° У Г п  0  г  и

(23)

! ;епользуя равенство (16),  будем иметь
М /  _ _  Ш _  _  м

V ■“  1 11
где =■ а у  | ( — полярный момент инерции попереч­

ного сечения круглого стержня;
/ -  длина скручиваемой его части;

G £,| су — к а ж у щ и й с я  модуль упругости;
01 м " с =  - 1- +  c f -= — к а ж у щ а я с я  кр утиль на я  жесткость

скручиваемой части образца.
Э л еме н та р к а  я потенциальная  энергия кручения 

(IV у =  М ус/ф =  Гуфс/ф.

П о сл е  и н те гр и р о в а н и я  при  су =  const,

1 Су • (24)

Имея  равенства  (16) и (23) ф ормулу  (24) можно представить 
г. следующем виде:

Х-ЛГ2/
4 0 ( 1  -| ) '

Потенц иал ьн ая  энергия кручения,  отнесенная к 1 см* скручивае­
мой части круглого стержня.

И С С Л Е Д О В А Н И Е  К О Л Е Б А Н И Й  К Р У Т И Л Ь Н О Г О  А П П А Р А Т А  
И О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  М О Д У Л Я  К Р У Ч Е Н И Я

Крутильный апп ар ат  фирмы Ке м бр и д ж  и К , использованный 
для  исследования  внутреннего трения,  представ ляет  собой систе­
му с дв ум я  степенями свободы.
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Упругое звено  в этом а п п ар ате  п редставляет  испытуемый об­
разец, изображ ен н ы й  на фиг. 1 . К в ад р атн ы е  концы этого о б р аз ц а  
закреп лен ы  в за ж и м а х  рам ы  ап п ар ата ,  а на среднем квад р ате  
о б р аз ц а  закр еп лен а  поперечина с ш аровы м и грузами. П ри  угло­
вом смещении поперечины относительно рам ы  с помощ ью м икро­
метрического винта и клина производится  закр у тк а  о б р аз ц а  на 
ж ел аем ы й  угол, после чего клин осторож но вы дерги вается  и 
система, предоставленная самой себе, совершает затухаю щ и е ко ­
лебания.

Получаю щиеся при этом угловые смещения поперечины относитель-1 
но рамы записываются пишущим механизмом на вращ аю щ емся ц е л ­
лулоидном диске.

В процессе этих колебаний деф орм ируется  два участка  образца. 
Д ли н а  каж дого  из этих  участков I =  57,2 мм,  а диаметр d — 7,94 м м  
приведенная длина одного участка U = / +  0 ,4d  =  60,38 мм.  П о л я р ­
ный момент инерции площ ади поперечного сечения скручиваемой

&

■~л2 I

Фиг. 1. Определение рассеивания энергии в деформируемом 
материале.

О —О—О по виброграммам затухающих колебаний нормализо­
ванной стали 45.

X — X — X по результатам статического испытания.

части / р =  0,387 см4. Д ей стви тел ьн ая  крутильн ая  ж есткость  ко л еб ­
л ю щ ей ся  системы

G / d  ас у — 2
1д В +  Гг )

=  0,01213 (26)

где каж у щ и й ся  модуль упругости м атер и ала  определяется  по 
дан ны м  н агруж ен и я  образц а .

Д л и н а  поперечины с м аховы м и м ассам и £  =  264 мм.
М омент инерции ее массы  вместе с испытуемым образцом  

относительно оси последнего
Д  =  0,242 кг -см -сек 2.

Момент инерции массы рамы относительно оси закрепленного 
в ней образца / 2 =  0,378 кг-см -сек .

Если д ля  вы раж ен и я  момента внутреннего трения воспользо­
ваться  формулой (8 ) и моменты внешних (воздушных) сопротив- 
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лепий движ ени ю  колеблю щ ихся  -масс ап п ар а т а  принять пропор­
циональными моментам  касательны х  сил инерции этих масс, то 
уравнения Л а г р а н ж а  второго рода д ля  двухмассовой  системы 
исследуемого а п п ар ата  мож но представить  в следую щ ем виде:

(1  ±  ъ )  / 9ф"1 +  су (ф! — ф2) +  рг ajCyф! =  О,
(1 ±  Т]3) /_,ф" 2 — Су (ф! — ср2) ±  Рз«1Суф1 =  о, (27)

где [х,- — коэффициент внутреннего трения  | ^ г =  -  |;

I Л4;. т
Т|с — коэфф ициент внеш него трения  —

су — действительная к р ути льн ая  ж есткость , равная  удвоенной 
крутильной  ж естк о сти  одной цилиндрической  части испы­
тываемого образца (см. формулу (26); 

ср,иф2 — углы  отклонени я  колеблю щ ихся  масс;
/,  и / 2— моменты инерции колеблю щ ихся  масс аппарата.

Р е ш ая  систему уравнений (27), получим два результата , один

из которы х Р  — k y f  - у ± fJ-r
___________± Ч

где k  =  1/  Су 1 - -^  частота  собственных колебаний консер-
У i  1*2

вативной системы с двумя степенями свободы, 
Д Л Я  К О Т О Р О Й  |ХГ = 0  И Т£ =  0.

Верхние знаки  перед коэфф ициентам и рг и соответствуют 
времени тех двух четвертей периода колебаний, в которых потен­
ци альн ая  энергия переходит в кинетическую, а нижние знаки 
соответствуют обратном у переходу кинетической энергии в потен­
циальную.

С ледовательно , при переходе потенциальной энергии в кине­
тическую частота  колебаний

=  h | / -Pv 1 +  ’

а при переходе кинетической энергии в потенциальную

_ *  у .Р Т

Период затухаю щ их  колебаний рассматриваемой системы 

гр   1 /  2'- . 2 ТС \  ”  (Р у  Р т  )
Т  (~п~  D- / РV Рт

их угловая  частота

2к п Ру Рт



Квадрат этой частоты

I >п.уда действительная  крутильн ая  ж есткость
1112аг р- 

° У  ~  / 1 +  / 3 1 - I -  !> г  ’

1 + I V  V ; +  I- '' '1 - : ' • :>  (1 -  - )

где

а , -  =  

По формуле (26)
2 (1 — [ \  ) 

0 /„
С \/

П ( ' Дг )
С р авн и вая  правы е части последних двух уравнений, получим 

каж ущ и й ся  модуль упругости второго рода

G =  2 7 7  а ' р 2 - ( 29 )

После подстановки числовых величин

G = l l , 4 5 a r p 2, (30)

аг =  1 ,05— 1,06.

У гловая частота  р  определена по виброграм м е затухаю щ и х  
колебаний системы. Д л я  этого ви брограм м а  разд ел ен а  на части! 
через к а ж д ы е  Лт= 1 0  циклов колебаний. Д л я  каж до й  из получен­
ных при этом ее частей измерен угол а 0, соответствую щ ий в р ем е­
ни поворота целлулоидного диска за  врем я  записи на нем 77= 1 0  
циклов колебаний в данном участке виброграммы .

При известных N  и Л/,- период t -того цикла колебаний опре- 
лен по уравнению

rp   A ti сек
1 N  цикл

Частота t -того ц и кла  затухаю щ их колебаний
2 л :

Р =  ~ -
Время одного оборота целлулоидного  диска  t =  17,4 сек/об.
Поэтому

Ati — 17,4: ggQs- =  0,0485 а° сек
и

6 ,2 8-10  1285 д .
Р =  ( Ш 8 5 ^  =  - С Д -  Р а д /с е К -

П осле  определения частоты р затухаю щ и х  колебаний п р ед ­
ставляется  возм ож н ость  по ф орм уле  (30) при а ~  1 подсчитать  чи­
словые значения каж у щ его ся  м одуля  упругости второго рода. 
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Р езультаты  этого расчета  представлены  на ф и г .  2 в виде к р и ­
вой G =  /  (у). Н а  этой ф игуре пунктиром нанесена кри вая  зависи­
мости каж у щ его ся  модуля упругости второго рода от деформации, 
подсчитанная по диаграммам кручения круглого  образца, изготов­
ленного для  той ж е  стали, что и образец для  крутильн ого  аппарата. 
Химический состав ее: С =  0,41; S i =  0 ,2; М п  — 0,66; Р  = 0 , 0 2 9  и 
S =  0,02. С таль эта  нормализована при 850° с закалкой  с 545° 
в растворе каустической  соды с отпуском при 400°С. Твердость 
387 по Бринеллю . М и к рострук тура  ф ерритоперлитовая , круп но­
зерни стая , как  это показано  на фиг. 3.

П о д и агр ам м е , показанной  на фиг. 2 видно , что к аж у щ и й ся  
при нагруж ен ии  модуль упругости второго рода значительно  из­
меняется только в области  м алы х  н ап ряж ений , не выш е одной 
пятой от п редела  упругости. В области  более высоких н а п р я ж е ­
ний, не п ревы ш аю щ их половины п редела  упругости, модуль кру­
чения допустимо полагать  постоянным.

Фиг. 2. Зависимость модуля круче­
ния от деформации для стали 45.

Фиг. 3. Структура нормализованной 
стали 45.

К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  Р А С С Е И В А Н И Я  Э Н Е Р Г И И  П Р И  К О Л Е Б А Н И Я Х  С И С Т Е М Ы

И м ея  в и б рограм м у  зату х аю щ и х  колебаний и законом ерность  
изменения моментов внеш них и внутренних сопротивлений, у с т а ­
новленную при составлении уравнений (27 ) f м ож но бал ан с  эн ер­
гии при лю бом  i-том цикле зату х аю щ и х  колебаний крутильной 
системы ап п ар а т а  вы рази ть  следую щ им уравнением:

у г£ =  y r +  Vi . (32)

или, в р азвернутом  виде:
т т

- f -  (х - — х-+ 1) =  4рг су J <pdq> +  4тд /i ; у'\ <p'i d t  +  / 2 J fif'idt
П осле  интегрирован ия  и п реоб разован и я

• f -  V 1 1
Ч  +  if -  I =  2рг суХ-2 -1- 2Ч P W  ( 1 + т ^
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Р а з р е з а я  д вухм ассовую  систему по узлу  колебаний на  две  
п ар ц и ал ьн ы е  системы и ср ав н и в ая  в ы р аж ен и я  частот собствен­
ных колебаний этих систем, получим:

где Xj и Х2 —  амплитуды колебаний первой и второй масс относи­
тельн о  узла  колебаний при Ртом  их цикле;

X,- и 1 — амплитуды углового смещ ения первой массы относи­
тельно второй при Ртом и (i +  1)-ном ц и кл ах  колеба­
ний, измеренные от ср едн ей  линии виброграммы.

П о тен ц и ал ьн ая  энергия, н а к а п л и в а е м а я  испытуемым образцом  
при Ртом цикле колебаний

И з уравнени я  (32) — (34) коэфф ициенты  рассеян ия  энергии 
в ы р а ж а ю тс я  следую щ им и ф орм улам и:

(34)

д л я  сум м арны х  потерь

(35)

д л я  гистерезисных потерь

(36)

д л я  внеш них сопротивлений

Н  ■ (37)

П р и м ен яя  закон  Н ью тона 
о сопротивлении воздуха  и ис­
пользуя  эксперим ентальны е 
коэфф ициенты  обтекаем ости  
колеблю щ ихся  масс  при д а н ­
ных их р азм ер ах ,  нетрудно 
устан овить  следую щ ую  за в и с и ­
мость:

'И  =  ,086 X. (38)
И з сравн ен и я  (37) и (38)

Фиг. 4. Коэффициенты рассеивания 
энергии фг и для стали 45.
Н а кри вы х ф 2 = / (М. у к а за н ы  номера 

очередности испы таний о б р азц а .

Закон ом ерн ость  изменения 
коэффициентов Ч; 2 и ЧР в зави­
симости от деформации показа­
на на фиг. 4. По кривой Чгг =
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/  (у) фиг. 4 видно, что в пределах изменения деформации примерно 
от одной пятой до половины предела упругости коэффициента 
гистерезисных потерь для  стали 45 не зависит от деформации и 
равен ЧД — 0,06.

Д л я  закаленн ой мелкозернистой стали 45 сорбитовой стр у к ту р ы  
в пределах  горизонтального участка  кривой ЧД =  0,037.

В Ы В О Д Ы

П ри исследовании колебаний динам ических систем необходи­
мо зн ать  законом ерности  изменения момента м еж дучастичного
трения, коэфф ициентов  р ассеи ван и я  энергии и м одуля  упругости 
второго рода в зависимости от деф орм ации.

У становленны е опытами горизонтальны е участки  кривых 
x^ 2  =  f ( y ) ,  р асп о л агаю щ и еся  в ди ап азо н е  н ап ряж ений , доп ускае­
мых в машиностроении, и неизменность м одуля  упругости в этой 
области  деф орм ац и и  облегчает  л и н еари зац и ю  диф ф ерен ц и альн ы х  
уравнений собственных и -вынужденных колебаний реальн ы х  (не­
консервативны х) систем.
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