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JI. И. Фридман

О РАСЧЕТЕ КОЛЕБАНИЙ ДИ СК О В НА ОСНОВЕ
УРАВН ЕНИ Й  ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

П ри проектировании и доводке  Г Т Д  расчеты  колебаний 
дисков турбин и компрессоров, н ар я д у  с расчетам и  на проч 
ность, определяю т конструктивны е ф орм ы  и разм еры . И зв е с т 
ные методы расчета  колебаний  дисков основаны  на  у р а в н е н и 
ях колебаний  пластин, построенных в соответствии с гипоте
зой К ирхгоф а. П осл едн яя  д ае т  сущ ественную  погреш ность  при 
описании высш их форм колебаний . У точненные теории к о л е 
баний пластин, основанны е на ан ал о ге  гипотезы Тимош енко 
д л я  стерж ней  [4] имею т больш ую  область  применения при о п и 
сании частот  низш их форм, однако, они т а к ж е  д аю т  п о гр еш 
ность при определении ч ас т о т  вы сш их форм. П оэтом у методы 
расчета  колебаний  дисков, основанны е на у р авн ен и ях  теории' 
пластин, им ею т предельную  точность, которую  н евозм ож н о  
превзойти. П огреш ность  расчета  тем больш е, чем вы ш е р а с 
с м а тр и в а ем а я  ф орм а, она сущ ественна д л я  практически  р е а л и 
зуем ы х форм и приводит к н еп рави льном у  вы бору  разм ер о в  
диска, не обеспечиваю щ их необходимую  отстройку.

З н ачи тельн о  больш ую  точность д аю т  расчеты , основанны е 
на уравн ен и ях  теории упругости. О д н а  из возм ож ностей  п о 
строения м етода р асчета  колебаний дисков  на основе у р а в н е 
ний теории упругости за к л ю ч а е тс я  в точном решении д и н а м и 
ческой за д ач и  д л я  полого конечного ци ли ндра , мысленном 
разбиении д и ск а  на  части цилиндрической  ф орм ы  и на основе 
полученного точного реш ения обратной  сты ковке  цилиндров 
в диск.

И звестны  реш ения д инам ических  з а д а ч  теории упругости 
для  конечного ц и ли ндра  только д л я  сл у чая  осесимметричных 
колебаний [2], [5], [6]. К о л ебан и я  дисков  происходят, к а к  п р а 
вило, по неосесимметричны м ф о р м ам  (с у зловы м и диам етра-  
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ми). П оэтом у  исклю чается  построение решений д л я  диска  на 
основе известных реш ений д л я  цилиндра .

Н и ж е  дается  решение неосесим м етричной динам ической  
задачи д л я  конечного ц и л и н д р а .  З а д а ч а  р еш ается  методом 
Б. Л . А б р ам я н а  [1], п р и м ен ен н о го  им д ля  статической осесим
метричной задачи . На о с н о в е  реш ения , полученного по о п и сан 
ной вы ш е схеме, строится р а с ч е т  диска , которы й к а к  со став 
ная частьу м ож ет  быть и с п о л ь з о в а н  при расчете  связан н ы х  ко 
лебаний ди ска  и лопаток.

В безразмерн ы х ц и ли н д р и ч еск и х  ко о р д и н атах  р, ©, z, отне
сенных к характерном у л и н е й н о м у  разм еру ' R , перемещ ения 
собственной формы, х а р а к т е р и з у е м о й  числам и т  (номер п а 
р ам етра  разделения при отдел ен и и  ф ункции времени) и k, м о
гут быть запи сан ы  в в и д е

U р mk  = =  U р m k  COS k  0 ;

Uemk  =  Uemk Sin k  0;

U z m k  === Uzmk  COS k  0 .

З д есь  u 9 mk, uemk, uZmk — ф ункции p и z, которы е могут 
быть зап и сан ы  через в о л н о в ы е  ф ункции Ф mk, x¥\mk, х¥ 2тк [3]

тк —----------------Ч------ ~ Х¥ 2тк>

..   k  ( ф  I ^ У 2 тк .
Ue>mk —  ^  Ф т к  " т  $ г  } д  р  ’

и — ® ( гЬ I I f t m k \ 2ur
U*mk — [ Фт/г +  д ъ ) I Со / 1т/г*

П ри  этом функции Ф тк и x¥ i mk (/ =  1, 2) определяю тся  
уравнени ям и
&-фть , 1 дФпь  , д*фтк t.k* X*тк  I 1  ф тк i °  ф тк  _   1 тк \  ф  а

~  ~ д Г ~  +  I Р2 с12 / ~д р*
д ’ ®lmh  I 1  ^  ^ im k  | d ^ i m k  __ ( _ ^ 2 ' Л и / г  \  1т г  _  л .  П \

~ р 2 " +  7 ------- W  ’Г д 7'2 • ' ‘°2 с2а )  1 '
/ = 1 , 2 .

Зд е с ь  Хтк — б е з р а з м е р н а я  частота , отнесенная  к  c!R\
с — V ~ E g l y  —  скрость р асп р о стр ан ен и я  возм ущ ений в одн о
м ер н о й  зад ач е ;  Е  —  м одуль  упругости; у — удельны й вес; g — 
ускорение земного пр и тяж ен и я ;

=  V (1 +  ^  1 ~ЛГ); С2 =  / 2 (1 +  v) б езр азм ер н ы е  скорое-
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Тй расп ростран ен и я  изменений объема и формы; v — коэффи. 
циент П уассона.

П ри м ен яя  метод р азд ел ен и я  переменных к уравнени ям  (1 )? 
запи ш ем  решение их в виде суммы двух рядов:

СО 00
Ф т к  =  ^  ф m k n  Z j p  4 ~  У  m k q  x { / J

n=Q q - 1 Rq

OO g OO

T m ,  -  S Y , * * .  - J L - + g v lmt, » v >. (2)

4 W  =  S  4 W ,  г<л  +  2  «72mt,  .
л = 0  ^ = 1

Здесь

ф m k n = z  A k n l  k  ( p  Ym ftn )  4 “ В / m I \ k  ( p  \ m k n )  |

"ЧРi m k n  = =  A - i k n  I k  ( p  d m f i n )  4 "  B j k n  K k  ( p  f a m k n )  ( /  =  1 ,  2 ) ;

У  mkq == C k q  S h  ( 0  mkq £  4 ~  D  kq c h  (iimkq  2 J  

W im k q  = =  C ik q  S h  Q,mkq % 4 “  B) i k q  c h  Q mkq Z ( i  ^  1 ,  2 )  ;

У 2 m k n ~  ( п  я / в ) 2 —  { / k m d C \ ) 2 ', 0 B2 m k q  =  ( ^ j ^ ) 2 —  i p m k / C i ) 2 |

6 2m k n =  ( п л / e ) 2 —  i k m j c 2) 2', Q2mkq =  (Aj^) 2 _  {%mk/c2) 2\

Z U )  =  a</> c o s  —  4 -  3</> s i n — ;/z /2 £ . 4 n  £ >

к й  =  ^ ь р л (4 + о < л т 4 ( р л ^ ) ;
e — б ез р аз м е р н а я  вы сота  цилиндра;

( р ^ У ),  T A (р А У ) — функция Б есселя  первого и второго 
ро д а  соответственно, /г-го порядка; 1 к ( р у « * п), Kk (pymkn) —
м оди ф и ц и рован н ы е  функции Бесселя  первого и второго рода 
m -го п орядка ;  A kn> B kn> A ikn, B ikn, C kq, D kq, C ikq> D m q ,  E p q ^ G p q  ,  

v-n \  ЗдУ). — постоянные. .
Р а с с м а тр и в ае т с я  д в а  в ар и ан та  представлен и я  решения,- 
В первом в а р и а н т е  ( / =  1) п олагаем  а,(/ > =  1; Й ;) =  0;

p ( i)  _  d ^hЛ ? К р )  . dh ( P hi ]q) ( ч
L * q -  Т [~  ~  (Р =  ро) ’ = ------------ Т Г  (р  =  Ро)

(ро — б езр азм ер н ы й  ради ус  внутренней поверхности ц и ли н д 
ра)  и hbq — полож и тельн ы е  корни, р асп олож ен н ы е  в п орядке  
во зр астан и я  (q — номер ко р н я ) ,  определяю тся  из у равнени я

         



 

pj — б езразм ерн ы й  ради ус  внеш ней поверхности цилиндра.
П ри  втором в ар и ан те  ( /==  2) по л агаем  а {Р  =  0; — 1;

E % = r * ( Pah m ; Of> =  h ( p h m ) - ,

ft!?} —  п олож и тельн ы е  корни оп ределяю тся  из уравнени я  

/* (Р1 Лй> +  (Р! ЛЩ) =  0.

З ам ети м , что функции удовлетворяю т условию  орто- 
тональности

Г к Ц к $ Н ' р  =  о ( р ^ ч ) .
Ро

И з у равнени я  Б есселя  д л я  функции м ож но получить 
условие ортогональности  в виде

Pi

S
Ро

( р Ф ч )
Грани чны е условия д л я  свободного ци ли ндра  могут быть 

зап и сан ы  в виде

р  — ро И Р ; =  P i Op mk 0 ; Tp0 mk — 0 j Тр zm k —

2  =  0 И Z — В Ozmk  ==  Тр zm k  =  0 | %Вгп}к ~  0.

Д в е н а д ц а ти  граничны м  условиям  соответствует столь
ко ж е  последовательностей  произвольны х постоянных.

В первом в ар и ан те  реш ен ия  (/ =  1) точно удовлетворяю тся  
Граничные условия  д л я  Тр z m k  и Т B z m k  на торцевы х плоскос
тях  .2 =  0 и z  — е, д л я  тр zmk на  боковы х поверхностях  р =  Ро 
и р =  р ь  Эти ж е  условия  п озволяю т  исклю чить ш есть после
довательностей  прои звольны х постоянных. О стальн ы е  гр ан и ч 
ные условия после р а зл о ж е н и я  в тригонометрический р я д  ги 
перболических- функций на боковы х поверхностях  (в условиях  
о9тк =  о и Tp0 mk =  о при р =  р 0 И р =  p i) И В рЯД  ПО X $
м оди ф и цирован ны х функций Бесселя  на торцевы х плоскостях  
(ozmk =  0 при 2  =  0 и z  =  е ) , д аю т  ш есть бесконечных после
довательностей  линейных алгебраи чески х  уравнений и могут

d  K<2j  ь

do ^  р *4
d  KL2) k
- ^ L ± ± K & j p d p  =  0 .

            



 

 

быть удовлетворены  с любой зад ан н о й  степеныб точностй. 
П ри  уд ер ж ан и и  в р я д ах  (2) конечного числа N  слагаем ы х  
п орядок  усеченной системы равен  6N.

Второй в ари ан т  реш ения позволяет  точно удовлетворить 
Граничным условиям  O z m k  =  0 При 2 = 0  1 1 2 = 8 . О ставш иеся  
граничны е условия т а к ж е  удовлетворяю тся  с зад ан н о й  точ
ностью и д аю т  десять  бесконечных последовательностей  л и 
нейных уравнений. П ри у д ер ж ан и и  в р я д а х  (2) N  сл агаем ы х  
п орядок  усеченной системы равен  10 N.  П ри  этом граничные 
условия на торцевы х плоскостях  д л я  второго ва р и а н т а  р еш е
ния зап и сы ваю тся  в виде

'-рz tnk  “Н т Q z m k  = =  0 ;  T p z m k  ТQzt nk —  0 .

Т а к а я  з.апись граничны х условий п озволяет  перейти от 
ф ун кц иональн ы х уравнений к бесконечным п оследовательн ос
тям  линейных алгебраи ч ески х  уравнени й  после р азл о ж ен и й  
функций
d l

_ * т . *K k
к 5 do

в ряды  по

*<7 d  о
К Ч ------- 1П2) •

1 о k q  1

к (

k q
k— K(JK

■ p k q

однородной системыУсловие р азреш и м ости  полученной 
д ае т  частотное уравнение.

П олучен ное  реш ение явл яется  точным, численная  р е а л и з а 
ция его имеет  ограниченную  точность,- оп ределяем ую  чис
лом N. у д ер ж и в аем ы х  в р я д а х  слагаем ы х . С оставлен а  п р о 
г р а м м а  р асчета  частот ци ли ндра  на я зы к е  «Ф ортран»  и р е а 
ли зо в а н а  на  Э В М  Е С - 1033.

В обоих ва р и а н та х  реш ения  получена х о рош ая  сходимость: 
частоты, полученные при N  =  4, практи чески  не м еняю тся  при 
д ал ьн ей ш ем  увеличении N.  В табли ц е  сопоставляю тся  резуль-

Параметр
разделения, m

Безразмерные частоты, ^

1 вариант 2 вариант

1 1,0722 1,08051
2 2,12126 2,14038
3 2,9487 2,954705
4 4,5627 4,49402
£ 5,0372 5,02789

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

таты расчета  частот по двум в ар и ан там  реш ения  д л я  сплош 
ного ци ли ндра  (ро =  0) при осесимметричных колебан и ях  
(k  =  0) д л я  е =  0,5 при р азл и ч н ы х  п а р а м е т р а х  т.  (В качестве  
характерного  линейного р азм ер а  принят н ар у ж н ы й  радиус  R
ци ли н дра) .  В первом вар и ан те  у д ер ж ан о  N  =  6 членов р я д а х
(2), во втором — N  =  8. К а к  видно из таблиц ы , оба  в ар и ан та  
решения д аю т  со вп ад аю щ и е р езультаты .

Н а  рис. 1 приведена п ервая  частота  полого цилиндра 
(р0 =  0,2) в зависимости  от относительной высоты ци ли ндра  8 
для  k  — 0 (осесимметричны е ф ормы) и /г =  4.

о,5 1 е
Относительная высота.

Рис. 1. Зависимость частоты поло
го цилиндра от его относительной

высоты

Рис. 2. Схема разбиения диска
на цилиндрические столбцы и пояса

У словим ся н азы в ать  концентричные цилиндры  одинаковой 
■высоты цилиндрическим поясом, а цилиндры  с одинаковы м и 
р ади усам и , стоящ ие друг  на д руге  — цилиндрическим  сто лб 
цом. Д и с к  р азб и в ается  на цилиндрические столбцы  и ц и ли н д 
рические пояса. Н а  рис. 2 п о к азан о  разби ен и е  ди ска  на 8 ци
линдрических поясов и_9 цилиндрических столбцов. П ри т а 
ком разбиении граничны е условия в п р ед ел ах  одной из четы 
рех поверхностей к аж д о го  ци ли ндра  не меняются.
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Ц илин дры , р асп о л о ж ен н ы е  в одном поясе, сопрягаю тся  по 
боковым поверхностям , д в а  ци ли н дра  в поясе имею т по одной 
свободной боковой поверхности. Ц или н дры , р асп олож ен н ы е  в 
одном столбце, со п р ягаю тся  по торцевы м  плоскостям , одна из 
торцевы х плоскостей к а ж д о го  край него  ц и ли ндра  свободна. 
Н а  одной из торцевы х плоскостей  ка ж д о го  цилиндрического 
пояса р асп олож ен о  н ач ал о  отсчета координ аты  z.

Е сли обозначить  номер столбца  i (счет столбцов ведется  в 
сторону во зр астан и я  ради уса)  и номер п о я с а '/ ,  то удобно вес
ти двойную  н ум ераци ю  цилиндров  /, /.

У словия со п ряж ен и я  по боковым поверхностям  м ож н о з а 
писать в виде:

(J J )(p = *p ,) =  бр д а Л ( /+ 1 , / ) (Р “ Ро) ;

T f ©  mk { 7 , / ) ( p = r p , )  —  "CpQ m f t ( / - H J ) ( p * = p 0 )  >

—  "p zmk  ( i  +  l j ) ( p = p 0) '» ( 3 )

Щ mk  ( / , / ) ( p = Pl) == Wp rnk (f -H ,; ') (p = p o ) ;

W e  m k  ~  W © m k  ( /  +  W ) ( P = “f\>) ;

l l z m k ( i , j ) ( p = p , )  —  ( t + l , / ) ( p  =  p „ )  •

К а ж д о е  из зап и сан н ы х  условий после р азл о ж е н и я  в них 
гиперболических ф ункций в тригонометрический ряд , д ает  
бесконечную последовательность  линейны х алгебраических  
уравнений.

У словия со п ряж ен и я  по торцевы м плоскостям  имею т вид

^ztnk(  i , J ) ( z = z )  — a z t nk ( l , J +] ) ( z = 0 )  ',

”-0  zmk  T© z mk ( i > j + l  ) (« = o ) >

^pzmk (I,  j ) ( z = t ) ~  T p z mk( i ,  ( z—0)

Upzmk( l , j ) ( z=*t )  == Ц? mk( l , j+ l ) ( z=:Q)  \ (4)

4 & m k ( i , J ) ( z = s ' j  = =  W© т к  ( i , j + \ ) ( z —0)  j 

U z m k ( i , j )  ( г — s ) 5̂  W e m A ( 7 , / + l )  ( г = - 0 )  •

Д л я  первого ва р и а н т а  реш ения  первы е д в а  условия (4) 
д аю т  ф ункц иональн ы е уравнени я , которы е не переходят  в 
алгебраические . П оэтом у  метод расчета  ди ска  удобно строить 
на основе второго в а р и а н т а  реш ения динам ической  зад ач и  
теории упругости д л я  цилиндра.

В этом случае  второе и третье  условия  (3) зам ен яю тся  
следую щ ими:
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^Cp-zmk 4 -  Ъ  m k \ l , j ) ( g ~ t )  —  znat “Q zmk) (  i , j + l ) ( z = 0 )  J

(Tp zm.K ^ 0  ж ) ( / > У ) ( 2 = е )  —  i ^ f z m k  T0  z m « ) ( i , / - H ) ( z = 0 ) -  ( 5 /

П ервое  условие (3) и первые д в а  условия  (4) удовлетвори- 
ются точно, третье  условие (4) после р а зл о ж е н и я  м оди ф и ци
рованны х ф ункций Б ессел я  в ряды  по х*2] и условие (5) после 
р азл о ж ен и й  функций
dlk  _i_ ^ /  . dKf? k j .

~ d T ±  p

в ряды  no и X-

переходят  в бесконечные последовательности  линейных у р а в 
нений.

П ри  расчете  ди ска  порядок  усеченной однородной системы 
линейных уравнений зависи т  от чирла N  у д ер ж и в аем ы х  
сл агаем ы х  в р я д ах  (2) и от числа цилиндров, на которы е р а з 
бивается  диск.

Т аки м  образом , з а д а ч а  д л я  ди ска  сводится к реш ению си 
стемы однородны х линейны х алгебраических  уравнений, с о о т 
ветствую щ их четырем типам  граничны х условий: д л я  с в о б о д 
ной боковой поверхности, д л я  свободной торцевой поверхнос
ти, д л я  со п р яж ен и я  по боковой поверхности, д л я  соп ряж ен и я  
по торцевой плоскости.

Условие разреш и м ости  полученной системы д а е т  частотное 
уравнение.

В отличие от реш ения  д л я  ци ли ндра  реш ение д л я  ди ска  
явл яется  при ближ енны м , точность его зави си т  от степени п р и 
б ли ж ен и я  диска , состоящ его  из цилиндров, к  реал ьн о м у  д и с 
ку, т. е. от разби ен и я  ди ска  на цилиндры . Ч и сл ен н ая  р е а л и 
зац и я  описанного м етрда находится  в стадии р азр або тк и .
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УДК 519.65

Д. В. Хронин

АВТОМ АТИЗИРОВАННОЕ П РО ГН О ЗИ РО В А Н И Е  И
ПРОЕКТИ РО ВАН И Е АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫХ
ХАРАКТЕРИСТИК ГАЗОТУРБИННЫХ Д В И ГА Т Е Л Е Й

В качестве  средств  борьбы  с в и б рац и ям и  в авиаци онны х 
газотурбин ны х д в и га те л я х  использую тся  упруго-демпферны е 
опоры  роторов, д ем п ф ерн ы е  устройства  в р азл и ч н ы х  у зл ах  
дви гателя ,  конструкционное трение. П роизводится  частотная  
отстройка системы от резонан са . В м есте  с тем  м ож н о  о тм е
тить, что р а зр а б о т а н н ы е  в н асто ящ ее  вр ем я  р асчетно-теоре
тические м етоды  оценки вибраций  д ви гателей  и особенно 
оценки влияни я  р а зл и ч н ы х  кон структи вны х м ероприятий  на 
ам плитудно-частотн ы е хар актер и сти ки  (АЧХ) двигателей  
весьм а  трудоем ки  и их ш ирокое применение возм ож н о  лиш ь с 
помощ ью  современны х ЭВМ .

В этой связи  п р е д с та в л я е т  интерес и зл о ж ен н о е  в настоящ ей  
статье  освещ ение некоторы х особенностей А ЧХ  дви гателей  и 
методов авто м ати зац и и  построения, а н а л и за  и п ро гн о зи р о ва
ния АЧХ дви гател ей  в процессе их проек ти рования  и доводки.

В и браци онны е х ар актер и сти ки  газотурбин ны х  двигателей  
ф орм ирую тся  в процессе проек ти рован и я  двигателей , когда 
вы би рается  их кон струк ти вн ая  схема, р асп олож ен и е  опор р о 
торов, способ подвески д ви гателя ,  геометрические р а зм е р ы  и 
ж есткость  основных частей и д етал ей  роторной системы и к о р 
пусов д ви гателя .  П оэтом у  у ж е  на ранней  стадии  п р о ек ти р о ва 
ния ж ел ател ь н о  возм ож н о  точнее п рогнозировать  основные 
ви брацион ны е свойства  колебательн ой  системы д ви гателя .

С ледует  отметить, что слож и вш и еся  ам плитудно-частотны е 
х ар актер и сти ки  вы н уж ден н ы х  колебаний  дви гателей  я в л я ю т 
ся весьма стабильны ми. В ведение дополнительной  п о д а т л и -
вости отдельны х опор роторов или изменение ж есткости  от- 
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