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В ибрационная прочность и надежность авиационных двигателей

Н С. КОНДРАШОВ

О П АРА М ЕТРИ Ч ЕС К И Х  К О Л ЕБА Н И Я Х  Т Р У Б О П Р О В О Д О В

Трубопроводы  летательн ы х  ап п аратов  и д вигателей  подверж ены  
действию  разн о о б р азн ы х  переменны х сил, которы е в ы зы ваю т  у с т а 
лостные поломки, течи, потертости и т. д. И з  всего м н огообрази я  
переменных сил н аи более  существенны только кинематические воз
действия, св язан н ы е  с ви б р ац и ям и  корпусов, и пульсации в проте
каю щ ей внутри ж идкости . П оследние  могут вы звать  п а р а м е т р и 
ческие колебан и я  трубопроводов.

К настоящ ем у  времени вопросу влияни я  п ротекаю щ ей  внутри 
трубоп ровода  ж и дк ости  на его поперечные колебан и я  посвящ ено 
несколько работ: [1], [2], [3], [6 ], [7]. В первых двух исследовано 
в лияни е  скорости стац ионарн ого  потока, причем в ( 1] трубопровод  
р ас с м ат р и в а л с я  к а к  ги б кая  нить. В этих двух  р аб о тах  были полу
чены ф орм улы  д л я  частот свободных колебаний и вы тек аю щ и е из 
них условия  д л я  статической потери устойчивости. В р аботах  
[6 ], [7] исследованы  свободные колебания  трубоп ровода  к а к  балки, 
с учетом д авл ен и я  и скорости внутреннего стац ионарн ого  потока. 
Во всех перечисленный р аб о тах  свободные к олеб ан и я  трубоп ро
водов рассм атр и в ал и сь  в линейной постановке.

Л и н е й н а я  за д а ч а  динам ической  устойчивости трубоп ровода  
(парам етри чески х  колебаний) впервы е бы ла  п оставлен а  и реш ена 
в [3]. Р а с с м а тр и в а я  влияни е  пульсирую щ его  потока на  колебания  
трубоп ровода , автор известными приемами приводит д и ф ф ерен 
ци альн ое  уравнение  к виду М атье-Х и лла  и в д ал ьн ей ш ем  строит 
области  динамической неустойчивости. Эксперименты, проведен
ные автором, п о д тв ер ж даю т  тот факт , что в о б ластях  неустойчи
вости возни каю т интенсивные поперечные колебания . О дн ако  ре
шение линейной зад ач и  не позволило автору теоретически опре
дели ть  ам плитуду  устан овивш ихся  колебаний .

Тем не менее вопрос определения ам плитуд  установивш ихся  
колебаний явл яется  не менее важ н ы м , чем определение областей 
неустойчивости.
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В настоящ ей статье  реш ается  за д а ч а  о п арам етрических  ко
лебан и ях  трубопроводов с учетом дем п ф и рован и я  и цепных р а с 
тяги ваю щ и х  усилий.

' Р ассм о тр и м  прямолинейны й участок трубоп ровода  на п од атли 
вых опорах  с линейными упругими х ар актер и сти кам и  (фиг. 1 ),

Фиг. 1.

внутри которого протекает  ж и дкость  под д авлен ием  р  со скоро
стью v, с 1, с2, сз — соответственно угловая ,  поперечная  и п р о 
д о льн ая  ж есткости. Д л я .  д альн ейш его  предполож им , что:

1 . изменением скорости и плотности ж идкости  м ож но прен еб
речь;

2 . з акон  изменения д авл ен и я  в ж и дкости  известен, и попереч
ные колебан и я  трубки не вы зы ваю т  в ж идкости  никаких  до п о л 
нительных волновы х явлений;

3. известны дем п ф и рую щ ие свойства опор и м атер и ал а  трубо
провода, трением в ж и дкости  и трением о воздух  м ож но пренеб
речь.

К ром е перечисленных, остаю тся в силе все обычные до п у щ е
ния сопромата .

С учетом р астяги ваю щ и х  цепных усилий и д ви ж у щ ей ся  под 
давлен и ем  ж идкости , свободной от предполож ен ия  1 , поперечные 
колебания  трубоп ровода  описываю тся уравнением:

д1 М ± „  +  п ?JL L n  ^  [ ( д У - У н г - а  Ж
д х* +  1 д х2 ■** 2 dxd t  +  3 д р  4 д х  +  5 д х2 ) { д х )  жи 4

Здесь
„  _  р / о  +  m ov2  . „  2 m 0V'
Ul ---   F r  , U2   гг г , “ Я —E l  ’ 2 “  E l  ’ 3 E l

dp (  dv dv 'dp f  dv dv \
f° d 7  +  m« [ v dx +  dTja* = -------- ft--------; a, = — C,F

£ 7  ’  5 2 /  ( £ F  +  c3/)  ’

/ 0 — площ адь проходного сечения;
E l — ж е с т к о с т ь  сечения на изгиб;

E F  — ж ес т к о с т ь  сечения на растяж ение; 
m , m 0 — погонные массы пустого  трубопровода и ж и дкости .

Все рассм отренны е ранее  уравнения , описываю щ ие попереч
ные колебания  трубопровода  с учетом протекаю щ ей внутри ж и д 
кости, являю тся  частны ми случаям и  уравнени я  ( 1 ).
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Если источник возмущ ения, например, насос, создает  моно- 
I лрмоническое возмущ ение, то в силу предполож ен ия  1 закон  и з
менения внутренних п арам етров  мож но зап и сать  в следую щ ем 
виде:

Зд есь  р0, v0 — постоянные составляю щ ие давления и скорости; 
Др — амплитуда пульсаций давления; 

ш — круговая  частота  пульсаций.
Зависимости  (2) явл яю тся  достаточно справедливыми, если  

длина продольной волны в ж и дк ости  значительно больш е Длины

трубопровода: Х =  —  > 1  (с — скорость звука). Если X соизмерима

с I, то при заданных Ар (2) приводит к завыш ению амплитуды 
колебания и расширению областей неустойчивости.

Д л я  решения уравнения  (1) воспользуем ся  методом Бубнова — 
Галеркина. Примем приближенно:

где подлеж ащ ие определению ф ун кц и и  времени;
<?i (х) — аппроксимирующие ф ункции, удовлетворяю щ ие гранич-

В качестве  функций (х ) могут быть выбраны формы попереч
ных колебаний (балочные функции) или формы при продольном 
изгибе.

В поставленной за д ач е  практический интерес представляет  
исследование парам етрических  колебаний вблизи частоты основ
ного тона. П оэтом у ограничим ся  первым членом р я д а  (3).

В дальнейш ем индекс 1 опустим. П рименяя к уравнению (1) 
метод Бубнова — Галеркина и замечая, что для  симметричных гра

ничных условий j  ф' (х) ср (х) d x  =  0, получим обыкновенное диф-

р =  р0 +  Ар cos wt, 
v =  v0.

(2)

П
(3)

ным условиям.

У(х, D = / 1  (0  ? i W ' (4)

О
ференциальное уравнение

/" +  2 2 ( 1  __ 2u cos u>/) /  +  i / 3 =  О, (5)

где

22 =

( у1 v <cdx-]-al j <f'\dx 
1 0 0 2  — собственная частота без учета не-

j  cp2dx
о

линеиности,
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П р е ж д е  чем перейти к  решению  уравнени я  (5 ) ,  д обави м  в не
го член, соответствую щ ий силам  трения. П редп о л о ж и м  пока, что 
трение вязкое. С учетом вязкого  трения вместо (5) будем иметь:

где е — коэфф ициент зату х ан и я  д л я  основного тона, который 
легко определяется , если известны дем п ф и рую щ ие х ар актер и сти 
ки опор и м а т е р и а л а  трубоп ровода .

А налогичное уравнение  бы ло получено В. В. Болотины м  [4] 
д л я  динам ической  устойчивости стерж ней.

В качестве  при ближ енного  реш ения  уравнени я  (6) воспользу 
емся гармоническим приближ ением .

Это п ри ближ ение  практически достаточно д л я  основного п а 
раметрического  резонан са ;  побочные резонансы  здесь не р а с 
см атри ваю тся  из-за отсутствия к ним .практического интереса.

П одставим  (7) в (6) и в соответствии с методом Б у б н о в а — 
Г ал ер ки н а  потребуем, чтобы р езу л ьтат  подстановки  (L) был о р 
тогонален  к а ж д о й  из функций:

В результате  интегрирован ия  получим систему двух  однороД' 
ных уравнений относительно а  и Ь.

Здесь  А  — У  а2 +  62 — ам плитуда  колебания.
И з  условия  сущ ествования  нетривиального  реш ения п р и р а в 

няем детерм ин ан т  системы (8) нулю и, р а с к р ы в а я  его, получим 
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f" +  2е/' +  2 *  (1 — 2 [a cos W ) /  +  у / 3 =  О, (6)

Р . Оi t  , . 0>t
f t =  a s i n y  + 6 c o s y . (7)

Sin у  и COS у ,

CO CO

0 0

[ 2 2 (1 +  !а) — у ]  а —  ешб +  у  yA2a = 0 ;  

J^Q2 (1 — p) j  b — ewa -f у  ~[A2b — 0. (8)



* - 7 k - \ / ' * - i ± v * - ~ - * 9>

n  =  Л у, o =  ^ y  — декремент колебания д ля  основной формы.

Н а  первый в зг л я д  м ож ет  показаться , что полученное решение 
справедли во  только д ля  в язкого  трения. Н о вязкое  трение в кон
струкциях трубопроводов  почти не встречается. Н аоборот , трение 
в м а те р и а л е  и в опорах  практически не з а в и с я т  от скорости де- 

. ф орм ирования . В связи  с этим используем упруго-вязкую  схему 
[5]. Д ел о  в том, что ам плитуда  установивш ихся колебаний з а в и 
сит не от х а р а к т е р а  изменения силы трения, а от  величины р а с 
сеянной за  цикл энергии Ч'фл).

Считая процесс колебания моногармоническим с частотой ~

(точность метода решения уравнения (9), вычислим величину по
терянной за цикл  энергии в упруго-вязкой схеме.

Ф =  (10)

фициент вязкости  k  =  — по которому определяем условный

Формально приравнивая *F(A) и (10), получим условный коэф-
-  24-

коэффициент затухания .

2 $ =  -  =  21У(Л).  . (11)
( t n  т \  1 тт<,\АЪ (г П -  - L -  m \  I  '  •( т 0  +  т) I  к ш А 2 ( т 0  - f  т )  Г  

П осле  подстановки  (11) в (9) имеем

■ « - 4 .  (12)

где

Я —  ________11 (-4) /  1
АЧГ‘ (т0 +  т) Г  к >

В конечном счете о =  о(А) определяется  по экспериментальной з а 
висимости Ч/’(А). Е сли  известны демпфирую щ ие свойства опор и ма
териала, то при заданной форме колебания вычисление lF (A) не 
представляет  труда.

П одставляя  зависимость о(А) в (12), можно известными спосо
бами решить полученное уравнение относительно А.

И ногда эксперим ентальную  зависимость (13) удобно ап п рок
сим ировать  степенным рядом

8(A) =  80 +  §!А -|- 83А2 ф- о3А3 -(-••• (14)

Д л я  некоторых частных случаев  р езу л ьтат  подстановки (14)
в (12) легко р азр еш ается  относительно Л.

1. о =  80 А вы числяется  по формуле (12)
2. 5 =  \ А

12—3865 ' 177



А нализ полученных формул показывает, что если в системе 

то ль ко  линейное демпфирование, то при р ^  —  и /г—» о о  оба ре-
.1 20 пш ения стремятся  к асимптоте А  =  у  у -  (фиг. 2а). Т олько при

а) Е) с

нелинейном демпфировании имеем конечную амплитуду при любом 
п  (фиг. 2е). П олучен ны е формулы для амплитуды дают два реше
ния, третьим решением яв л яется  тривиальное А  =  0.

З д есь  не исследуется устойчивость полученных решений, но 
по аналогии  с рассм отренны м и ранее  нелинейными за д ач а м и  
м ож н о  с казать ,  что:

I. Реш ение, соответствую щ ее ниж ней ветви кривой (ветвь вс 
на фиг. 2 в)  неустойчиво.
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2. Т риви альн ое  решение неустойчиво в ди ап азо н е  на у ч а 
стке cd.

3. И зменение ам плитуды  по частоте b при прям ом  и обратном  
ходах  происходит, к а к  п о к азан о  на фиг. 2в стрелкам и .

И з  полученных ф орм ул  (12), (15), (16), (17) мож но непо
средственно определить ам плитуду колебания  д л я  лю бого п. 
Очевидно-, кроме этого, ин ж ен ера  интересуют и более конкрет
ные вопросы, а именно: на каких частотах  начнутся  п ар ам етр и 
ческие колебания, как о ва  величина м аксим альн ой  ам плитуды  и 
на какой частоте она достигается.

П о л а г а я  в (12) с учетом (14) Л =  0, получим частоты, на ко
торых начинаю тся парам етрические  колебания  при прямом и 
обратном  ходах.

По сущ еству  (18) явл яется  уравнением границы устойчивости 
в координатах п  — р, которое было получено в [3]. Разница со
стоит  в том, что в [3] величина р зависит от п,  мы ж е предполо
ж и ли  в начале, что р — известно. В формуле (18) ( +  С о о тветству ет  
точке а, а (—) точке b (фиг. 2Ь).

Из условия =  0 находим сравнительно простые формулы

для максимальных амплитуд и частот, соответствую щ их им 
(табл. 1).

Г

(18)

Таблица 1



В еличину максимальной амплитуды можно сравнительно про
сто определить для  любой зависимости декремента от амплитуды. 
Из (12) видно, что Л шах соответствует равенство нулю  внутрен
него корня, т. е. =  о(Д). З н ая  экспериментальную зависимость 
8(A), можно графически определить Л шах (фиг. 3).

Здесь следует заметить, что 
Л тах зависит только  от коэфф и
циента возбуж дения  р и от демп
фирующих свойств системы. Это 
по-видимому, объясняется тем, 
что, как  и в вы нуж денны х коле
баниях, при Л =  Л тах возбуж да
ющие силы идут только  на пре- 

>' одоление силы трения.
Статическая устойчивость тру- 

фиг д бопроводов является  предельным
случаем динамической устойчиво

сти. П олож ив в (12) п — 0 и [J. =  0, получим амплитуду статичес
кого прогиба

(19)

Щ  П ока S 2 полож ительна, трубопровод статически  устойчив. У с
ловие Q =  0 дает критические параметры, соответствующ ие началу 
потери статической устойчивости. При конечном отрицательном 
Q2 получим конечные значения Л.

РВ заключение рассмотрим частный, но очень распространенный 
случай — ж есткую  заделку. В качестве аппроксимирующей ф у н к 
ции ф (х ) выберем кривую  прогибов при статической  потере устой
чивости:

(х) =  (1 — cos ~ \  (20)

П родольная ж есткость  для  заделки с3 — оо. П одставляя  ср (х) 
и с3 в (5), получим:

Q2 =  .1® j l l  EI ( \  _  J L  Pofo +
3 /4 m w 0 V 4 it2 E I

о  b P I  о . . .  4 " 4 E I2[J. =  — л ---------------------------- . Y =  -
,  r r  f  0 3 / 4  m 0  +  m  '4 (a EI Pof о — /л0г0-

B качестве примера рассмотрим стальной трубопровод из 

IX I8 H 9 T  ( Е =  1 ,7 8 -Ю6 С̂  длиной / =  50 см, с внутренним и внеш 

ним диаметрами d =  0,6 см,  £) =  0,8 см,  по которому течет п уль
сирую щ ая ж и дко сть  с параметрами:

tip =  10 атм, р0 — 200 атм,  п0 =  200

=  у0=  10~3 — По (21) вычислим Iх (pi. =  0 ,0165).
/О см



Д л я  рассм атри ваем ого  трубопровода, закреп лен ного  ст ан 
д артны м и ж естки ми з а ж и м а м и  из сп л ава  АВТ, зависи м ость  д е 
кремента от ам плитуды  при ближ енно  м ож но представи ть  в виде:

3 =  3„ Д Л 2, причем, для  А см. 5 =  0,005 и о2 =  5 — .СМ
По формуле из таблицы 1 находим величину максимальной ампли
туды А пах =  0,097 см.  При таких  амплитудах  растягиваю щими 
напряжениями можно пренебречь. М аксимальные изгибные напря
ж ения  определим по формуле

а м а х — ~[г £7 5 /1  тах>  3m ix  ~ 2 -

Если принять з 1 = 1 8  7 -~ ,  то для  рассматриваемого трубопрово-ММ
а ,

да коэффициент запаса прочности 6 =  —  =  1,63. С татическая по-
а ш а х

теря устойчивости возможна лиш ь в длинны х стальн ы х трубопрово
дах. Так д ля  трубопровода d — 0 ,6 см, D  =  0,8 см, р0 =  200 кг/см2,
v0 =  200 см/сек  и у0 =  10 ~3 потеря статической устойчивостисек
возможна лиш ь для трубопровода / =  120 см.  Н о д л я  гибких ш лан 
гов из дюрита, резины, фторопласта и т. д. потеря статической 
устойчивости мож ет привести к значительным отклонениям  от 
прямолинейной формы равновесия и при малых длинах.

И зл о ж ен н ы е  в данной статье  м атери алы  позволяю т опреде
лить величину амплитуды  колебания внутри первой области не
устойчивости. З н ан ие  ам плитуды  позволит в больш инстве сл у ча 
ев не вы полнять частотную  отстройку от частот п =  0,25— 1,5, к ак  
п редлагается  в [3], т. к. иногда это  связан о  с конструктивными 
трудностями и зачастую  ведет к утяж елен ию  системы трубоп ро
водов.
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