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УДК  534.11.001

В. В. Волков,  A. JI. Клумбис,  К. М. Рагульскис

М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  Д Е Ф Е К Т Н Ы Х  С О С Т О Я Н И И
И В И Б Р О Д И А Г Н О С Т И К А  С Л О Ж Н Ы Х  М Е Х А Н И Ч Е С К И Х
К О Н С Т Р У К Ц И Й

. П роведение  испытаний слож ны х  м аш и нны х конструкций, 
состоящ их из неп одви ж н о  соединенных элементов, на у с т а ­
лость, прочность и ресурс связан о  с непрерывной оценкой тех ­
нического состояния конструкций и определением  х а р а к т е р а  
его изменения. С реди м н ож ества  методов оценки технического 
состояния конструкций в последнее врем я ш ирокое расп р о ст ­
ранение получили методы вибродиагностики , основанны е на 
измерении и а н ал и зе  динам ических  хар актер и сти к  [1]. П р а к ­
тическое применение методов вибродиагностики  п редп олагает  
наличие  ин ф орм аци и  о х а р а к т е р е  изменения динам ических  
хар актер и сти к  конструкции в зависимости  от ее дефектного  
состояния. П олучение такой ин ф орм аци и для  слож ны х  м е х а ­
нических систем требует  обш ирны х экспери м ен тальн ы х  иссле­
дований, которые м ож н о сущ ественно сок р ати ть  применением 
м атем атического  м одели рован ия  д еф ектны х состояний о б ъ ек ­
тов диагностирования .

В н астоящ ей  р аботе  п р ед л агается  метод вы явлен ия  и а н а ­
л и за  диагностических при знаков  слож н ы х  механических кон ­
струкций, в основу которого полож ено  м атем атическое  моде-
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Лирование д еф ектны х состояний, проводимое на б азе  р е зу л ь ­
татов  п арам етрической  идентиф икации моделей конструкций 
и применении метода конечных элем ентов  (М К Э ) .

Д л я  р азр аб о тк и  теоретических основ п р ед лагаем ого  м ето ­
д а  рассм отрим  м еханическую  систему с распределен ны м и п а ­
рам етрам и , н аходящ ую ся  под воздействием известной г а р м о ­
нической силы. П усть имеется т а к ж е  некоторая  ап р и о р н ая  ин­
ф орм ац ия , п о зво л яю щ ая  в ы б рать  структуру м атем атической  
модели, наприм ер, в виде д и ф ф ерен ц и альн ого  уравн ен и я  в 
частны х производны х с рядом  неизвестных коэфф ициентов  и 
известными к раевы м и  условиями. Естественно, что т а к а я  м а ­
тем ати ч еская  модель не о т р а ж а е т  полностью всей физики 
происходящ их в системе процессов, но тем не менее при оп ре­
деленны х значен и ях  неизвестных коэфф ициентов  п озволяет  
п р о ан ал и зи р о в ать  поведение системы в условиях  ее д е ф е к т ­
ного состоян ия ..Т аким  о б р азо м , м ож ет  быть п оставлен а  з а д а ­
ча п арам етрической  идентиф икации модели известной с т р у к ­
туры.

О бозначим  частотное уравнение м атем атической  модели ис­
следуемой системы ка к  А == 0, ее неизвестные п ар ам етр ы  Р\,
Р 2, Рп, а вектор собственных частот  й .  Т огда  частотное 
уравнени е  п ри обретает  следую щ ий вид:.

А (Р ъ Ръ Рп, й )  0. (1)

О бы чно п р и м ен яем ая  ан ал и ти ч еская  ф орм а  частотных 
уравнени й [3] су ж а е т  круг реш аем ы х  з а д а ч  из-за  н е в о зм о ж ­
ности составлени я  частотны х уравнений д л я  слож н ы х  м е х а ­
нических с и с т е м . '

В дан ной  работе  д л я  составлени я  частотны х уравнени й  н а ­
ми был применен метод конечных элементов, в котором з а д а ­
ча определения  собственных частот  имеет вид [2]:

det|[K] — й 2 '[Л?-]! -  0,

где [/<] — м атри ц а  ж есткости  системы; [М] — м атри ц а  масс
системы.

Такой  подход позволяет  намного  расш и рить  круг р е ш а е ­
мых зад ач ,  т а к  к а к  он не имеет описанного вы ш е ограничения.

П усть  д ля  рассм атр и ваем о й  механической системы им еет ­
ся эк сп ер и м ен тал ьн ая  и н ф орм ац и я  в виде  вектора  р е зо н а н с ­
ных частот (о. Э ксп ери м ентальн о  о п ред еляем ы е  резонансны е 
частоты  не будут точно со вп ад ать  с собственными частотами 
системы из-за  потери энергии в механической системе и ош й-
бок измерений. С учетом этого уравнение  (1) приним ает  вид: 
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д  (Pi, р 2> •••» Рп, со/) — в/-; j  — 1, 2, п, (2)
где е/ — ош ибка  из-за  несоответствия м еж д у  й /  и со/.

Если измерено п  резонансны х частот, то уравнение (2) м о ­
ж ет  быть в ы р аж ен о  в виде системы из п-х  уравнений отирси- 
тельно п  — неизвестны х п ар ам етр о в  Pi, д ля  которых м ож ет 
быть устан овлен а  проц едура  их нахож дени я .

Д л я  этого используем итерационную  процедуру численно­
го реш ения уравнени я  (2 ) ,  в которой P j 0) , p i 0) , ..., Р („0) — н а ­
чальны е оценки неизвестных п арам етров .

Р а з л о ж и м  правую  часть  у равнени я  (2) в р я д  Т ейлора от ­
носительно начальн ы х  оценок п ар ам етр о в  и ограничимся 
только линейными членами ряда . П олучим следую щ ее у р а в ­
нение:

(0)
8 / =  8 j

д  sj

д~Р,

д  £/
d Pi  -f- ... -j- ■ ■ ■

(0) д P n (0) d P n ;  / = 1 , 2 , . . . ,  n, (3)

_(0 ) _

4  d Pi

где индекс (0) обозн ачает  н ач аль н ую  оценку парам етров . 
П р и н и м ая  остаточную  ош ибку е/ равной нулю, получаем:

m d P ' +  -  +  T P . \ m d p ’ :  <4
У равн ение  (4) п ред ставл яет  систему п-х  линейных у р а в н е ­

ний, относительно коррекций неизвестны х п ар ам етр о в  d P \ ,
d Р 2, ..., d P n. Н ах о д я  эти коррекции, мож но улучш ать  н а ч а л ь ­

но) ^ные оценки п ар ам етр о в  Р \  следую щ им  ооразом :

Р \ 1) =  М 0) +  d P i ;  i =  1, 2, (5)

И терац и он н ое  исчисление п р о д о л ж ается  до тех пор, пока 
коррекции  п ар ам етр о в  d P i  стан ут  достаточно м алы ми.

О пределен ны е  в р езу л ьтате  идентиф икации неизвестные
п ар ам етр ы  Pi  подставим  в вы бран ную  нами структуру м а т е ­
матической модели и п р о ан али зи руем  полученную модель с 
целью определения  взаи м освязи  диагностических при знаков  с
деф ектны м и состояниями конструкции. Д л я  матем атического  
м одели рован ия  деф ектн ы х  состояний используем М К Э  и о г р а ­
ничимся диагностикой деф ектов  конструкций, связанны х с
уменьш ением  ее ж есткости  (ослаблени е  заклепочны х  соеди­
нений, трещины, расслоен ия  и т. д .) .

П оявлен и е  дефектов, в ы зы ваю щ и х  уменьш ение жесткости 
в исследуемы х конструкциях, интерпретируем  изменением п а -
р ам етр о в  конечных элем ентов  (при ослаблени и  соединений) 
или разры вом  связей м еж д у  соответствую щ ими конечными
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э л е м е н т а м и ,  вводом дополнительны х узлов (при наличии 

Т реТ а к  как м а т р и ц а  жесткости механической системы

2  [kui] ■ • • 2 1Ж* ]
г е  (1, 1) Г€Е (1, п)

г е  (/, 1)

х К»,..]
г е е  (л, 1) S  (п, п)

(6)

форм ируется  из м атри ц  жесткости конечных элементов [&г,/] в
зависимости  от р асп олож ен и я  узлов, то такое  и н терп ретиро­
вание  деф екта  позволяет  получать м атри цу  ж есткости  систе­
мы [/<] с учетом введенных деф ектов . А налогично м ож н о по л у ­
чить м атри цу  масс  системы [/И].

П ользуясь  известными зависи м остям и  [2] вектора соб­
ственных частот й  с м атри ц ам и  [К] и [М], а т а к ж е  вектора  у з ­
ловы х перемещ ений (с/,} с_вектором узловы х сил {/?;} и м а т р и ­
цей жесткости системы [А], п редставляется  возм ож н ы м  п р о ­
ан ал и зи р о вать  зависимость  частот, перемещ ений, нап ряж ен и й
и други х  х ар актер и сти к  от ее.технического состояния.

М етод определения  и а н ал и за  диагностических признаков
механической конструкции, основанный на парам етрической
идентиф икации и методе конечных элементов, был применен
нами д ля  исследования  деф ектн ы х  состояний трехслойны х со­
товых пластин, состоящ их из обш ивок и ж есткого  заполнения.
П од  термином «дефект» подразум евается  уменьш ение ж е с т ­
кости, связанное  с трещ ин ам и  обшивок, отслоением за п о л н и ­
теля  от обш ивок или разруш ен ием  заполни теля .

С огласно работе  [3], трехслойны е пластины  симметричного
строения, у которых внеш ние слои имею т одинаковую  то л щ и ­
ну и выполнены из одного м атер и ала ,  могут быть сведены  к
эквивалентны м  однородным пластинам  с приведенной ж е с т ­
костью на изгиб, равной



^ = _ _ J ^ ( £ < ‘4 3-|- e ^ O - l } 3- ! 8] +  £ i " [ i  -  (1 - i ) 3]b

где |  =  h\ !H  =  h2IH; hi, h 2 —  толщ ин а внешних слоев; H  —  о б ­
щ ая  толщ ин а пластины; щ , ^  — приведенные коэффициенты  
П уассона.

Причем

I  :4‘>'Щ‘> к,
; « = ! .  2 ;  р . =  2 ,  1,

г = 1 1

где — /[1 —  p i  р г ]  —  эф ф ективны й м одуль  i -то слоя.
И з излож енного  выш е видно, что трехслой ная  сотовая  

пластина сводится к эквивалентной  однородной, с при веден­
ными п а р ам етр ам и , которы е в общ ем случае  являю тся  н еи з­
вестными. Д л я -о п р ед ел ен и я  дан н ы х  п ар ам етр о в  восп ользуем ­
ся описанным вы ш е методом идентификации.

Р асч еты  и эк сперим ентальны е  исследования  были проведе­
ны д л я  трехслойной изотропной сотовой пластины  длиной 
1,28 м, ш ириной 0,35 м и обш ивкам и, сделанны м и из д ю р а л ю ­
миния Д16А ТВ . Т олщ и на внеш них слоев h =  1 мм, толщ ин а 
сот 13 мм, ср едн яя  плотность рср =  540 кг /м 3.

Д л я  дан ной пластины, защ ем лен н ой  по ширине края , в у с ­
ловиях  кинематического  возб уж д ен и я  эксперим ентально  были 
установлены  следую щ ие резонансны е частоты:

0)1 =  107 1/с; 0)2 ^  659 1/с.

И сходя  из априорной информ ации, были приняты  следую ­
щие н ач аль н ы е  оценки приведенных п арам етров :
D =  Ы 0 10 П а ; 
ц =  0.12.

■ Коррекции парам етров ,1 используем ы х в процессе иденти­
ф икации, согласно ф орм уле  (4 ) ,  принимаю т следую щ ий вид:

e(o)iLfi|  «п d g I
1 д 1*чо) *2 0f*ito)

d ei
T D

d  £2  I d  e 2

(0) d p  |(o) d D  1(0) d p  1(0)

(0)C? I _  .(0)0 62

d \ i  —■
d D  1(0) 1 d D (0)

d | d  62 | d s.2 1 d  e,i d  e

( 7 )

(8)
д  Л|(0) d p- I (0) d p  1(0) d p  d p  1(0)
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помошыо M I O  зйаче- 
где е , - - о ш и б к а  меж ду Рассчп та" " “ *  ментально установлен- 
н и е м  собственной частоты ' ы
ним  значением резонансной ^  б ы т  ПОЛучены оценки

В результате расчетов ‘;кесткости „  коэфф ициента П уас- 
ирниедеиных пара. I
соиа:
/ ;  =  6 , 6 5 - 1 0 1 0  П а ;  , а  =  0 . 2 4 У .

Пои э т о м  несовпадение расчетных (для  .идентифицирован- 
пх  приведенных п арам етров)  и эксперим ентально о п р ед ел ен ­

ных резонансных частот составляло  1— 2% (бш, =  2,1 1/с, 
ош, =  8,6 1/с).

Полученные значения  приведенных п ар ам етр о в  позволяю т 
сф орми ровать  м атри цы  ж есткостей  и масс  пластины  и р ассчи ­
тать  методом конечных элементов ф орм ы  изгибных колебаний 
и собственные частоты д л я  различны х величин и мест р а с п о ­
лож ен и я  дефектов. А нализ результатов  м одели рован ия  п о к а ­
зал ,  что величина изменения собственных частот сл у ж и т  н а ­
д еж н ы м  диагностическим признаком . Н а  рис. 1 приведены  за-

Рис. 1. Зависимости изменения собственных ' частот от места располо­
ж ен и я  дефекта и напряжений: а —  для первой изгибной формы колеба­

ний; б — для второй изгибной формы колебаний

висимости изменения данного  диагностического при знака  для  
первых двух форм изгибных колебаний сотовой трехслойной 
пластины от нап ряж ен и й  и места расп олож ен и я  д еф екта  (тр е ­
щины) тю длине  пластины. И з  граф и ков  следует, что и зм ен е­
ние собственных частот наиболее  существенно при деф екте  в 
24



 

 

местах концентрации нап ряж ен и и , т. е. в местах  с наиоолъ* 
шей вероятностью  появления  трещин. Этот ф ак т  явл яется  
важ ны м  при получении диагностической ин форм ации в систе­
мах ди агностирования  технического состояния конструкций.

М одели рование  деф ектн ы х  состояний конструкций п о к а з а ­
ло такж е, что величина деф ек та  не влияет  на полож ение т о ­
чек экстремумов граф и ков  относительно продольной к о о р д и ­
наты. Этот ф акт  был полож ен нами в основу автом атизац ии  
процесса поиска места расп о л о ж ен и я  деф екта  слож ны х  м е х а ­
нических конструкций.

П усть си ( х ) — н орм и рован ное  отклонение собственной
частоты:

0 i W = — * - 1 , 2 ,  .'.„Я, (9)

где Лом- ( х )  — абсолю тное отклонение i -и собственной частоты 
в зависимости от координ аты  деф екта  х, н ап равлен и е  которой 
со впадает  с продольной осью сотовой конструкции; со/ — з н а ­
чение i -и собственной частоты  н орм ально  ф ункционирую щ ей 
конструкции (без д еф е к то в ) ;  п  — число собственных частот, 
учитываемы х при определении места расп о л о ж ен и я  д еф екта .

Р езу л ь таты  м одели рован и я  п о казали , что существует з а в и ­
симость м еж д у  м акси м ал ьн ы м и  относительными отклон ен и я­
ми собственных частот огтах ( х ) ,  к оторая  в ы р а ж а е т  через к о ­
эф ф ициенты  связи  S i , i :

* - ‘ . 2 ........ »■ (Ю)

Д л я  оценки величины относительного отклонения а  ( х )
различны х собственных частот  значения  стг-тях(х )  р а з б и в а ю т ­
ся на ин тервалы , которым п ри сваи ваю тся  следую щ ие весовые 
коэффициенты:

b =  О, если 0 <<у/ ( х )  <  0 ,3 5 <нтт(х ) ;

6 = 1 ,  если 0,35 0 7 тах (х )  <  ог- ( х )  ^  0,65 а, тах ( х ) ( И )

6  2 , если 0,65 Oi тах ( х )  <С <т* ( х )  а  тах (х ) .

Н а полученные в р езультате  матем атического  м о д е л и р о в а ­
ния граф и ки  относительных отклонений собственных часто г 
о/ ( х )  наносится  сетка, горизон тальны е линии которой п р охо­
д ят  через границы  и н тервалов ,  т. е. 0,035 Oimax( x ) ,  0,65 Oimax( x ) ,
afmax(- )̂ 5 а верти кальн ы е  — через точки пересечения го р и зо н ­
тальн ы х линий данны х ин тервалов  с граф и ком  изменения на-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



п « ы г ш е й  с о б с т в е н н о й  частоты (рис. 2, д ). Таким образом, вер­
т и к а л ь н ы е  л и н и и  образуют зоны локализации дефекта, каж-

ой из которых соответствует определенный вектор весовых 
коэффициентов. Число уравнений и зон л о кал и зац и и  опреде­
л я е т с я  исходя, из требуемой точности координ аты  места  д е ­
фекта, а т а к ж е  из того, чтобы при появлении д еф екта  в лю бом

О,, де- 7 05 Ой 0,5 0,6 0,7 Ой 0,9 1,0 i,1

Рис. 2. Зависимости значений весовых коэффициентов bj от места рас­
положения дефекта и изгибных форм колебаний



месте конструкции отклонение хотя  бы одной относительной 
собственной частоты попало бы в зону с м ак си м альн ы м  весо­
вым коэффициентом. Совокупность векторов весовых к о э ф ф и ­
циентов образует  матрицу

\В ] =  [Ьп, т], (12)

где п —  номер собственной частоты; т  — число зон л о к а л и з а ­
ции деф екта .

С ледовательно, д ан н а я  м атри ц а  полностью , о т р а ж а е т  и з ­
менение частотны х свойств конструкции в зависимости  от 
места расп олож ен и я  деф екта .

При определении места деф екта ,  т. е. зоны л о кал и зац и и  
деф екта  производится  сравнение, столбцов м атри цы  [5] с в ек ­
тором % весовых коэффициентов, ф орм ируем ы м  в процессе 
виброиспытаний реальной  конструкции. П ри совпадении э л е ­
ментов некоторого столбца м атри цы  [Б] с элем ентам и  вектора 
{А} номер этого столбца у к а зы в а е т  зону локал и зац и и  деф екта  
и соответствую щ ие ей координаты .

Ф орм ирован ие  вектора  {/,} осущ ествляется  следую щ им об ­
разом.

1. В процессе виброиспы таний с помощ ью  п р е о б р а зо в а те ­
лей (например, акселером етров) определяю т абсолю тны е из­
менения резонансны х частот А со,- конструкции. Количество 
пр еобразователей  и места их закр еп лен и я  определяю тся  из 
условия наибольш ей чувствительности п р ео б р азо вател я  ко 
всем, при ним аем ы м  во внимание изменениям  резонансных 
частот. П ри вибродиагностике пластин последняя  одним кон­
цом закр еп ля ется  на вибраторе, тогда информ аци ю  об и зм е­
нении резонансны х частот мож но получить и с одного п реоб­
р азо вател я ,  закреп лен ного  на свободном конце пластины.

2. По измеренным абсолю тны м отклонениям  Дон и зар ан ее  
заф и кси рован н ы м  он вы числяю тся  относительные отклоне­
ния оь

3. У читы вая  коэфф ициенты  связи  5 ь ь находится  м а к с и ­
м альное  произведение m ax  ( 5 Ь, щ ),  где индекс i о бозначает  
номер резонанса с м акси м альн ы м  относительным отклонени­
ем, т. е.

Шах ( S b ; (7 / )  — СЬ:т а х .

Э то связан о  с тем, что норм ирование  осуществлено, не только 
по зонам  локали зац и и , но и по у к азан н ы м  выш е и н тервалам .
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4. По вы раж ен и ям

3 I m a x  ~  a i m a x  * ^ Ь  1>

. - ■ -  •/ = 1 . 2 ,  п/̂tnav С. . ?/
■ ч т а х 

эутах ~  S i,
вычисляю тся все остальные м акси м ал ьн ы е  относительные от-
клонения. ,

5 В соответствии с вы р аж ен и ям и  (1U) все м акси м ал ьн ы е
относительные отклонения а / тах р азб и в аю тся  на ин тервалы  
и ка ж д о м у  полученному Oi при сваи вается  весовой к о э ф ф и ц и ­
ент Ьи совокупность которых и со ставл яет  вектор {А,}, т. е.

bi
Ь*

Ъ П

(13)

Н а  рис. 2 п редставлены  граф и ки  относительных ог- д л я  п я ­
ти собственных частот, полученных в резу л ьтате  м о дел и р о в а ­
ния д еф ектны х состояний исследуемой сотовой пластины  
(сеч == 105 1/с; д»2 =  650 1/с; о)з =  1865 1/с; <0 4 '=  3510 1/с; (05 -- 
=  5614 1/с). И сходя  из .зависи мостей , п редставленн ы х на 
рис. 2 , ф орм ируется  м атр и ц а  весовых коэфф ициентов

[В]

2 2 2 2 3 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 1 1 4 0 0 4 1 1 2 2 2 2 3
2 3 4 0 4 1 2 2 5 0 0 1 3 2 2 2
3 4 0 1 3 3 4 0 5 2 2 1 4 1 3 2
2 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 - 1 0 1

где b =  3, если весовой коэфф ициент в т -й зоне  приним ает  
значения  1 или 2; b — 4, если весовой коэф ф иц иент  в т -й зоне 
приним ает  значения  1 или 0; b =  5, если весовой коэффициент 
в т -и  зоне  принимает  значения  2 , или 1, или 0 . Это связано  с 
тем, что в некоторы х случаях  в т -й зоне ло кал и зац и и  д е ф е к ­
та  п -я резон ан сн ая  частота  м ож ет  п ри нять  несколько зн а ч е ­
нии весовых коэффициентов, т. е. весовой коэфф ициент оп ре­
деляется  неоднозначно.

Р е а л и за ц и я  данного  алгори тм а  на Э В М  дает  возм ож н ость  
авто м ати зи р о вать  процесс виброиспы таний слож ны х м ех ан и ­
ческих конструкций. Причем, п р ед ставл яется  возм ож н ы м  ус-

28



 

 

 

 

тановить наличие  и м есторасполож ение  дефектов, которые вй-
зуаль-но не н аб л ю д а ю т с я  (наприм ер, разруш ен и е  сотового з а ­
п олн и теля) .

В ы в  о д ы :

1. М од ели р о ван и е  деф ектн ы х  состояний слож ны х м ех ан и ­
ческих конструкций с применением идентиф икации и метода
конечных элем ентов  п озволяет  определить  и п р о а н а л и зи р о
вать  диагностические  признаки  технического состояния кон­
струкций, установить  их взаи м о связь  с местом располож ен ия
деф екта .

2. П р е д л о ж е н  алгоритм  л о кал и зац и и  д еф екта , п о зв о л яю
щий ав то м ати зи р о в ать  процесс поиска д еф ек та  в слож ны х
конструкциях.

3. П р им енен ие  данного  метода д ля  диагностики деф ектов
сотовых пластин  п о к азало  совпадение результатов  м одел и р о ­
вания с эксп ери м ен тальн ы м и  дан ны м и по частотам  и к оорд и ­
натам  д еф екта .
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У ДК  629.13.03:539.43

Д .  С. Еленевский

П О У З Л О В А Я  О Т Р А Б О Т К А  В И П Р О П Р О Ч Н О С Т И
Л О П А Т О К  Т У Р Б И Н Ы  Г Т Д

О беспечение требуемой вибропрочностн рабочих лопаток  
турбины я в л я е т с я  одной из серьезны х проблем  при создании 
современны х Г Т Д . Э фф ективны м  средством реш ения этой з а ­
дачи  я в л яе тс я  комплексны й метод поузловой отработки  в и б ­
ропрочности л о п аток  турбины на стендах  и установках .
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