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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ ЕМКИ 
НА УПРУГОВЯЗКОМ ОСНОВАНИИ ПРИ ДВИЖУЩИХСЯ НАГРУЗКАХ

В развитие работы / I/ , где рассматривалось воздей стви е движущей
с я  нагрузки на пластину -  полосу с малой изгибной ж есткостью , ниже 
приводится решение задачи об изгибных колебаниях балки на упр уговяз
ком основании под действием внезапно приложенной к ней, а затем  дви
жущейся с переменной скоростью силы CJ,Q . Как и в работе / I/ , для 
решения используется численный метод прямого математического модели
рования волновых процессов / 2 -5 / . Алгоритм "разн есен и я" движущейся 
нагрузки по границам т е х  элем ентов, на которые она во зд ей ству ет  в 
течение расчетных малых промежутков времени A t  / I/ , не зависит от 
конкретного вида элем ентов и поэтому о ста ется  в силе и для данной з а 
дачи.



I .  Применительно к проблеме математического моделирования рас
пространения золн изгиба в балках постоянного сечения с учетом влия
ния сдвига и инерции поворота сечений (модель балки Тимошенко) ал го 
ритм поэтапного расчета сводится к следующей си стем е соотношений /б/.

По известным для момента времени £  значениям изгибающих мо
ментов M j.0  , поперечных сил Q j . - i ro  » Q j 0  » попереч

ных скоростей V 'j_ l  0 , 7Jj0  , угловых скоростей C O j-f to  , и

усилий в дополнительных сдвиговых податливостях граничных связей
Л_ ' t

Q j -f ,o  » Q jo  д л я  С О С 0 Д н и х  { j  -  1 ) - г о  и у  - г о  элементов, 
а  также по известному прогибу на границе между этими элемен
тами определяются значения скоростей ~ V £ Z  и „ *  б57~

a h *  j  & h*' (У
на этой границе в течение промежутка времени A t  :

№ ^ . » * Ч о + Ч - 1 . о + ( 7 - М У о  Л ч . М Ъ - 2 ( Г у ^ 0 ) . р  _

f *  2 (J > + c c ’ )

Здесь cc = 0 , 5 А З С / г  ;  J 3 = 5 C £ / G  ; Z = - V j / F  ’ ;  У  -  мо
мент инерции; р  -  площадь поперечного сечения балки; А с  -  коэф
фициент формы сечения при сд ви ге ; £  -  модуль продольной упругос
ти ; G  -  модуль сд ви га . Длина элементов А з е  - £ A t , гд е C ^ x fc jj) -  
скорость распространения продольных волн (  J )  -  плотность материала 
б ал ки ). Коэффициент ( У  характеризует упр угость, а £  вязкость 
основания. Действующая на границе между соседними элементами в т е ч е 
ние текущего промежутка времени A  t  нагрузка ^  определяется, 
как указано выше, в  зависимости от скорости ее движения вдоль балки. 
Б е е  параметры в  р асчете приведены в безразмерном виде: Q = -Q / ( l0 , 
Я = м к 0ъ у v-^fiCFv/tyo . 6J=pc:Ja)/(/.0 Z ,y-~£Fifl<f0z  , x = x / z  .
t - C t f 2  > причем черточки над безразмерными параметрами опущены. 
Коэффициенты ( У  и £  связаны с погонными коэффициентами упругос
ти и вязкости  основания соотношениями

У -  oCZAк^/ЕУ и 2 ~к/г \//роС/ к р Р F



Определив 7/ ^  и 6 )j.+  , находим параметры возмущений, распро
страняющихся от правой границы ( J - ~ f  ) - г о  элем ента:

г£ - г Ч + ,  0 > - W y - , , ; Q f - u + f y - u i j / j i ;

MJ - r Mr u  '-v f-rU f-w i Q j-, ■
а по ранее найденным значениям параметров возмущений < 2 , V '~ _t ,_ <7 ' (Г '

-_ t  , Q j - f  » распространяющихся от левой границы ( / - /  ) - г о  
элем ента, находим новые значения параметров (  J - - f  ) - г о  элемента для 
момента времени fr +~ A  t  по идентичным формулам типа

cOjчм ( к  > л к ) -  a t ,  .  o f . ,  -  u>t b e  ( к).

Кроме т о г о , определяем

a j . tj t , A i ) - 2 Q y r a j_ l 0 m
и

" ' J j - M o U )  1 W j x A t -  
Затем находим параметры возмущений, распространяющихся от левой 

границы ^  - г о  элем ента:

M j  =  M j 0 - 0 J j +  О )̂ 0  ; Q j =  Q j0 - 2£ + T £ 0 ;

Q jo ( к ^ - Л  к )  = ? t i j - Q J 0 ( k ) ,
п осле чего  переходим к 'р а сч ет у  следующего стыка между j .  -м  и 
С i + 1  ) - м  элементами, а после перебора в се х  стыков -  к расчету с л е 
дующего временного эт а п а .

Для балки конечной длины учитываются граничные условия на кон
цах.

2,  Рассмотрим вначале внезапное приложение к балке постоянной 
неподвижной силы (j,Q -  -  I  ( в  сечении j -  *  I ) .  В этом случав в силу 
симметрии системы следует принять граничные условия (для левого  конца 
первого элем ента) в виде -  О  ™ (f j  = -  0 . 5 ,  что  дает



y .< L d £ :.D J£ °  ^  .

На р и с.I  показаны эпюры изгибающих моментов М j М0 и прогибов 
У ( У-о  Для нескольких моментов безразмерного времени t  .  В р асче
т е  принято: оС = 0 , 2 ;  jS  *  7 , 1 1 ;  d  = 2 *1 0 “ ^ ; £  3 2 , б ’ 10 ”  ̂ ,

Р и с .  I .  Распределение изгибающих моментов ( а )  и прогибов 
( б )  по длине балки при внезапно приложенной н агрузке для 
разных моментов времени, обозначенных числами

что со о тв етств у ет  данным работы /7/. Изгибающие моменты, прогибы и 
поперечные силы отнесены к величинам соответствующих теоретических 
значений М0 , у 0 , Q0 для задачи стати ческо го  приложения н аг
рузки с к балке на упругом основании без учета деформаций сд ви га , 
когда для точки приложения нагрузки

У о~ 0 ,5 (и * /о с3Т °%  ;  M ' - O .s m / c t . f g  ■ Qe .0 ,5 fy  ■
На р и с ,2  показано изменение по времени изгибающих моментов и 

прогибов в  то чк е приложения нагрузки как для чисто уп р угого , т а к  и 
упруговязкого основания. И изгибающие моменты, и прогибы стр ем ятся к 
стационарным значениям, практически совпадающим с данными аналитичес
кого расчета соответствующ ей балки с учетом деформаций сд ви га , кото
рые могут быть определены по вытекающим из работы /7/ формулам:

- У - с т / У а  ” ( 2 / ! + 1 ) ^ Я ( Ш ) ' - ,  Ме г 1 М (Г 2 л / Ш * 1 ) ■' ГД0 Я - Й А # ? / '
Отметим, что  для более ж есткого основания влияние сдви га  стан о

вится более существенным.
Последующие рисунки относятся к расчету балки при движущейся 

н агр у зке, которая в  момент времени t  = 0 внезапно прикладывается в 
сечении X  = 0 (  J - * 1 ) .



Р и с .  2 ,  Изменение во времени изгибающих моментов ( а )  и прогибов (б) 
в  то чк е приложения неподвижной нагрузки при различных коэффициентах 
вязко сти  основания л  а обозначенных числами

На ри с.З  приведены эпюры проги
бов у  [ у 0  » изгибающих моментов M /ftL
и поперечных сил Q / Q 0  в  момент 
времени t  “ 40 при различных посто
янных скор остях й  =  и / с  движения 
нагрузки (j0  *  -  I ,  положения которой 
в  этот момент времени показаны стрел
ками. На эпюрах хорошо видна смена 
знака прогибов и изгибающих моментов й 
то ч к е  приложения движущейся силы при 
увеличении ее  скорости в  диапазоне 
"критических" значений ( в  данном при
мере U f  *  0 * 2 3 2  и U 2  = 0 , 3 7 5 ) ,  что 
отвеч ает  аналитическому решению /7/; 
наблюдается также рост изгибающего мо
мента М  при движении со  скоростью 
распространения продольных в о л н ^ -  I .
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Р и с .  3 .  Распределение про
гибов ( а ) ,  изгибающих момен
т о в  ( б )  и поперечных сил ( в )  
по длине балки в  момент вре
мени t  = 40 и при различных 
постоянных ско р о стях  движения 
нагрузки И  , обозначенных 
числами. Точками показаны 
стационарные значения со о т
ветствующих параметров при

Скорость t l2  с о о т в е т ст в у е т  скорости 
распространения волн сдвиговой дефор
мации, a  U f  -  скорости волны, связан
ной с взаимодействием балки и упругого 
основания.

На р и с .4 показано распределение 
прогибов у ( у 0 и изгибающих моментоп 
М /М 0  по длине балки для нескольких 
моментов времени при движении нагрузки



Р и с .  4 .  Распределение прогибов ( а )  и изгибающих 
моментов ( б )  по длине балки для разных моментов 
времени при движении н агрузки со  скоростью , во зр ас
тающей за  время t  = 40 от и  • 0  до и  <* 2 .  
Точками показаны положения нагрузки

'У/Но ; М/мс

о переменной скоростью , возрастающ ей за  время t  ■ 40 от U  « 0 
но U  ° 2 .  Видно появление и распространение со  скоростью И  » I  
полны изгибающего момента при движении нагрузки с  закритической 
скоростью I I  > 1  .

В заключение приведем р е зу л ь т а 
ты расчета более сложного сл у ч ая  дви - 
шония нагрузки по балке с  местным 
разрывом основания, когда особенно 
отчетливо проявляются преимущества 
мотода прямого моделирования процес
са распространения волновых фронтов.
Для учета разрыва основания достаточно 
оиести в программу услови е, ч т о  при 

h  ’ j -2 "  номера
члементов у границ разрыва)
На р и с.5 показана сравнительная 
картина распределения прогибов и 
изгибающих моментов на у ч а ст к е  
разрыва основания в  момент нахож
дения нагрузки в  середине э т о го  
участка и при сплошном основании.

Р и с .  5 .  Распределение проги
бов и изгибающих моментов на 
участке разрыва основания при 
длине разрыва сР азрл 12 при 

U  *  0 ,1  в  момент времени 
t  ~ 6 0 :_____  основание с р аз

ры вом^  бплошное основание
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