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Л О П АТО К КО М П РЕССО РО В

М ногочисленные эксперим ентальны е дан ны е свидетельствую т о 
том, что при ви б р ац и ях  закрученн ы х  ком прессорны х л о п ато к  в о з ­
никает  р я д  явлений, н еобъясним ы х с точки зрения  теории к о л е б а ­
ний призм атических  стерж ней. О тметим некоторы е из них.

1. П ри исследовании 
простейших форм коле- £
баний н аблю дается  по- — 1 ---- — —
явление «дублей» — двух 2ц )1

----
форм с близким  х ар ак -  4 ----
тером рисунка  узловы х ’Г7Г7ГГ гггт,7
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ТТЛ

h i JlZa
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линии, но с  разн ы м и  ч ас ­
тотами. Обычно у л о п а ­
ток компрессоров эти 
«дубли» имею т место 
либо по III изгибной 
форме, либо по II кру-. 
тильной (формы  03 или 
12, фиг. 1). Этот ф акт  
противоречит теории 
призм атических с т е р ж ­
ней. С огласно последней к а ж д ы й  рисунок узловы х  линий соответ­
ствует  определенной частоте.

2. П ри  колебаниях  закрученн ы х  л о п ато к  часто н аблю дается  
смена п о р яд к а  простейш их обертонов.; Д л я  плоской пластинки 
постоянного сечения частота  Н-й изгибной формы  /о,г =  6 ,25/од;

частота I крутильной формы  f n  ~  1,9 —  / 01 (для изогнутых компрес­

сорных профилей этот числовой коэфф ициент обычно л еж и т  в ин­
те р в ал е  1,3-г 1,7). Т аким  образом , д л я  обычного д и а п а зо н а  у д ли ­
нений - j - =  1,5 - | -3 ,5 получаем, что частота II изгибной формы д о л ж н а
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быть выше, чем частота  I крутильной формы. У сильно за к р у ч е н ­
ных л о п ато к  имеет место обратное  явление: f o2 <  /Д . Соответ­
ствую щ ие данные для  д вух  лопаток  приведены в таблице 1.

Таблица 1

^ лоп .
h

~ Г / o i /о2 / ,  1

1 2 , 6 150 440 950  4

2 3 , 6 80 270 500

3. Ч астоты  колебаний по первом у тону д л я  закрученн ы х  л о ­
паток, о б р азо ван н ы х  сильноизогнуты м и проф илям и , ок азы ваю тся  
сущ ественно н и ж е  расчетны х значений. Д а ж е  с применением  р а з ­
работан н ы х  И. И. М еерович  [1] методов, б ази рую щ и хся  на  тео ­
рии оболочек, частоты  I -го тона зав ы ш аю тся  на 1(К-20%.

П оскольк у  все у казан н ы е  особенности спектра частот  компрес­
сорных л о п а т о к  не описываю тся сущ ествую щ ими м етодикам и  р а с ­
чета —  б ы ла  р а зр а б о т а н а  п р и бл и ж ен н ая  теория, оп и сы ваю щ ая  
эти явления.

В настоящ ей  статье  освещ аю тся  три вопроса: 1) построение
теории закрученн ы х  тонкостенных стерж ней; 2) особенности 
спектра частот  закрученного  стер ж н я ,  сечение которого о б л а д а е т  
двум я  орями симметрии; 3) особенности спектра частот  за к р у ч е н ­
ного стерж ня, сечение которого имеет одну ось симметрии.

О сновн ы е  особенности теории д еф орм аций  за к р у ч е н н о го  стер­
жня. Р а з р а б о т а н а  теория деф о р м ац и й  закрученн ого  стерж ня . С х е­
ма построения теории подобна принятой в рабо те  Г. Ю. Д ж а н е ­
ли д зе  [2]. И сп о л ьзо в ав  в ы р а ж е н и я  д л я  коэф ф иц иентов  I и II к в а д ­
ратичны х ф орм  закрученн ой  оболочки (в недеф орм и рован ном  и 
деф орм и рован н ом  состоянии),  мы получили соотношения, с в я з ы ­
ваю щ ие перем ещ ения  с д еф орм ац и ям и . Упрощ ение этих соотно­
шений было достигнуто  на  основе гипотезы об отсутствии д е ф о р ­
маций контура поперечного сечения. Д а л е е  б ы ла  составлена  
п отен ц и альн ая  эн ерги я  деф о р м ац и и  оболочки:

г ,  1 Г £  Г е d*e
П  2  J  1 —  ^  ' d z 2 U>i

(2 )

+  » ' - г г  ( Р +  * >  +  - # - ] ■  " в +

Fc
Здесь  Q — объем оболочки; F c — площ адь  срединной поверхно" 

сти; с — толщ ина; Е  и G — модули упругости; £ и т; — главные 
координаты сечения; о>4 — главная  секториальная  площ адь; а '  — угол
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естественной закрутки  на единицу длины; z — координата вдоль 
образующей; s — вдоль средней линии профиля; г0 — средн яя  дефор­
мация растяж ения; и — компоненты кривизны в центре ж естк о ­
сти; © — угол упругой закрутки; перемещение и  описывает деформа­
цию, возникаю щ ую  при нарушении закона плоски х  сечений.

Из вы раж ения (1) можно получить различные варианты теории 
тонкостенных стержней; при а ' =  0 (незакрученный стерж ень) мы 
получаем либо классическую  теорию стерж ней (со, =  0, ы =  0), 
либо теории В. 3 . В ласова [3] (и =  0) и Р . А. Ададурова [4] (ы ф О ) ,  
При а' =£0  и ц =  0 получается  современная теория закрученных 
стерж ней, начало в разработке которой было полож ено Б . Ф. Шор- 
ром [5].

П р еи м у щ еств а  м етода, и збранн ого  нами д л я  построения тео­
рии закрученн ы х  стерж ней, закл ю чаю тся  к а к  в возм ож н ости  а н а ­
л и зи р о вать  погрешность, вносимую исходными гипотезами, т а к  и 
в автоматической  постановке граничны х условий. С оответствую ­
щий ан ал и з  пок азы вает ,  что при решении зад ач и  о крутильных 
к олебан и ях  теория, о снованн ая  на гипотезе отсутствия сдвига 
срединной поверхности, о к азы в ается  слиш ком  грубой: на свобод­
ном конце возни кает  сам о уравн овеш ен н ая  система н ап ряж ений , 
величина которых м ож ет  составлять  до  30-f-50% от м акси м альн ы х  
у ж е  при колебаниях  по I крутильной форме. Этот д еф е к т  теории 
м ож н о исправить, если учесть деф о р м ац и ю  сдвига срединной по­
верхности. С оответствую щ ие расчеты, вы полненны е применительно 
к  закрученной пластине  постоянной толщ ины , п о к азы в аю т  следу­
ющее: при учете д еф орм ац и и  сдвига  на концах  стер ж н я  во зн и ка ­
ют сам оуравновеш ен ны е системы н ап р яж ен и й  (на свободном кон­
це в первом при ближ ении  норм альн ы е  н а п р яж е н и я  ум еньш аю тся  
до 40% исходных). Эти системы норм альны х  н ап р яж ен и й  « зату ­
хаю т» примерно вдвое медленнее, чем н о рм альн ы е  н ап р яж ен и я  
при «стесненном» кручении, и поэтом у влияни е  их сказы в ается  на 
сравнительно  больш ей части  стерж ня. В то  ж е  врем я  значение 
частоты  колебаний при учете д еф орм ац и и  сдвига м еняется  мало.

Т аким  образом , проведенны е расчеты позволяю т сдел ать  сле­
дую щ ие  выводы: при определении статических н ап р яж ен и й  и тех 
форм  изгибно-крутильны х колебаний, при которых основная доля  
энергии созд ается  изгибом, сущ ествую щ ая  теория  о б л а д а е т  до­
статочной точностью. Р асчет  ж е  тех форм  колебаний, где основ­
н ая  д о л я  энергии деф о р м ац и и  возни кает  при кручении, необходи­
мо проводить по более точной теории, учиты ваю щ ей  деф орм ац и ю  
сдвига  срединной поверхности.

Особенности спектра частот п р и  и зги б н ы х  к о л е б а н и я х  з а к р у ­
ченного  стержня, сечение которого имеет две  оси симметрии.

- В этом случае  нет упругой связи  м еж д у  д еф орм ац и ям и , возни­
каю щ и м и при изгибе и кручении, поэтом у изгибные и крутильны е 
колебания  происходят раздельно . Расчеты , выполненные б ез  уче­
та  энергии деф о р м ац и и  в плоскости наибольш ей ж есткости  [I],
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показы ваю т, что частоты форм 02 и 03 при этом сн и ж аю тся  на 
15-р 25% по сравнению  со стерж нем  постоянного сечения. С уче­
том энергии колебаний в плоскости наи больш ей  ж есткости  ан а л и з  
несколько услож няется .

В закрученном  стерж не н агрузк а ,  д ей ству ю щ ая  по нап равлен и ю  
одной из главны х осей сечения, в ы зы вает  прогибы, даю щ и е  проек­
ции па обе оси. П редп олож и м , что у незакрученн ого  стер ж н я  две  
ф ормы  колебаний (в двух  плоскостях) имели близкие частоты. 
Ьсли теперь р а ссм атр и в ать  закрученн ы й стерж ен ь  с теми ж е  
сечениями, то вследствие возникш ей м еж д у  этими двум я  
ф орм ам и  связи м еньш ая  частота  уменьш ится, а бо льш ая  — у ве­
личится. Обе формы  колебаний при этом образую тся, в основном, 
путем н ал о ж ен и я  ближ них  по частоте  форм  незакрученного  стер­
ж н я  и будут  близки по х а р а к т е р у  узловы х линий, т. е. возникнут 
«дубли».

П риводим  результаты  расчета  д л я  равном ерно  закрученного  
стерж н я  постоянного сечения. Р асчет  проводился  по методу  Р и тц а  
в следую щ ей  форме:

а) з а д а в а л и с ь  системой ф ункций д ля  изгибных моментов, дей­
ствую щ их по главны м  осям сечений:

Щ  =  Е а„М„; =  £  Ь„М„. (2)
00 со

В качестве  функций М п б рали сь  первые три функции д л я  стерж ня  
постоянного сечения;

б) оп ределялись  проекции прогибов на неподвиж ны е оси (х, у)
U  “  £  ( a , . U \ n  ~ р  b u l l 2n ) ,  В  —  ^  п  " Р  Ь ц \  2п ) '  ( ^ )

(П) (п)
А. А* А  А.

Г , Г М п  s i n  а , Г ,  С М п  cos  а ,
u ln = \ d z \ — р- dz, U2n = \ d z \ —in  dz-

J  %) ^ 7 m i n  - c / m a x
0 0 0 0

z z  z z
T7 (’ J \ M n  cos  a - . .  (’ Г M n  s i n  o. ,
Vin — —  \  d z \  —ТП---- d z , Vin  =  \ d z \   dz.

J  J  E  ‘  m i n  £ / m a x

(4)

Ось Z  н ап р авл ен а  от зад ел к и  по оси стерж ня; 
в) уравнени я  д л я  определения  частот и форм  колебаний стро­

ились по методу Ритца:
^ - ( П - Г ) - О ; (Я 0, (5)

где потен ц и альн ая  энергия Я  и кинетическая  Т  д аю тся  соотно­
ш ениями

h 2 2 h

Я  =  4 - \  +  Г  =  4 ~ Р Р 2 \  F ( U 2 +  V * ) d z .  ( 6 ) ,
*  ‘ - ' m a x  ^ 1 m a x  °  JО 0

И зб р а н н а я  ф орм а применения метода Р и тц а  дает  наи мен ьш и е 
значения  побочных коэфф ициентов в частотном определителе.

Р езу л ь таты  расчета  при водятся  на фиг. 2, где д ан ы  отнош ения 
частот  первых трех изгибных форм колебаний к  частоте  I тона  не- 
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■ икручинного стер ж н я  в зависимости  от отнош ения ради усов  инер- 

tlliii относительно главны х осей при нескольких значениях'max
Vi ли закрутки  ао. П ункти рны е прям ы е — частота  колебаний в 
Плоскости наименьш ей ж есткости, пун ктирная  гипербола —  часто-  
hi I тона колебаний в плоскости наибольш ей ж есткости  —  д л я  
lie in к рученного стерж ня  ( а э =  0). Точки, л е ж а щ и е  на оси ординат,, 
rooi ню ствуют решению И. И. М еерович ( / т ах — 00) П1-

Из фиг. 2 видно, что наиболее резко выш еуказанный эффект раздво­
ения форм колебаний п роявляется  у стерж н я  постоянного сечения
c £mm= 0  1 б> где появляю тся  две  формы, к а ж д а я  из которых имеет

* тах
по одной узловой линии. Д л я  реальны х л о п ато к  — стерж ней пере­
менного сечения —  частоты обертонов в плоскости наименьш ей 
ж есткости  пониж аю тся , а частота  I тона в плоскости наибольш ей 
ж есткости  —  повы ш ается  (сравнительно  со стерж нем  постоянного

сечения).  П оэтом у  д л я  компрессорных л о п ато к  с ^  0 ,1 5Д—0,20



основное значение имеет связь  м е ж д у  I I I  изгибной формой (или 
II крутильной) и I тоном в плоскости наи больш ей  ж есткости. Эта 
связь  и в ы зы вает  «дубли» по  у к азан н ы м  ф орм ам .

П риведенны е числовые р езультаты  п о к азы ваю т  такж е ,  что при

гостью стерж н я  в плоскости наибольш ей ж есткости  при расчете 
частоты II изгибной формы  — погреш ность при этом не п р евы ш а­
ет 5°/о. Р асчет  частот  I II  и более высоких форм изгибных ко л еб а ­
ний д о л ж е н  проводиться  с о б язательн ы м  учетом д еф орм ац и й  
изги ба  в плоскости наибольш ей жесткости.

Особенности спектра частот за к р у ч е н н ы х  лопаток, сечения  
которых имеют о д н у  ось симметрии, п е р п е н д и к у л я р н у ю  хорде.  
В этом случае  больш ое значение имеет связь, су щ еству ю щ ая  м е ж ­
ду  д еф о р м а ц и ям и  изгиба и кручения. И м ея  в виду в дальн ейш ем  
ограничиться  лиш ь частотам и  первых трех форм изгибно-крутиль- 
ных колебаний , мы д ад и м  здесь  реш ение зад ач и  без учета вторич­
ных ф акторов: энергии «стесненного» кручения  и изгиба в плос­
кости наи больш ей  ж есткости. П ри  этих п редп олож ен и ях  потен­
ц и а л ь н а я  эн ерги я  д еф орм аци и , в ы р а ж е н н а я  через изги баю щ ие 

М $ и кр у тящ и е  М г моменты, имеет вид:

Д л я  расчета  частот  в дан ном  случае  о к азы в ается  плодотворным 
ввести понятия  об «эффективны х» м ом ентах  Ц  , Lz и об «эфффектив- 
ных» податли востях  S*,, 8**. О пределим  их следую щ им образом:

И з  ф орм ул  (10) следует, что при введении «эффективны х» из­
гибаю щ их моментов резко  уп рощ ается  з а д а ч а  об изгибе: возм ож н о 
•определить прогибы И  я  V  только  по зад ан н ы м  н агр у зк ам  Ц  (г), 
10

г_тт_ о,о1 (т. е. при I min ^ 0 , 0 1 / т ах) м ож но прен ебрегать  упру-

h
П  — ^ (оцЛ^2 +  2813Л4е М 2 -f- 822М г2) dz, (7)

о
а соотношения м е ж д у  д еф о р м ац и ям и  и н агрузкам и :

U" cos я =  V" sin  а =  0; I /"s in  я — V" cos а =  8ПМ; -)- 812M Z; 

© =  8 x 2 ^ ;  -f- й22М г .

0

(8)

(9)

Тогда соотношения (7) и (8) перепишутся:
h

П  =  а д +  8W ) d z -
о (10)

V  cos я -f- y"s in  я =  0; U" s in  я —  Т"  cos я =  ;

в ' =  812 L; +  8*2 L z.



ибо от момента L z(z) прогибы н е  зависят . Э то  существенно у п р о щ а ­
ет расчет  изгибных колебаний.

Результаты  расчета первых трех частот д л я  лопатки  постоян­

ного сечения  -у- =  0,05, Ц - — 0,05, - у  =  1 - f  4, а0 =  0 -у  60°

(фиг. 3), приводятся  на фиг. 4. Здесь  ж е  д л я  сравнения нанесены 
частоты, вычисленные без учета  связанности  деформаций (т. е. при 
3x2 =  0, пунктирные кривые на фиг. 4).

А н ал и з  результатов  р асчета  п о казы вает , что в основном зав и си ­
мости частот от угла  закр у тк и  определяю тся  эф ф ективны м и п о д ат ­

ливостям и (ш трих— пунктирны е кри вы е на фиг. 4 д л я — =  2 учи­
ты ваю т только  этот э ф ф е к т ) :

?.* _ 1 Г1 I £^min 4з02Г|О2 1
11 _  Я /m lnL  ^  O la  ■ (1 +  p.)

8* =  ______1____  X  -__________  (П )
G /d (  1 +  Р2) Е ! min 4 W  •

1 O l d  ' (1 +  h2 .

/oi =
0 , 5 6

Г 02

1
1 - 0 ,0 1  02 ’ 

1
V  1 +  0 ,8 9 0 а 2 ’ 

0 , 2 5

n » V  рf»;, 

3 ,5 1
( 12)

/  и  =
h У р /,»*22

Здесь I,i — геометричес­
кая ж есткость на кручение; 
р  — параметр закрутки; г1р— 
координата полюса параболи­
ческой деформации [5].

С ростом угла закрутки  
а0 податливость на изгиб о*, 
растет — это свидетельствует  
о снижении частот «изгиб­
ных» колебаний. Уменьшение 
«эффективной» податливости  
при кручении В*2 указывает 
на рост частот «крутильных» Фиг. 3.
колебаний с увеличением  
угла закрутки.

Д ля лопаток постоянного сечения можно с погрешностью не б о ­

лее 5% для /02 (при =  1 ) рекомендовать приближенные формулы.
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При бли зки х  значениях  частот II изгибной и I крутильной 
форм ( / 02 и / и ) необходимо учитывать динамическую  связь  м еж ду  
ними.

И зм енение «эф фективных» геометрических характери сти к  с 
углом закрутк и , а т а к ж е  и м ею щ аяся  ди н ам и ч еская  связь  сущ ест­
вую щ ими п ри ближ енны м и м етодикам и расчета  не учитываю тся. 
К ак  видно из фиг. 4, оба  этих ф акто р а  могут зам етно  влиять  на  
результаты  расчета.

Анализ' расчета  позволяет  реком ендовать  д ля  определения ч а ­
стот первых трех форм колебаний метод  Р и т ц а  в следую щ ей ф о р ­
ме: зад ав ш и сь  «эф ф ективны ми» м ом ентами Ц  =  У) a ,  Д п, L 2 =  
=  2 b„L2„, находим по формулам (10) перемещения U, V  и н  и по­
тенциальную  энергию  деформации П.  К инетическая  энергия к о л е ­
баний h

т =  ± е -р* \
о

[ F ( H 2+ V 2) +

+  Ip&>]dz. (13)

В качестве функций 
Цп  и L :n можно брать 
соответствую щ ие фор­
мы колебаний стерж ня 
переменного сечения 
(проводя ортогонализа- 
цию при расчете выс­
ших форм).

В табли ц е  2 даны  ре­
зу л ьтаты  расчета , вы ­
полненного по такой  
методике д л я  л опатки  
I ступени (о п р ед еля ­
лись только  к о э ф ф и ­
циенты м атриц, сто я ­
щ ие на главной  д и а го ­
н ал и ) .  З д есь  ж е  при­
водятся  результать! 
расчета , выполненного 
по методике работы
[1] с использованием  
«наклонны х» сечений. 
В скоб ках  у к а за н
процент погрешностей 
расчетны х величин по 

сравнени ю  со средними экспери м ен тальн ы м и  значениями.
Д а н н ы е  табл и ц ы  2 свидетельствую т о необходимости проводить 

расчет  низших частот компрессорны х лопаток, о б лад аю щ и х  боль- 
12
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Таблица  2
Частоты колебаний лопатки, гц

/oi /о 2 /п

Экспериментальные . . . . 150-160 580—600 1050-1100
Р а с ч е т ...................................... 159 (3) 630 (7) 1050 (2)
Расчет по методике рабо

ты [ 1 ] .................................. 175(13) 750 (27) 950 (12)

июй естественной закруткой , используя  при этом «эф ф ективны е» 
усилия и податливости, ибо введение этих понятий позволяет  р ез ­
ко снизить погреш ность расчета.
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