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И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  ОС НО ВНО ГО  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  
УР А В Н Е Н И Я  ИЗГ ИБ А СФЕР ИЧ ЕС КО Й ОБ ОЛО ЧКИ  

ПРИ П Р О И З В О Л Ь Н О М  Н А Г Р У Ж Е Н И И

Реш ен и е  зад ач и  о н ап ряж ен н ом  и д еф орм и рован н ом  состоя­
нии сф ерической оболочки в случае  произвольного  н агруж ен и я  
приводит к необходимости интегрирован ия  уравн ен и я  [1, 2, 3, 4]

Э  +  с ‘ в ^ + [ 1 + а - Т Г 5 ' т 1 !' ” ” 0 ' (1>

в котором у п — иском ая  ф ункция; ф — угол м е ж д у  осью оболочки 
и внешней норм алью  к  срединной поверхности; X — численный 
парам етр , зави сящ и й  от отнош ения ради уса  срединной п оверх­
ности оболочки R  к  ее толщ ине б и коэфф ициента  П уссона щ  
га — целое полож ительное  число.

В работе  [1] В. В. С околовского решение уравн ен и я  (1) было 
представлено  в виде равенства

У п( Ф )  =  Un('i0sinn 4>, (2)
в котором ф ункц ия  ип яв л яется  решением более простого у р а в ­
нения второго п о р яд к а  (точка озн ач ает  ди ф ф ерен ц и рован и е  по 
аргументу ф ):

и п ~Г (2га -Г 1 ) и п c tg  ф — (га2 -Г га — 1 — i \ ) u n — 0. (Зу

П одстановкой
t — s in2 ф

В. В. С околовском у уд ал о сь  свести уравнени е  (3) к  гипергео- 
метрическому с частны м и реш ен иям и  в ф орм е гипергеометриче- 
ских рядов  с ком п лексны м и коэф ф ициентам и. О дн ако  эти ряды 
не были приведены к  виду, удобном у д л я  практического  использо­
вания.

Вскоре после работы  [1] появились исследован ия  В. В. Н о в о ­
ж и лова  [2] и A. JI. Г ольденвейзера [3], в которых решение уравне-
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ния (1) было вы р аж ен о  через нетабули рован н ы е  присоединенные 
сферические функции комплексной степени. Вопрос ж е  о п р а к ти ­
ческом использовании полученных ими результатов  остался  не­
решенным.

С ледую щ ей работой, в которой р ассм атр и в ал ся  вопрос об 
интегрировании уравнени я  (1) ,  явилось  исследование В. Г. Ре- 
кача  [5]. Он зап и сал  вы раж ен и е  д ля  у п в виде произведения

Уп(’Ь) =  M 4 0 t g » 4 -

н получил следую щ ее гипергеометрическое уравнение  д ля  оп р е ­
деления функции ~оп :

х  (1 — х) V," 4- (п +  1 — 2х) v,,' +  (1 -f С) v п — 0. (4)
В этом уравнении

x = s i n 2 ^ - .  (5)

Ч астн ы е  решения уравнени я  (4) В. Г. Р екач  представил  в 
виде гипергеометрнчееких рядов , причем в этих р я д а х  им были 
вы делены  действительны е и мнимые части. Сущ ественны м я в л я ­
ется т а к ж е  и то, что ряды, полученные В. Г. Рекачом , об лад аю т  
лучш ей сходимостью по сравнению  с рядам и , использованны м и 
В. В. Соколовским. О дн ако  практическое применение этих р е ­
зультатов  ослож н яется  тем, что действительны е и мнимые части 
двух линейно независим ы х частны х решений уравнени я  (4) одно из 
этцх частных реш ений о б р ащ ается  в бесконечность п р и х  =  0) я в л я ­
ются возрастаю щ и м и  ф ункциям и при увеличении аргум ента х. Это 
обстоятельство  приводит к появлению  малой разности  близких 
чисел при расчете  оболочек в виде сферических поясов. Здесь  
ж е  нуж но отметить, что частное решение, неограниченное при 
х =  0, имеет весьма слож ную  структуру, вследствие чего оно 
требует  слож ного  п р ограм м и рован и я  д ля  вычислений на э л е к т ­
ронных цифровы х вычислительных маш инах . Д руги м  сущ ествен­
ным недостатком  реш ения В. Г'. Р е к а ч а  явл яется  необходимость 
в вычислении д л я  каж до го  значения  п  восьми степенных рядов  
(четырех искомых функций и их первых п рои зводн ы х), что требует 
за т р а ты  очень больш ой вычислительной работы *.

В настоящ ей статье  приводится другое, практически  более 
приемлемое решение уравнени я  (1).  Это решение требует  д л я  
своего использования  (для всех значений п)  вы числения всего 
л иш ь четырех степенных рядов, соответствую щ их только  одному 
значению п — 0.

П р е д л а га е м ы й  метод реш ения  зад ач и  состоит в следую щ ем.
Б удем  искать  решение уравнени я  (1) в ф орм е (2).  Но, в 

отличие от В. В. С околовского, применим к уравнению  (3) под­
становку (4) .  В результате  получаем гипергеометрическое у р а в ­
нение вида

* Указанные недостатки решения В. Г. Рекача присущи такж е и решению 
полученному В. В. Соколовским.
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Л егко  мож но убедиться  [6], что реш ение у р авн ен и я  (5) бу ­
д е т  иметь вид:

dn%
“ п = йр ,  (6)

г д е  т: =  т (дг) — решение другого  гипергеометричеекого уравнения

х (1  — х)т" +  (1 — 2 х ) - '  +  (\  +  л ) х  =  0. (7)

Это уравнени е  получается  из (5) при п  — 0. Его реш ения  м о­
ж н о  зап и сать  в виде следую щ их равенств  [6, 7, 8]:

О  =  9 i  +  i “ i .  т 2 =  Фг +  1' (02-
Здесь

СО оо
Фх= 1  +  2  «п«", ШХ =  2  § п Х п , (8)

П =  1 71=1
СО оо

=  1 +  2  « п  (1    х)п, и>2 =  2  P n ( l  —  X)'1, ( 9 )
п = 1 п=1

п (и — 1) — 1 , X Q
«П   ^2 ' « П -1  "Г  п2 Р п —I»

*(1 — х )и ’п + (п  +  1) (1 — 2х)и'п —  (я2 +  п — 1 — И)ип =  0. (5)

причем

р _  п ( п —  1) — 1 о х
Р п  •—  п г Р п—1 « п —1.

« 0 = 1 .  Ро =  0.
П рин яв  обозначения

U nl  =  фп!  +  1«>пЬ МП2 =  фп2 +  1шп2 (1 0 )

д л я  частных решений уравн ен и я  (5) и вспомнив равенство  (2), 
получим линейно независим ы е частны е реш ения  уравн ен и я  (1) 
в  т аком  Еиде:

У п \  =  (ф п 1 +  i«>ni) s i n "  Л, у п2 =  (ф п2 - f  i(on2) s i n "  <j).

О тсю да легко  нап исать  и общ ее решение уравн ен и я  (1)

Уп =  Сп\ У п \  Сп2 Уп2  =  { р п \  Мп\  “Ь  Сп 2 Un2 ) S i n n l|l.

Здесь сп1 и спо — комплексные произвольные постоянные.
И з сопоставления равенств (10) и (6) приходим к следую щим 

выражениям д ля  функций фп1 и, шп1:
dn CPi d”a)j . . . .

(р” 1 — 'did''  Шп1 — л ё " - ( I 1)
.Формулы д л я  вычисления функций ф„2 и u>n2 получаю тся  из 

вы раж ен и й  O J ;  изменением индекса 1 на индекс 2. Это з а м е ­
чан и е  сохран яет  силу  и д л я  последую щ их аналогичны х формул.

И з  вы раж ен и й  (11) следую т соотношения:
Ф„, =  Фп +1,1 > ШП1 =  шп + 1 ,1 • ( 1 2 )

Производные функций фП] и свп1 по аргументу б определяю тся
равенствами

451



Рекуррен тн ы е  ф орм улы  д л я  вы числения значений функций 
<Pni и ш п1 мож но получить, воспользовавш ись  уравнени ем  (5) и 
зивисим остям и (10) — (12):

( п + 1 ) ( 1 —  2х) . ( «2 +  п —  1) <рп1 Ы пХ

ср" + 2 ' 1 =  х ( \ - х )  (рп+ 1’1 + -— ----------- * ( 1 - * ) ------------

(и +  1 ) ( 1  — 2*) , ( « 2 +  « -  1 ) “ ш  —  \<e„i
Шп+ 2-1 х ( 1 — х) “ « + ы +  х ( 1 — х)

В этих ф о р м у лах  n  =  0, 1, 2,... причем

Фи =  ф1> “ oi — “ i-

И з  форм ул  (2 ) ,  (8) — (11) следует, что д л я  получения о б ­
щего реш ения уравн ен и я  (1) достаточно иметь значения  ф у н к­
ции ф],со 1, ф /  и со/ д л я  O ^ x ^ l .  Д л я  расчета  зам кн уты х  в 
верш ине сферических оболочек значения  функций ф1( coi и их 
производны х м ож но вы числять  непосредственно по ф о р м у лам  (8) 
вплоть до угла  ф =  90° (х =  0,5). Если и сследуем ая  оболочка пред­
ставл яет  собой сферический пояс, то д л я  ее расчета  необходимы 
значения <pi, coi, ф /  и со/ к а к  при х < 0 ,5 ,  т а к  и пру х > 0 ,5 .  Но 
при зн ачен и ях  х,  бли зки х  к  1, р яды  (8) стан овятся  медленно схо­
д ящ им и ся . П оэтом у ц елесообразн о  значения  рядов  (8) и их п ро­
изводных вы числять  по другим  ф орм улам , которые получаю тся 
в р езу л ьтате  интегрирования обеих частей уравн ен и я  -(7) по х.  
Эти ф орм улы  приведены в статье  [8]. Они у стан ав л и в аю т  п ро­
стые связи  м еж д у  ф ункц иям и  фь coi, ф / ,  со/ и и н тегралам и  от 
Ф1 и со 1, им ею щ ими сходимость, обеспечиваю щ ую  возм ож н ость  
практического исп ользован ия  п редлагаем ого  реш ения у равн е­
ния (1).

То обстоятельство , чго ф ункции ф2 и со2 получаю тся  из рядов  
ф! и coi простой зам еной  аргум ента  х на аргум ент 1— х,  позволяет  
д л я  вы числения ф ункций ф], coi, ф2, <о2 и их производны х на 
электронны х цифровы х вы числительны х м аш и н ах  составлять  
всего лиш ь одну програм м у  применительно к  ф ункциям  ф], сои 
ф /  и со/.

П ракти ческом у  применению излож енного  способа интегри­
рован и я  уравн ен и я  (1) могут способствовать п ятизн ачны е т а б ­
лицы  функций ф], coi, ф / ,  со/, ср2, со9, ф2' и ш 2/, составленны е к а ­
ф едрой прочности л етательн ы х  ап п ар ато в  К уйбы ш евского  а в и ­
ационного института. Эти табл и ц ы  составлены  по резу л ьтатам  
вычислений на электронн ы х цифровы х вычислительных м аш и н ах  
д л я  значений п а р а м е т р а  л  в п р ед елах  от Х = 1 0 0  до ^ =  300 с 
интервалом  АА,= 10 .Угол ф и зм ен яется  от 0 до 90° через 2°.

В заклю чени е  отметим, что функции ф2 и со2 при х = 0  о б р а ­
щ а ю т с я  в бесконечность и при возрастан и и  х  ведут  себя, как
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з а т у х а ю щ и е  ф у н к ц и и .  Б л а г о д а р я  э т о м у  с в о й с т в у  ф у н к ц и й  ф 2 и 
о)2 и с к л ю ч а е т с я  в о з м о ж н о с т ь  п о я в л е н и я  м а л ы х  р а з н о с т е й  б л и з -  
ж и х  ч и с е л  п р и  р а с ч е т е  с ф е р и ч е с к и х  п о я с о в .
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