
Второй случай нагружения соединения (рис, 1,6) возможен, напри
мер, когда к корпусу изделия при помощи фланцевого соединения подве
шен массивный агрегат, В этом случае упругая связь массы агрегата с 
корпусом образована элементами соединения.. Задача с такими условиями 
была решена относительно амплитуды у̂пругой деформации микронеровяос- 
тей в уплотнительных стыках [з ]. йз анализа решения было установлено, 
что лучше придавать диссипативные свойства деталям системы болта или 
дополнительным упорам. Постановка демпфирующей прокладки может приве
сти к улучшению работоспособности соединения при небольшой жесткости 
болтов.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ
КОНСОЛЬНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН

Первым этапом оценки вибрационных свойств тонкостенных конструк
ций является определение собственных частот и форм колебаний, которые 
необходимо знать при отстройке от опасных резонансных режимов работы, 
а также при проведении вибрационных испытаний, например, усталостных.

Лопатки компрессоров являются ответственными тонкостенными эле
ментами газотурбинных двигателей. В настоящее время предприняты попыт
ки использовать лопатки, изготовляемые из композиционных материалов,
В связи с. этим возникает необходимость создания методов расчета по 
определению частот и форм их собственных колебаний [ l ] . Простейшей



моделью такой лопатки является консольная прямоугольная пластина по
стоянной толщины.

Исследование собственных колебаний консольных анизотропных пла
стин позволяет оценить возможность применения теории пластин к расче
ту лопаток, выяснить пределы применимости приближенного решения, а 
также изучить особенности собственных частот и форм, обусловленные 
анизотропией 'упругих свойств материала,

В качестве исходных приняты следующие гипотезы: материал пласти
ны является ортотропным и линейно-упругим; справедлива гипотеза Кирх- 
гоффа.

Согласно принципу Остроградского-Гамильтона вариация функционала 
действия для реализуемого колебательного процесса
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d f (T - n )d t  = 0 .
. 6

где Т ж П - кинетическая и потенциальная энергия колеблющейся 
пластины; t  - время.

Для ортотропной пластины, главные оси упругой симметрии которой * 
совпадают с осями координат х  , у  (рис, I ) ,  потенциальная энер
гия определяется по формуле [г]

-а о
dxdy, ( 2 )

где Dx~ 12(l-jixyjCyx) ~ изгиба по направлению оси х  ;

Ву = —J  ”  ®®сткость изгиба по направлению оси у  ;

т. _ Вхуй - жесткость кручения;
12
£х > Fy - модули Юнга;

йху>ф-9х ~ коэффициенты Пуассона;

&ху “  модуль сдвига в плоскости х у  ;

- перемещение точек пластины в направлении 
оси г , '

Выражение для кинетической энергии 
ЯН rr/3W Ч

( 3 )~ао
где fi - плотность материала пластины.
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Р и с .  I

Полагая, что существуют только периодические колебания собствен
ной частоты р у представим Ю(х, y.-t) в виде

У (х ,у , i )  = W (х ,у )s in p t

Подставляя зависимости (2) и (3) в ( I )  и учитывая выражение (4 ), полу
чим

2а с

i, О О

T c r r l  - ' Ап т( E j J j  <stn (Т З Е Г ) ZDcc/Cyx
0 ^

( 5 )

Для получения решения задачи воспользуемся методом Ритца. В ка
честве функций, аппроксимирующих формы колебаний пластин, примем балоч
ные функции, широко используемые для этих целей [Зj :

Е йтп.2кт ) гп=0 m=f С б )

где Х/, (х )и  Yn(y) - формы колебаний консольной и свободной балок;

йтп - произвольные параметры.
Подставляя формулу (6) в (5 ), интегрируя по t , сокращая на посто
янный множитель, зависящий от пределов интегрирования и сводя варьиро
вание суммы к дифференцированию по неизвестным параметрам Лтп. , полу
чаем систему т>!П линейных однородных уравнений, состоящих из т х п  
членов, относительно неизвестных йр(̂  ;



X 2  йра (ЙЛ р)-.ЛХ.— j - Q
рм 1'йдйтп 7)йтп) ( ? )

Система уравнений ( ? )  имеет нетривиальное решение в том случае, если 
детерминант системы

 ̂ с 8 )

.Уравнение (8) есть частное уравнение в форме Ритца.
Систему уравнений (7) .можно представить в виде
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о /  ^  ^ Y(̂ . fjUyxXm  Yn Fp f^P  ^
-a a pM fO  F y-

2  f  i j p ,  Z  4  " Y  F I  I Y f A  F  ' ,

 ̂4 A x ; , / ;  f  f  F , /  y; -лЦх„ щ i  i / p , -о,  ( э >
D.X: p-1 (f-0 p-t(f--0

ГГ) n

где Й  ~mn' n

Обозначая коэффициент при йра, в уравнении (9 ), полученный в резуль-
л татате дифференцирования по йтп » через , находим

= JXmX'p dx J  YJc! dy rfiy^jY'^Xp d x J ŷ  Y^dy ь
о ~ a  0 ~CL

[ а / З х  j 2  4  Jx „ X , d x jY . ,
0 .-F 0 -<*

, ф ф х / х Jy;^  Y Y - d J x „ x , d x j Y „  y / y  ■ (1 0  ) '
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При вычислении коэффициентов учитываем, что функции и
7  ̂ нормированы и взаимно ортогональны.

Обозначим g е \
еЗ/па ~ [Хд, Хд dec ; ^тп - f Х^ Хр dx ;

L  ,

C>,r,„--fPY.‘/Z’ F n ' - J r A M r  J
- a  - a

После двухкратного интегрирования по частям и преобразования имеем
,, .  ф - (К х „ - х „ х р ,- (х ' ; х ' ; - х Л ;1  .
Ш/пп------------------- г г  ------------------------- 9 ( 12 )

3^
_ Ат Sh А т~  s in  Кт 2 Кт сН  Ат н C10S К т

shKm ^SinAm  4  З Н К т ^ -З с п К т  ’ С 15 )

с А . т п ^ 4 т ( с ) Х п 4 У  ^ т п  \ ■ ' С 14 )

_ к т  ShAm-Si-n Ат gKrn СбКтмСО ЗКт
ShAm -FSinAm  S h K m rS in K m  ’  С 15 )

' ( 1 6 )

Л (c h  Кгг}" QOS 4. (Г) ) Z К ГГ) ih K m  Кгг)СОВ Кп) ^
a ‘ ( o k ‘ /t„  г  c o s ‘ k „  ) а ‘  -  c o s 'к „  '

-  ̂ z A iY A .n - P V n Y m ),- a  ,
/̂77

Ф т т  = - 4 fr (s ix h  's P 'a  ) C ihA ra 1т  нечетное ^а. \осп. Sh А т  J  ( 19 )

( 17 ) 

С 18 )

А /  1 к I . З А т  ±1 С • С 20 )

ГГ) четное
лАт ж Ат - корни частотного уравнения для консольной и свобод

ной балок соответственно.
Введем обозначения _ ,

а  _  ТОтр Л _ A i  . ^  _d rnR . 4  . С 21 )
с =  —  ОЗтр -  g2 ; pZ , ^nf ^
7-7225



Вы раасени е  (10) после сокращения на й/а^'фО и с учетом зависимсстей 
( 12-21 ) можно представить в виде

^ /77/2 — А D/, _ л
ф ух  (^ т р  '^пср) *■ ; ( 22 )

А«
h ь  ̂ . Лул:* N  , / Ас -

d Z n "  о ' '
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( 23 )

'йпг.
— тпНеобходимо отметить, что коэффициенты и <2 ,̂, зависят от

упругих свойств материала ; усухиОд^ , а коэффициент
зависит также и от относительных размеров пластины с ; причем с 
входит в слагаемые, зависящие от корней частотных уравнений консоль
ной и свободной балок. Можно показать, что для всех коэффициентов дей
ствительно условие

-тп -Р9-
Ĝ pcf, — С̂ тп

Отметим также, что коэффициенты при диагональных членах в уравнении 
(7 ), т«е. коэффициенты зависимости (23), значительно больше побочных 
членов в формуле (22), а ряд коэффициентов равен нулю.

Собственные частоты колебаний пластины определяются по соотноше
нию

г _  '̂ тп С ,  /
тп 2 ж Ф  ^ f i t  ( 24 )

.h
где ')тп^ ~с^ тдтп - собственные значения матрицы (7 ).

Каждому значению fmn соответствует определенное значение па
раметра йтп » удовлетворяющее уравнению (7 ).

. форма колебаний описывается соотношением

й  (ф ,у) - Е  Z  Fmn Хт (dc)Yn (у )  •т=1 п=0
' решение системы уравнен;ай (7 ), описывающей колебания пластины, 

реализуется «й ЭЦВМ по стандартной программе.
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OCHOBHfciE УРАВНЕНИЯ
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ОБОЛОЧЕК,
ИЗГОТОВЛЯЕМЫХ ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

В связи с тем, что применение композиционных материалов для из
готовления тонкостенных элементов конструкции ГТД типа оболочек явля
ется перспективным, возникает необходимость в разработке методов рас
чета их на прочность и колебания с учетом специфики строения и свойст! 
композиционных материалов [ i j .

Первым шагом на пути решения этой задачи является получение урав
нений напряженно-деформированного состояния, что и явилось темой дан
ной работы.

Обоснованию теории упругих анизотропных оболочек посвящено боль
шое число работ [4] - [б ]. В работе [б] изложена уточненная линейная 
теория упругих анизотропных многослойных оболочек. Эффект поперечно
го сдвига и нормальных поперечных деформаций учитывается для каждого 
слоя. В настоящей работе в качестве исходных для анализа приняты сле
дующие гипотезы. Рассматривается неоднородная анизотропная оболочка 
переменной толщины. Материал каждого слоя является криволинейно-орто- 
тропным с извецдаым направлением осей упругой симметрии и линейно-уп
ругим. В целом для оболочки учитываются деформации поперечного сдвига 
и обжатие нормального элемента.

Оболочка рассматривается в системе координат оС, t э £ »
совпадающей с направлением главных кривизн срединной поверхности обо
лочки (рисунок); оС , fi , - оси упругой симметрии материа
ла 1 - г о  слоя; fc ч hi - угол армирования и толщина I  -го
слоя соответственно; 2h (ос̂  ,oCg) - толщина оболочки.

Пусть перемещение произвольной точки поверхности

UgCgt Win > ( I )


