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ЗАДА Ч А  П Л О С К О ГО  О БТЕКАНИЯ С ВИ ХРЕВО Й  ЗОНОЙ 1

Рассматривается задача обтекания плоского профиля S с вихревой зоной у границы.
1. П о ста н о в к а  зад ачи . Пусть Q ~ c  R2 -  ограниченная область с кусочно гладкой гра

ницей ?Q  -  S, область течения обозначим через Q+ = R‘ \ Q - , пусть некоторая область Qi 

содержит Q~, Q, э  Q \  Q = Q, \  Q~

Будем полагать, что векторное поле скоростей w (х) = { u(x), v(x)}, х = (хь х2) е  Q+ об

текаю щ его течения удовлетворяет следующим условиям:

1) div w (х) =  0 в области течения;

2) rot w (х) =  0 в Q + \  Q ;

3) задана скорость на бесконечности w (=о) = { uo, v0},

4) граница S есть линия тока течения.

Из условия 1) следует, что в области течения Q* сущ ествует функция тока Ч'(.^ ,

w (х) = { (х), 4 ^  (х)}, rot w (х) = А Ч '(х)

Для ф ункции 1Р(х) рассмотрим представление

lF(x) = ( а, х) + j g(y) Е (х-у) d  x e  Q \  
о

где Fi(x) -  ф ундам ентальное реш ение уравнения Лапласа, а ={ -Vo, uo}, g(y) -  искомая 

ф ункция, являю щ аяся плотностью  распределения вихрей в приграничной зоне Q.

Условия I), 2). 3) вы полняю тся по построению. Покажем далее, что условие 4) также 

может бьп ь  вы полнено при соответствую щ ем  выборе g(x)

Из естественного условия минимальности завихренности получаем, что функция g(x) 

принадлеж ит подпространству G (Q ) гармонических функций пространства L2(Q).

Рассмотрим ограниченную  последовательность точек {хвп } = |( х 1Вп, х 2в")}>

n = 1, 2  3... , принадлеж ащ ую  Q* \ Q, отделенную  от ее границы, и пусть эта последователь

ность удовлетворяет условию  единственности гармонических функций (т е. две гармониче
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ские функции, совпадаю щ ие на этой последовательности точек, совпадаю т тождественно). 

Н азовем  эти точки  базисными.

Рассм отрим  теперь систему функций

Ув(х) = l n ( x - x B" ) 2 , n =  1, 2, . . . ,  х == (х ь х2) 6 Q.

И м еет место следую щ ая лемма [1].

Л ем м а . С истема функций {ув(x)]T=i линейно независима и полна в подпространстве 

гармонических функций G(Q) с  L2(Q).

И з леммы следует, что любая функция g(x) е  G(Q) может быть аппроксимирована 

суммами вида

gN(x )=  £ с „ У в М -
П=1

Рассмотрим аппроксимационны й функционал

It 2
&  Г n |N  а I2

( а, х ) - С  + Z c „ | y B( y ) E ( x - y ) d y  + «  К с „ Т б (У )
n=l Q IIl,(s) и - 1 IIL

и следую щ ую  задачу V для нахождения коэффициентов ct.

З а д а ч а  V. Найти минимизирую щ ие коэффициенты с =  ( c 1; c 2, . . . , c N ) для функцио

нала FN(g).

Н еобходимое условие экстремума приводит к следую щ ей системе алгебраических 

уравнений:

(Ат Н А + а  В) с =  - А т Н ( ( a ,  х т ) - С ) ,

где А  = (атп), а™ = | у в (у) Щх "  _  У )^У , nt -  номер точки разбиения хт  контура S (зависит от
Q

способа численного интегрирования), Н -  диагональная матрица "шагов" по контуру S;

В = (bmn) -  симметричная матрица размерности (n х n), bmn = J у д (х )у д (х ) dx .
Q

2. Р езу л ь тат ы . Ниже приведены результаты численного эксперимента обтекания пла

стины, для которой вихревой зоной взят полукруг с «подветренной» стороны. Для набегаю 

щего потока на бесконечности w (со) = { 0 , 1) на рисунках 1 и 2 и w (оо) = { 1, 1) -  на рисун

ках 3 и 4; коэффициент а  (при вязком члене) равен 1 d—4, ld -2 , 1 d—4 и ld -1  на рисунках 1 - 4 .  

соответственно. Алгоритм реализован на языке программирования Fortran (без использования 

математических пакетов и, в частности, библиотеки IMSL), графика -  на языке Pascal.
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Во всех случаях количество базисных точек бралось равным тридцати, N b = 30.

Рис 1. w (oo)=  { 0, 1}, а  = Id—4 Рис 2. w (a>)=  { 0, 1}, а  = Id—2

Рис 3. w (< »)=  { 1, 1}, а  =  Id —4 Рис 4. w (ао) =  { 1, 1}, а  -  ld -1
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