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УПРАВЛЕНИЕ ПЕРЕОРИЕНТАЦИЕЙ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ

В настоящей работе формулируется подход к решению краевой задачи 
переориентации космического аппарата (КА) с электромеханическими ис
полнительными органами на базе двухстепенных безупорных силовых гиро
скопов - гиродинов (МГ).

В общей постановке требуется найти решение задачи переориентации 
для комплекса "КА - связка МГ". Таким образом, объектом управления 
служит система (п+1) тел, механически связанных друг с другом. Задача 
управления для этой системы формулируется как задача переориентации 
КА при управлении переориентацией МГ.

Из закона сохранения кинетического момента в системе (на систему 
не действуют внешние силы) имеем

^ка = “ *мг € ^ка’ ^мг е \ir '’
где Ку, - пространство кинетического момента КА, - пространство
кинетического момента МГ (йцд! - евклидовы пространства 
Откуда

= (с )
dt dt

Движение каждого гиродина определяется изменением угла прецессии 
(а- номер гиродина а=1,п; в дальнейшем греческие индексы пробегают 
значения 1,п). Углы 6а образуют многообразие /1/, которое обозначим 
Вп. Длина дуги кривой в Вп определяется дифференциальной квадратичной 
формой /1/

du2 = dSP, (3)
где (оа ) - координаты метрического тензора Вп. По повторяю
щимся индексам, если не оговорено особо, проводится суммирование. По
скольку система тел механически связана, то между Еп и Ака сущест
вует отображение Г: Вп-> Свяжем с КА базис Ес (ориентированный
по главным осям инерции). Вращение Ер в базисе EL (Kj, - инерциальный
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OIJ ■# огг •аей = -Tt ей1 = -ТД ciAq (5)

базис) описывается вектором Ф (Ф - вектор конечного поворота /2/), 
определяющим переход от к Ес).- Таким образом, если A.: Eg-* Eg, А, е 
Н*, Н* - группа кватернионов, то

1 •*А = ехр (- Ф). (4)2
Пусть теперь Н* область изоморфизма iL в Н*, т.е. (3 Н? 3 А )

л * ' * ' Л» ' *(Н с Н, AtH , А ; Н -» и Ф - пространство производных вектора Ф,
то из Ф -Н* следует Ф -» К^д и из Г: Вп-» Кка следует, что (3 5̂ , 
3 f2) (Г1: Bn-> Н*, f^: ВП-* Ф ), т.е. существует диффеоморфизм

«ЭГ? ., д &
-т? СЙ1 = -т’
<ЗФ д\Ч

(t=1,3; q=1,4; Ф1, А4 - производные по времени компонент вектора Ф и 
кватерниона А соответственно). Тогда

ей2 = йдр d6ad5^ = GiJ(£i(£J = d^+c»|+c»|, (6)
где Gjj - компоненты метрического тензора в Eg (диагонального и по
стоянного в декартовом базисе Ед).

Уравнения движения гиродинов в координатах ба будут иметь вид
ба = (J01, (7)

где и0, - управляющие функции гиродинов. Следовательно

(6а )2 = йа(3 U0- \Р (8)

и (3) будет описывать экстремаль в Вп , если функционал 
Т

J  = - J U01 Up d t  -> m in . (9)
2 tQ

Из существования диффеоморфизма (5) следует, что на Eg задано про
странство управляющих функций и*, так, что Г~1 :UMr+ UKg опреде
лится из соотношения

U1 = ( ^ ) U 01 (10)
or-

(ш4 - компоненты угловой скорости КА). Таким образом, (9) должен 
одновременно удовлетворяться на функциях U1, определяемых (10). 

Запишем уравнения движения системы:
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1) уравнения движения МГ
аа  = и01;

2) уравнения движения КА

(1 2)

(13)

где j - компоненты тензора, дуального к тензору инерции I КА, 
Etjk ~ символы Леви-Чивита.

Задача отыскания экстремалей в Вп и Е3, отвечающих оптимальной 
переориентации комплекса "КА-МГ" (КМГ) сводится в этом случае к отыс
канию экстремальных решений уравнений движения КА, соответствующих га
мильтониану системы (П)-(13). При этом гамильтониан, являясь скаля
ром, должен быть инвариантен, как по отношению к диффеоморфизму (5 ), 
так и по отношению к элементам Н* (инвариантность гамильтониана по 
отношению к преобразованиям координат), т.е. преобраования должны быть 
каноническими /3/. Гамильтониан, определяющий систему (II)-(13), имеет 
вид

времени компонент вектора угловой скорости й>.
Из требования инвариантности гамильтониана по отношению к (5), 

(10) получаем систему сопряженных уравнений для МГ

Т = \ + + V q ’ (1 4)

где p,j, 7 ({=1 ,3,q=1 ,4) - множители Лагранжа  *

0)̂ - производные по



• <2CJ>
a \ q

Необходимые условия минимума (14) могут быть определены следующей 
теоремой.

Теорема 1. Минимум функционала (14) достигается на решениях (12), 
(13), удовлетворяющих краевым условиям

ЛДО)^, o)(0 )=wH; (21 )

А. (Т )— , ио (?)
и соотношению

(22 )

+ sljk1JlV-ibJk = JlkVebt(\o)k, ,23)

где о - постоянный кватернион.
Доказательство основывается на следующих положениях.
1. Вследствие инвариантности Г при преобразованиях вращения 

множители Лагранжа могут быть только компонентами постоянного кватер
ниона. В этом случае, используя (19) и (14), после несложных преобра
зований можно получить (23). Это соотношение может быть записано 
также в виде

aTU( + slJkVf*k = JtkVekt(\a)k. (24)

2. Лемма. Решение системы (12), (13) вида
3 2

Ф = 5. -- + 30 -- + <5Q t + б,, (25)
' б 2 J 4

где 5{ ((=1,4 ), определяются из (2 1), (2 2) удовлетворяет необходимым
условиям минимума (24) функционала (14). В (25) $ - вектор конечного
поворота.

Доказательство. Представляя (14), как среднеинтегральное значение 
в точке tR 10,Т] и, подставляя (25) в (24), в этой точке, получим

°( = ~ 4 (  °1( <2б>
(по ( нет суммирования, о?- компоненты векторной части а). Выполняя 
ту же операцию в точке Г, получаем, что Vekt(o) - единственная кон
станта, определенная (26) и (2 1), (2 2), что и требовалось.

Из требований инвариантности гамильтониана относитено диффэомор-
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физма (5), находим, что движение МГ, обеспечивающее минимум функциона
ла (14), должно определяться преобразованием (17), т.е.

U_ = --3 и, (27)
dwt

преобразованием Мура - Пенроуза /4/, определяющего через управляющую 
функцию движения КА управление гиродинами, что может быть сформули
ровано в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Оптимальное управление переориентацией КА на гиродинах 
достигается на траекториях (25), при этом управление MF определяется 
через управляющий момент КА,реализующий траекторию (25) посредством 
преобразования Мура - Пенроуза. Таким обобразом,

• Лф АЛф 4 Л
б = А (АА ) 1М, (28)

где А-ЗК^/б(б^,,бп ): М - матрица компонент управляющего момента КА.
Доказателство очевидно. Поскольку любое, отличное от (28) управ

ление МГ либо должно соответствовать (25), либо нарушает условия ми
нимума.

Заметим также, что в случае ограничения по угловой скорости КА 
или по скоростям прецессии МГ, необходимым условиям минимума удовлет
воряет также решение

б =
lit2 + ?2t 4- ));

С + ^5 (ФбСГ,,Г2 ));
+ r̂jt CO

to+ (te£T2 ,r));

где Т=Т^+Т2+Тп - время переориентации; векторы константы (1=1,7).
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