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Чжоу Сяо 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОЛЛОКАЦИИ И ГОМОТОПИИ 

В ЗАДАЧЕ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ПРИ 

СБЛИЖЕНИИ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

Введение. Рассматривается применение метода коллокации 

и гомотопии в задачи сближение и задача оптимального управле-

ния относительным движением преобразуется в краевую задачу 
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решения начальных значений сопряжённых переменных. Сравни-

ваются метода коллокации и метод градиента с точки зрения эффек-

тивности интегрирования и времени решения.  

Методы коллокации и гомотопии. Основная идея метода 

коллокации [1] заключается в дискретизации непрерывной времен-

ной кривой в конечный временной ряд, что позволяет преобразо-

вать задачу проектирования траектории в масштабную нелинейную 

задачу проектирования (рис. 1).  

 

Дискредитированная траектория

Непрерывная траектория

 

 

Рис. 1. Схема метода коллокации 

 

Сначала дискредитируются непрерывные траектории движе-

ния и переменные состояния: 
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 (1) 

Здесь N обозначает степень дискретизации, чем больше N, тем 

меньше ошибка расчёта траектории после дискретизации. Дискре-

дитированная траектория разбивается на N сегментов с N+1 дис-

кретными точками. Интеграл уравнения дифференциальной дина-

мики между каждыми двумя дискретными точками может быть ап-

проксимирован как: 
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 (2) 

Решив задачу для каждого малого участка, в итоге получаем 

общую приближённую оптимальную траекторию. Методом гомото-

пии [2] вводится гомотопический параметр   и строим приближён-

ную функцию переключения. Когда   достаточно мало, например 

810 , можно считать   равным 0. 

 *

0 < ,

, 0
2

1 ,



  

     



 




   





 (3) 

Таким образом, методом гомотопии позволяют использовать 

решение задачи оптимального по быстродействию в качестве 

начального приближения для решения задачи оптимального по мо-

торному времени 

Математическая модель относительного движения. Безраз-

мерные дифференциальные уравнения относительного движения в 

цилиндрической системе координат для случая круговой опорной 

орбиты имеют следующий вид: [3 – 5]: 

-

 

(12) 

где ∆𝑟ср – среднее смещение вдоль радиуса орбиты, ∆𝐿ср – сред-

нее смещение вдоль орбиты, 𝑙x, 𝑙y– составляющие малой полуоси 

эллипса относительного движения КА в продольной плоско-

сти, 𝑥z, 𝑦z – составляющие амплитуды колебаний относительного 

движения в боковой плоскости, α – угол отклонения вектора тяги от 

трансверсального направления, β – угол отклонения тяги от плоско- 
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сти орбиты;
МОТ

t – моторное время двигатели,   – функция переклю-

чения. 

Критерий оптимальности – минимальное моторное время 

f

d min.

0

J t

t

  
 Запишем Гамильтониан системы (1), уравнение со-

пряжённых переменных, оптимальное управление, определённое из 

условии максимума Гамильтониана [6-7]:  
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Здесь 
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Функция переключения двигателей   определяется из усло-

вия максимума Гамильтониана: 

0 <0 ,
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  (14) 
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где  2 2 21 , / 4
zm xC C A B         . 

Граничное условие имеет вид: 

   00 ; 0fX X X t   (15) 

где ft  – конечное временя. 

Таким образом, задача оптимального управления сводится к 

двухточечной краевой задаче для системы дифференциальных 

уравнений (2), дополненной функцией переключения (3). Краевая 

задача обычно трудно решается и в данной работе введём гибрид-

ный алгоритм, который состоит из метода коллокации и метода го-

мотопии. 

Решение краевой задачи на основе метода коллокации и ме-

тода гомотопии. Метод коллокации реализован с помощью функ-

ции bvp4c в matlab. В работе проведены три расчёта (индекс (0)X – 

1,2,3). Количество дискретных точек N=300. 

1. Для первого варианта начальных условий 

 
T

1(0) , ,2 2 2 0, ,2,0X   решалась задача об оптимальном быстродей-

ствии. Задача имеет хорошую сходимость и в качестве начального 

значения сопряжённых переменных можно использовать 

   
T

Ψ 0 = 1,1,1,1,1,1 . Краевая задача решается методом коллокации 

и методом градиента (рис. 2).  

Как видно из рис. 2, для простой задачи с граничными услови-

ями  
1

0X  время расчёта методом градиента меньше, чем методом 

коллокации. 
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Рис. 2. Изменения нормы вектора  fX t  от шага интеграла  

методом коллокации и методом градиента 

 

2. Для второго варианта начальных условий

 
T

2 2 100 00 2(0) , , ,0,2,X   решалась задача на оптимальное быстро-

действие. При больших значениях (0)X  сходимость задачи ухуд-

шается и трудно непосредственно найти начальное значение сопря-

жённых переменных  Ψ 0  для решения краевой задачи, поэтому 

используем метод гомотопии для перехода из простой задачи до 

сложной целевой: 

 1 2(0) (0) 1 (0)X k X k X     ,  

где k  – коэффициент гомотопии, изменяется от 1 до 0 с шагом 0.01 

На рис. 3 показано, как изменяются начальные граничные 

условия и соответствующая оптимальная траектория в продоль-

ной плоскости при изменении значения k. Согласно результатам, 

полученным в Matlab, при использовании метода коллокации 
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требуется 66 с для расчёта, а при использовании градиентного 

метода – 1141 с. 
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Рис. 3. Метод гомотопии для граничных условий 

 

3. Для третьего варианта граничных условий 

 
T

3 11.22 1607.2(0) , , , 0 .3 , 3 5 .99 , 2X    решалась задача об опти-

мальном моторном времени. Введём приближённую функцию пе-

реключения (3) и используем решение задачи оптимального по 

быстродействию в качестве начального приближения для решения 

задачи оптимального по моторному времени. Краевая задача реша-

ется методом коллокации. 

Как видно из рис. 4, сходимость уравнений может быть улуч-

шена введением гомотопический параметр   для сглаживания дис-

кретной функции переключения. При постоянном уменьшении   

полученная приближённая функция переключения будет все 

больше и больше сходиться к целевой функции переключения 

 0, 1  . 
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Рис. 4. Изменение функции переключения с увеличением общего  

времени и уменьшением   при 70.8общt   и 69.98мотt   

 

Заключение. В статье сравнивается эффективность решения 

краевой задачи методом коллокации и методом градиента. Если 

краевая задача проста и уравнения хорошо сходятся, то скорость 

сходимости быстрее при использовании метода градиента, а если 

уравнения трудно сходятся, то скорость сходимости быстрее при 

использовании метода коллокации. Обычно задачи относительного 

движения являются крайне нелинейными, поэтому выгоднее ис-

пользовать метод коллокации. Сглаживание дискретной функции 

переключения путём введения гомотопического параметра позво-

ляет избегать сложностей с выбором начальных значений сопря-

жённых переменных для задач об оптимизации перелётов по мотор-

ному времени и эффективно улучшить сходимость задачи.  
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Шарипова А.Р. 

ПРИМЕНЕНИЕ АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО МАНЁВРА  

ПРИ ВЫВЕДЕНИИ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА  

НА ОРБИТУ СПУТНИКА ЮПИТЕРА–КАЛЛИСТО 

Введение. Основной проблемой при совершении межпланет-

ных перелётов к Юпитеру и его спутникам является большой рас-

ход рабочего тела, необходимого для осуществления перелёта, а 

также для формирования требуемой орбиты в сфере действия Юпи-

тера. Однако, затраты топлива можно сократить за счёт использова-

ния аэродинамического манёвра в плотной атмосфере Юпитера.  


