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О Д Н А  Т Р Е Х М Е РН А Я  М О Д Е Л Ь  П О ТЕ Н Ц И А Л ЬН О ГО  О БТЕКАН И Я 1

П усть Qo -  ограниченная односвязная область в R3 с кусочно гладкой границей S, Qi -  

некоторая ее окрестность, Q = Qi \ Q 0 ■ Рассматривается задача обтекания тела Qo, и пусть

поле скоростей w (х) обтекаю щ ей ж идкости удовлетворяет в области течения Q + = R3 \  Q 0 ус

ловиям:

1) rot w  (х) =  0, х е  Q +; 2) div w (х) =  0, х s Q+ \ Q, т  е. течение соленоидально вне

приграничной области Q; 3) w (°о ) =  { u0, v0, w 0}; 4) на поверхности S выполняется

условие непротекания, т  е. w  (х) 1  п (х), где п (х) -  нормаль к S в точке х.

Из условия 1) следует сущ ествование потенциальной функции <p(x), V (p (x )= w (x ),

Дф(х) = div w (х). Для ее определения рассмотрим представление

<p(x) =  (w (o o  ), х ) +  { g(y) Iх—у | ‘‘ dy, x 6  Qf  (1)
Q

с неизвестной плотностью  g(y), Дф(х) =  g(y) в Q, в Q"' \  Q течение соленоидально.

П редставление (1) удовлетворяет условиям 1), 2), 3), функция g(x) трактуется как 

плотность источников в погранслое Q.

Покажем, что условие 4) такж е выполняется три  соответствую щ ем выборе функции 

g(x) и укажем алгоритм приближ енного решения.

О бозначим через G(Q) подпространство гармонических функций в L2(Q). Пусть хш 

(m = 1, 2, . . .)  - последовательность точек в Q + \ Q, отделенная от 5Q и удовлетворяю щ ая ус

ловию единственности гармонических функций. Справедлива следую щ ая лем ма [1].

Л ем м а 1. С истема функций

Ym(x)= |х “ - х |  ' , ш =  1 ,2 , ...

линейно независима и полна в подпространстве G(Q).

Рассмотрим подпространство L2C(S) в L2(S), ортогональное единице.

1 Работа выполнена при поддержке гранта Т02-14.1-2492 Минобразования.

257



0 =  — ^—- ( 'v(oo), х ) + Jg (y ) - — —|x -  y p 'd y , X € S. (2)

Л ем м а  2 Система функций

M * ) = J  Ym(y) |x m -  y p 'd y , x e S
o

линейно независима и полна в подпространстве L2C(S).

Доказательство опирается на свойства функций (Зт +(х) [ 1].

О братимся к ( 1). Продифференцируем это равенство по п(х), перейдем на границу S, 

получим

д  — , д
( w(°o), X ) + J g(y) —

3 n ( x )  JQ 5 n (x )

Первое слагаемое в правой части принадлежит L2C(S) И нтеф ируя (2) по S, получим 

следую щ ее необходимое условие

Jg (y ) dy  = 0 .
Q

Из условия минимизации g(y) по норме в L2(Q) следует, что g(y) должно принадлежать 

подпространству G(Q).

А ппроксим ацию  gN(x) функции g(x) будем определять в виде

N

gN(x) = X  Cm |im(x), X s  S,
m=I

и таким и суммами можно аппроксимировать с любой наперед заданной точностью 

лю бую  ф ункцию  из L2C(S).

С ледовательно, функция gN(x) является приближенным реш ением уравнения (2), по

следовательность gN(x) сходится к некоторой g°(x), и представление ( 1), где g(x) = g°(x), 

удовлетворяет условию  3)

Коэф ф ициенты  с =  (с 1, с \  . ., cN) определяю тся решением задачи минимизации функ

ционала Р(с),

F(C) =  t 4 _T ( W(00) ’ X ) + й т ( Х)
| З П ( Х )  m=l I l j (S)

ч т о  приводит к линейной алгебраической задаче с невы рож денной матрицей.

БИ БЛ И О ГРА Ф И Ч ЕС К И Й  СП И СО К

1 Л еж нев В Г , Д анилов Е.А, Задачи плоской гидродинамики. Краснодар: Изд-во КубГУ, 
2 0 0 0 .
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