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О П РИ М Е Н ЕН И И  РА ЗЛ И Ч Н Ы Х  М ЕТО ДО В ИНТЕГРИРОВАНИЯ  

О БЫ К Н О В Е Н Н Ы Х  Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Х  УРАВНЕНИЙ  

В М Е Т О Д Е  «ВИ ХРЬ В ЯЧЕЙКЕ»

Рассматривается случай вязкого двумерного несжимаемого течения. В рамках числен

ного метода «вихрь в ячейке» (В Я ) уравнение Н а в ь е -С т о к с а  в переменных завихренность -  

скорость расщ епляется на уравнения конвекции и диффузии завихренности [1]. На этапе 

конвекции используется лагранж ев подход к описанию  движения жидкости и решается сис

тем а обы кновенны х диф ф еренциальны х уравнений (ОДУ) движения для каждого вихря в 

ячейке

d x  ~ m—  = и ( 1)
dt

где х  вектор, описы ваю щ ий полож ение вихря; и вектор скорости. После перемещения 

интенсивности вихрей перераспределяю тся в ячейки сетки согласно

где А - интерполяционная ф ункция; Г - циркуляция вихря перемещ енного в точку (д';.у/), не 

совпадаю щ ую  н общ ем случае с центром некоторой ячейки сетки; Г - циркуляция, полу

чаемая вихрем в ячейке ( / , /)  от перераспределяемого вихря. Н аименьш ую  численную диффу

зию  [2] имеет интерполяционная функция М 4 ‘

Н а этапе дифф узии (эйлеров подход) определяется изменение поля завихренности с 

помощ ью  м одифицированного м етода «донор-акцептор». В данном  случае, в отличие от 

обы чного метода «донор-акцептор», удается сохранять точность реш ения в широком диапа

зоне изменения ш ага по времени И звестно также, что при ум еньш ении коэффициента кине-

г „ , , =  г " ( Ч . У, Ж * ,  -  *J А( у , -  у , ) , (2 )

А "  * ' ( * ) -  \ ( \ - х  ) ( 2 - х  )2 /2, \ < х  < 2 ,  х 

0 . х* > 2

Ш
(3)

h
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магической вязкости в схеме м етода ВЯ численная диффузия на этапе конвекции может пре

выш ать физическую.

И нтегрирование (1) проводится обычно явным методом Эйлера 1-го порядка для эко

номии вычислительны х ресурсов. С целью повышения точности исследовалась целесообраз

ность применения в ВЯ более точны х и устойчивых методов: прогноза-коррекции 2-го по

рядка, Рунге-Кутта 2-го и 4-го порядков [3], которые требую т большей вычислительной па

мяти и времени счета.

В качестве теста рассматривалась задача о конвекции-диффузии вихря Ламба-Озеена в 

свободном потоке, имеющ ая аналитическое решение

m (- ,)= гМ  -:гк ^ )  ]> Т=г+Р1,
4 л Vi 4v

где г -  расстояние от центра вихря до точки в которой определяется завихренность и. Пара

метры задачи: интенсивность моделируемого вихря Г'0 = 3.0, радиус вихря (3 = 0.1, коэффици

ент кинематической вязкости v =  10 '3, конечное время счета г = 2 .0 , размеры расчетной об

ласти (длина и высота) L x H  = 4x2, ш аг сетки h = 0.01, скорость набегающего потока и х  = 0.5. 

Результаты моделирования показали, что увеличение порядка точности метода интегрирова

ния практически не сказывается на точности получаемого решения 

(рисунки 1,2, таблица 1). П орядок ош ибки численного решения является одинаковым для 

всех рассмотренных методов и уменьшается при уменьшении шага интегрирования по вре

мени. При этом вычислительные затраты возрастаю т для методов прогноза-коррекции 2-го 

порядка и Рунге-Кутга 2-го порядка -  в 2 раза, а в методе Рунге-Кутта 4-го порядка -  в 4 раза.

Оказывается, что основным источником «численной диффузии» является операция 

перераспределения вихревой интенсивности в ячейки расчетной сетки (2), а не численное ин

тегрирование уравнения (1) При вычислении промежуточных правых частей для (1) методом 

Эйлера такая операция выполняется один раз, для методов прогноза-коррекции 2-го порядка 

и Рунге-Кутта 2-го порядка -  2 раза, а в методе Рунге-Кутта 4-го порядка -  4 раза. 

В результате уточнение интегрируемой величины внутри ш ага интегрирования в методах бо

лее высоких порядков сводится на нет. В результате применение методов интегрирования (I)  

более высокого порядка, чем явны й метод Эйлера, является нецелесообразным в методе ВЯ.
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Рис. 1 Поле завихренности внутри вихря Ламба-Озеена при использовании метода 

Эйлера 1-го порядка 

□ - Д /  =  5 ' 1 0 4 ; Д - Д /  =  5 - 1 0 ' \ О - Д /  =  \0 \

штриховая линия - аналитическое решение в момент времени / = О, 

сплошная линия - аналитическое решение в момент времени t ~ 2.0

со

У

Рис. 2 П оле завихренност и внут ри вихря Л ам ба-О зеена при использовании метода 

Р унге-К ут т а 4-го порядка  

□  - Д/ =  5 10“\  Д - Д /  = 5 !0 \ 0 - Дг= 10°;

штриховая линия - аналитическое решение в момент времени t -  О, 

сплошная линия - аналитическое решение в момент времени / = 2.0
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Таблица 1 - П рименение различны х методов интегрирования

Д/

в зависимости от применяемого метода

Эйлера 

1-го порядка

прогноза- кор

рекции 

2-го порядка

Рунге-Кутта 

2-го порядка

Рунге-Кутта 

4-го порядка

5.0-Ю*4 0.22 0.22 0.22

оо1Г» 0.028 0.028 0 028 0 028

1.010 s 0.0092 0.0089
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