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О ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ТЕЧЕНИЯХ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

НЕВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

1. О физическом смысле потенциальных течений

Согласно 11] течения, вектор скорости которых может быть представлен как градие ,̂ 

потенциала <р, т.е.

u Vlp. (|)

и этот потенциал удовлетворяет уравнению лапласа:

Аф = 0 , (2)

называют потенциальными и также относят к течениям невязкой несжимаемой жидкости 

Рассмотрим такие течения подробнее. Действительно уравнение (2) получается при подста

новке (1) в уравнение неразрывности

V • и = 0. (3)

Таким образом, данное поле скорости будет удовлетворять закону сохранения массы. 

С другой стороны, известно [1], что движение невязкой несжимаемой жидкости опи

сывается уравнениями Эйлера:

~  т (и ■ V)u = -  — V p, (4)
a t  р

которые получаются из уравнений Навье-Стокса:

—- +( u-V) u = -- -V p  + vAu (5)0 1 р

при стремлении коэффициента безразмерной кинематической вязкости к нулю (v -> 0 или 

Re — 1/v > аз), и уравнением неразрывности (3).

При подстановке вектора скорости (1) в уравнения Эйлера (4) видно, что они тождея ' 

ценно не удовлетворяются в общем случае. В [1] дается пояснение, что если взять градиент^1

(2), то, меняя местами операции дифференцирования, получим

\ ( . \ о )  \ ( \  о |  \н  о (®

Таким образом, « ...для потенциальных течений член в уравнении Навье-Стокса (5), завис* 

щий от вязкости, тождественно исчезает» [1]. Однако при этом получается, что вместо УР8*
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Я„Й Эйлера (4) решаем уравнение лапласа для скорости (6). Попытаемся покатать, в каком 

^учае уравнение Навье-Стокса (5) может быт ь заменено уравнением Лапласа (6).

Переписав уравнение (5) в виде

Д и = -  —  +  (u -V )u  +  - V p  (7)
v { d l  р )

„ устремляя безразмерную кинематическую вязкость к бесконечности (v —> оо, Re > 0), легко 

видеть, что получаем переход к уравнению (6). Следовательно, потенциальная теория (1)-(2) 

описывает движение несжимаемой бесконечно-вязкой жидкости (Re ~» 0).

Данное утверждение хорошо подтверждается экспериментальными данными. В част

ности, при обтекании кругового цилиндра при очень малых числах Рейнольдса линии тока 

потенциального течения и их экспериментальная визуализация практически совпадают . В то 

хе время с ростом числа Рейнольдса возникают отрывные явления, которые сложно воспро

изводятся в теории потенциальных течений. Формулы для распределения скорости между 

юаксиально вращающимися цилиндрами fl] были получены, как теперь становится ясно, для 

случая бесконечно-вязкой жидкости. Действительно, если бы жидкость была невязкой, то ка

сательная скорость от стенки вращающегося цилиндра не передавалась бы покоящейся жид- 

гости. Известно [2], что потенциальная теория завышает' эффект Магнуса при обтекании на

бегающим потоком вращающегося цилиндра Теперь понятно, почему с увеличением числа 

Рейнольдса данный эффект гораздо меньше предсказываемого потенциальной теорией. 11ро- 

кденный анализ позволяет объяснить также проблему, возникающую в вихревых методах 

при определении давления из интеграла коши-лагранжа или уравнений Эйлера. Известно, что 

«случае измельчения сетки решение для давления начинает плохо сходиться с эксперимен- 

Гом Р]. Это происходит потому, что и общем случае полученное потенциальное поле не 

Удовлетворяет уравнениям Эйлера для невязкой жидкости, и подстановка в последнее полу- 

*яного потенциального поля скорости приводит к тому, что давление начинает играть роль 

Связки решения.

2. Математическая аналогии предельного перехода к большим числам рейнольд- 

!*На примере уравнении колебаний материальной точки

Рассмотрим колебания материальной тоски под действием сил упругости и вязкости 

^Д виж ени е определяется обыкновенным дифференциальным уравнением



где га -  масса колеблющейся точки, V, -  коэффициент силы вязкости, с — коэффициентq:И]Ц|
упругости.

Уравнение (8) соответствует уравнениям Навье-Стокса для вязкой сжимаемой 

сти, гак как в нем также присутствуют силы инерции, вязкости и упругости.

JI. Прандтлем [1] предлагалось исследовать предельный переход к уравнению с беСКо. 

нечио-малыми вязкостными силами путем уменьшения массы ( т  -»  0). В результате быд0 

получено уравнение:

d t

которое имеет следующее решение:

dx А
у ,—  + сх  = 0 , (9)

х -  А, е х р ( - ~ ) , (10)

где ai -  константа, определяемая из граничных условий. Далее в [1] отмечалось, что уравне

ние (9) соответствует уравнениям Эйлера для невязкой несжимаемой жидкости.

Такой подход представляется некорректным. Действительно, из уравнения (9) видно, 

что пренебрегаем силами инерции, а силы вязкости остаются. В действительности уравнение 

(9), полученное прандтлем, будет соответствовать следующему:

рДи - Vp = 0 ,

которое получается из уравнений навьс-стокса при стремлении плотности сплошной среды к 

нулю (р- >0). Здесь р -  динамическая вязкость (\'=р/р).

Выполним переход к бесконечно-малым силам вязкости, устремив V] ~» 0, и в резуль

тате из (8) получим

d x  С - х  =  0 .  ( И )
dt2 m

Уравнение (11) описывает колебания математического маятника и имеет следу*ЭД 

известное решение:

/ , C - t | ) .  О»= А, ехр i . —t =A ,(cos . — t -fisin
m

В полученном уравнении (11), как и в уравнениях Эйлера (4), содержатся только силы

инерции и упругости, что позволяет говорить об их соответствии друг другу.

Возвращаясь к решениям (10) и (12) обыкновенных дифференциальных у р а в н е н  

и (11), соот встсгвенно, следует отметить, что они имеют разный характер. Гак как к о э ф Ф иИ11’
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{„ты с, Vl и 111 ЯВЛЯ1°ТСЯ действительными положительными числами, то решение (10) носит 

периодический характер и асимптотически стремится к нулю, а решение (11) описывает не- 

!а1ухаюший колебательный процесс.

Полученные результаты позволяют, в частности, объяснить, почему при решении 

уравнений Эйлера с помощью конечно-разностных схем, имеющих малую численную вяз- 

ю сть , возникают сильные колебания, которые часто приводят к расхождению решения. Оче- 

,йДИО. 4X0 “ Ри введении в уравнение (11) внешних возмущений его решение будет также 

у х о д и т ь с я  из-за отсутствия демпфирующих сил. Эго обусловлено во многом самой поста

новкой задачи (уравнениями Эйлера), а не устойчивостью численной схемы. Для подавления 

вмебаний в численных методах решения уравнений Эйлера обычно вводят искусственную 

юность или используют конечно-разностные схемы с большой численной вязкостью.

Полученные результаты позволяют выдвинуть гипотезу, что причиной перехода пото

пав турбулентную форму при увеличении числа Рейнольдса являются силы упрут-ости, обу

словленные сжимаемостью среды, а не силы вязкости При атом уменьшающиеся силы вяз- 

гастиуже не могут демпфировать колебания, возникающие в потоке вследствие сил упруго

сти. Кроме того, рост числа Рейнольдса в задачах аэродинамики обычно связан с увеличени- 

« скорости потока, что приводит к росту числа Маха, т.е. к увеличению сжимаемости среды. 

По этой причине возникает предположение, что прямое численное моделирование турбу- 

кнтных течений следует проводить в рамках сжимаемой вязкой жидкости.
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