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ДВИ Ж ЕНИЕ С И С ТЕМ Ы  СООСНЫ Х ТЕЛ 

С М ЕДЛ ЕН Н О  ВРАЩ АЮ Щ ИМ ИСЯ РОТОРАМ И

Исследуется пространственное движение вокруг центра масс системы соосных тел, со

стоящей из несущего тела и трех динамически симметричных роторов, вращающихся отно

сительно главных осей инерции системы. Соосные системы находят приложение в практиче

ских задачах механики космического полета, например, при исследовании движения косми

ческих аппаратов (КА) с двойным вращением, спутников-гиростатов, а также КА, содержа

щих массивные вращающиеся элементы [ 1].

Рис. 1. Схема механической системы, используемые системы координат и углы ориентации 

Введем следующие системы координат (рис.1): OXYZ -  кенигова система координат с 

началом в центре масс системы -  точке О ; O xyz  -  система координат, жестко связанная с 

несущим телом (тело 4); O xly lz ], O x2y 2z 2, O x3y 3z 3 -  системы координат, жестко связанные 

с роторами (с телами 1, 2, 3, соответственно), вращающиеся относительно системы OXYZ . 

Оси О х ,, О уг , O z, являются осями вращения соответствующих роторов. Оси вращения ро-
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торов совпадают с осями системы координат, связанной со статором О х , О у , O z . Положе

ние тела 4 относительно системы O X Y Z  характеризуется углами Эйлера. Положение рото

ров относительно статора описывается углами относительного закручивания а, [}, у тел 1, 2, 3.

Уравнения движения свободной системы соосных тел можно получить на основе тео

ремы об изменении кинетического момента [2], а также с помощью уравнений Лагранжа вто

рого рода, соответствующих углам относительного закручивания:

А р  + (С  -  в)ср- +  A ,d l +  C 3qcr3 -  В 2г а 2 =  О, 

B q  +  (А  -  С ) р г  +  В г&2 +  А 1г а ] -  С ър с г, =  О, 

С г  +  (В  -  A )p q  +  С 3сг, +  В 1р а 1 ~  A tq a 3 =  О,

А ,(р -+ с т ,) =  М и,

B 2(q + &,)■= М  /(, ( 1)

C ,( r  +  < r ,) = A /?,

где р, q, г -  проекции вектора угловой скорости несущего тела на оси связанной с ним систе-
4 4 4

мы координат; А - ^ А , , В - ^ В , , С  = У£ С ,  -  суммарные моменты инерции;
1=1 1=1 1=1

А„В„С1 (/' = -  моменты инерции каждого из тел системы относительно подвижных

систем координат; crI,cr2,cr3 -  относительные угловые скорости вращения роторов; 

М а , М /п М г -  моменты внутреннего взаимодействия между соосными телами, обеспечи

вающие необходимый закон вращения роторов.

Система динамических уравнений (1) дополняется кинематическими уравнениями Эй

лера:

ф = г -  ctgO(p sill <р + q cos i/>), 

6  = pcos<p~q$m(p,

у/ = —- — (psinyj + gcosyi), 
sin О (2)

a  = a ,,  /? = cr2, f  = £x3.

Пусть относительные угловые скорости вращения роторов являются постоянными и 

малыми по сравнению с угловой скоростью несущего тела, а система является динамически 

симметричной ( А -  В ) Уравнения (1) приводятся к безразмерному виду:

Др + (с - A)qr -  е (в 2гсг2 - О ,gay),

• A q + (а  -  С )рг =  е(сзр а 3 -  А/c f , }  (3)

С г = б { А ,д а ,-В 2р а 2),

где г = Ц р 1 + ql  + 'о -  безразмерное время, символ «точка» -  означает дифференцирование

д/ СГ, + 0 -; +0-,
но безразмерному времени х , е  = — г

Ро+9о+'о*
- малый параметр.

10



Получим аналитическое решение системы (3) на основе метода Пуанкаре [3] с точно

стью порядка е . Решение ищется в следующем виде:

Р ~ Р п + ЕР> q = qii+eq, r = r„+sr,  (4)

где решение порождающей системы (системы (3) при е ~ О) запишется следующим образом:

[ Рп =  Роcos W  +  q0 s in  а / 0г,

19л = -Р о sin W  + <7оcos W ,  а0 = ——- .  (5)

ы .
Решение для поправок ( р ,  q ,  г  ), находится из системы (3) после подстановки в нее

(4) и (5) и для одной из поправок принимает вид:

~/ \ А,а. а0 ( а° а~') . . f  Лег, а" а 2,''1 , ,, . ,
р (г) ~ ~— И  sin Я г  + —■*—1---- з  cos Я г  + а гв тЯ г-н

w  В , а 2 Я ( Я  А )  [ В 2а 2 Я А )

а22 а21
+ а 12г  cos Яг н------ sin 2 Я г --------соь2Яг,

Я Я

где Л = a0r0, а а'1, а -  постоянные, определяющиеся из начальных условий движения.

На основании метода Пуанкаре также решается задача Дарбу, которая заключается в 

нахождении углов Эйлера по известным зависимостям угловых скоростей. Углы Эйлера бу

дем искать, решая кинематические уравнения Эь ера с точностью порядка s :

в  =  вп +  ев, <р =  <р„ + ер, ц/ =  у/п + _ у/ . (6)

Пусть направление оси OZ  совпадает с неизменным направлением вектора кинетиче

ского момента [2]. Тогда, проецируя вектор кинетического момента на оси связанной с несу

щим телом системы координат, получим три алгебраических уравнения для в и ,р и , р и , ре

шения которых имеют вид:

#//=Л > + Vu = n t+ (//„, (7)

где постоянные \ ,п ,в 0,р0,ц/0 определяются из начальных условий.

Поправки в,р ,ц / определяются из кинематических уравнений Эйлера (2) после под

становки в них выражений (4) -  (7). Решение для угла нутации можно записать следующим 

образом:



где величины n t , d “ определяются из начальных условий.

На рис.2 и 3 проведено сравнение результатов, полученных по аналитическим 

зависимостям для параметров движения, с результатами численного интегрирования.

e ( t ) , p a d

А  
/ "

\ \ /Л \/ л
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Рис. 2. Зависимость безразмерной угловой скорости Рис. 3. Зависимость угла нутации от времени: 

р  от безразмерного времени: 1 -  аналитическая зависимость, 2 -  численное

1-  аналитическая зависимость, 2 -  численное интег- тегрирование 

рирование

Полученные результаты могут быть использованы для анализа пространственного 

движения КА с массивными вращающимися элементами, а также режимов уравновешенного 

движения спутников-гиростатов.
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