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ДИ Н А М И КА  В О ЗМ У Щ ЕН Н О ГО  П РО С Т РА Н С ТВ ЕН Н О ГО  Д В И Ж ЕН И Я  

С В О Б О Д Н О Й  С И С Т Е М Ы  Н Е С И М М Е Т РИ Ч Н Ы Х  С О О С Н Ы Х  Т ЕЛ

Рассматривается пространственное движение относительно центра масс систе­

мы соосных тел, образованной двумя телами с трехосными эллипсоидами инерции [1]. 

Основной целью является построение серии фазовых сечений Пуанкаре, которые по­

зволяют находить разнообразные неклассические регулярные решения, а также отсле­

живать хаотизацию отдельных фазовых траекторий и областей фазового пространства. 

Прикладным аспектом исследований является поиск и описание нетривиальных режи­

мов пространственного движения вокруг центра масс космических аппаратов с двой­

ным вращением (неуравновешенных спутников-гиростатов).

Введем системы координат (рис. 1): OXYZ  -  исходная неподвижная система ко­

ординат; О х,у,г, -  система координат, связанная с соосным ротором; Ox2y 2z 2 -  систе­

ма координат, оси которой связаны с основным соосным телом-носителем.

Оси Ог, и Ог2 связанных сис- 

.,, тем совпадают с общей осью враще- 

/  т /  \ ния тел. Векторы угловых скоростей
i vj тел представлены в проекциях на оси

g 1 связанных координат Ox.ly iz [ и

Ox2y 2z 2: да, = (p ',q ',r ')r , ё 2 ={р,ц,г)г ,
/

; ^ у причем проекции угловой скорости

ротора выражаются через угловую 

скорость тела-носителя следующим 

образом:

Ip' = pcosS + qsinS,
q' = q co sS -p sm S ,  (1)

r' ~ r + o  

где a =8.
Выражения для кинетической энергии и кинетического момента имеют сле­

дующий вид (кинетический момент представлен в проекциях на оси Ox2y 2z 2):

Т = — (д  ( p c o s S  + <у sin )2 + B,(t/ cost) -  p  sin S ) 2 + C ,(r + cr)z + A2p 2 + B2q 2 + C2r 2); (2)
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К  = { p (  A] cos2 S  + В, sin2 S  + A2)  + q (A I -  Bx) s i n 5 cosd} i +

+ { p (A t - B j s i n S c o s S  + q (A t sin2 S  + B ,cos2 8  + B2)} j  + {(Cl +C1)r  + C1<r} k 

где А,,В,,С,  -  главные моменты инерции тела /' (/ = 1, 2). Пусть для определенное!;

А\ >  В ,.

Перейдем к описанию динамики системы в переменных Андуайе-Депри [1-3]. | 

этих переменных положение основного тела-носителя определяется тремя углами р, 

(рг и / ,  характеризующими повороты относительно оси OZ, направления кинетичеа® 

го момента системы и оси О: ,  соответственно. Выражения для обобщенных импульсе 

Депри, согласно определению, запишутся следующим образом:

L = ^т- -  К - к. Д  = д Т / д ф 2 = К - 1  = К ,  13 = 5 Т /д ф 3 = К - к ' ,  
дI

А = дТ /  8S  = С, (г + а ) .

Отметим, что обобщенные импульсы L, U являются проекциями кинетически 

момента системы на оси Oz2 и OZ, а импульс 12 равен величине вектора кинетическо; 

момента. Выражения проекций угловых скоростей в канонических переменных Депр 

имеют вид:

[Р  _ о
р ~ 2 L i--------[ g s i n l - ( A ] - В , ) sinS cosS cos/];

J l T -  L2q =------------ [R cosl-(A ,  -  B, )sin A'cosBsin/];

_ L - Д . _ A _ i - A
C, ' C. C,

где S = (A, + B, )(B, + A 2 )s in 2 S  + (A, + Л2 )(B, + B , ) cos2 S ,

Q  = A, s in 2 A + B, cos2 S  + B2. R = A, cos2 S  + B, sin2 S  + A2.

Введем параметр e. характеризующий асимметрию соосного тела-ротора:

ь' = (А\ ~ В 1)2/ а 2 > 0.

Подставляя (5] в (2), запишем гамильтониан свободной системы в переменнь: 

Андуайе-Депри с выделением невозмущенной Н  (при е -  0) и возмущенной Н  част

И  = Т  = H (l ,L ,12,ts)+ еН(1,8, I J , ),

! ( / ; -  L2 + T +  i f  ̂  ^ 2
2 1 U  + A2) (.Ai + B2)_ 2 Q  C2

126



f j  = { Aj [sin2(<y + /)+4(l--V ff)sin4 8 cos2 <7cos2 /]+sicT(t!> + 1%4г cos2 8  + B2 sin2 <?]},
2 S

рдс S  — ^ 2X^i ^ 2 M A  ^ 2 sin~ cos2 s 'j .

Отметим, что выражение (7) является точным и не содержит возмущающих чле- 

нов порядков малости о { е 2) и выше.

Уравнения Гамильтона для свободной системы в канонических переменных Ан-

дуайе-Депри в общем виде запишутся:

дн дн ен . он эн дй / ч

* S * T * T V а  = ~ ¥ = ~ ф Г ‘ ¥ ’ (?' = ( А = ( £ ’/ 2’/ з ’а ) ) - ' 8)
Для анализа динамики возмущенной системы удобно использовать отображение 

Пуанкаре, сопоставляющее каждой точке х п некоторой плоскости, рассекающей мно­

гомерное фазовое пространство, ее последовательную итерацию х„+1, принадлежащую 

той же фазовой траектории. Отображение Пуанкаре наглядно иллюстрирует разнооб­

разные динамические эффекты, такие как рождение, гибель, а также эволюции разно­

образных регулярных и хаотических режимов движения и целых областей фазового 

пространства. В качестве плоскости Пуанкаре выберем секущую плоскость (условие):

80 =<5 mod (2л-), д\, = const (операция a mod Ь означает получение остатка от деления 

а на Ь ). Итерации отображения будем определять при помощи численного интегриро­

вания уравнений движения (8), оставляя при выводе на фазовую плоскость только те 

точки, которые удовлетворяют условию: |£-<У0 mod (2тг)| < д , где ц  характеризует до­

пустимую погрешность в выполнении условия.

В порождающем случае ( s  = 0 ) из вида невозмущенной части гамильтониана (7) 

и динамических уравнений (8) следует, что Н  = Н(/,  L), / 2 = const, А = cons t . Поэтому 

(: при е  =  0 размерность фазового пространства системы может быть понижена до двух, 

и система сводится к системе с одной степенью свободы [2, 3] (с обобщенной коорди­

натой / и импульсом L), а сечение Пуанкаре (рис. 2) совпадет с классическим фазовым 

1 портретом Щ )

Отметим, что на рис. 2-5 приводятся топологически эквивалентные нормиро- 

>1 ванные портреты Ц1)/1г , причем - 1  < 1 ( / ) / / 2 <1, 0 < / < 2 п  .

Ситуация меняется при нарушении динамической симметрии ротора { £?- О). В 

этом случае возникают новые неклассические периодические режимы движения 

(Рис. 3-5): на портретах появляются, замкнутые траектории, нехарактерные для порож­

дающей системы. Усложнение фазовых портретов (сечений Пуанкаре) в случае возму-
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щенной ( г  *  0 )  системы следует связать с такими известными динамическими эффе(г 

тами, как увеличение размерности фазового пространства до R4 {/, L, S,  Д}, расщеп^ 

ние сепаратрисе в областях их гомоклинического пересечения (окрестности седловь( 

точек) и хаотизация отдельных траекторий, при которой точки отображения Пуанкар 

не ложатся на регулярные кривые, а беспорядочно заполняют некоторые области фаз(, 

вого пространства.

лСЧ f ; W i Uf \
к A  s

©
V Ш

Рис. 2. Сечение Пуанкаре при е  = 0 Рис. 3. Сечение Пуанкаре при е  = МО"4
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Рис. 4. Сечение Пуанкаре при е  = 9 • 10 '4 Рис. 5. Сечение Пуанкаре при е  = 6,4 •
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