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АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ ПРОГРАММНОГО ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕ

СКОГО АППАРАТА ПРИ ПОВОРОТНОМ МАНЕВРЕ С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ 

КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Задача аналитического синтеза программы пространственного поворотного маневра 

(П М ) косм ического аппарата (КА ) на заданном интервале времени / е Т f =[t0,tf ],

tf  = t0 + Тр , состоит в определении явны х функций времени: кватерниона ориентации Л(с), 

связанного с корпусом К А  базиса В относительно известного инерциального базиса I , век

торов угловой скорости ш ( / ) ,  ускорения е (/) и его полной производной

s ( 0  = е '( 0  + ш (г) х e ( t) . Кватернион А = (Х0Д ) Д  = {X ,} , векторы <о = {со,}, 8 = {е,} = <э и

вектор производной ускорения 6 = {е, } = г  + ш х  е должны удовлетворять краевым условиям

на левом ( /  = („) и правом ( t = lf ) концах траектории ПМ:

А (/0) = А 0, ш(г0) = ш 0= е0 со0, е (/0) - е 0 = е „£ 0, (1)

A(I/ ) = A/ - (D(// ) =  <D/ s e "  С07 ; e ( / / ) =  s / = е ‘г е / ; Е ( 1/ ) = г / = е^ е 'г + а / х Е/ . (2)

П оследнее условие в (2) представляет требования к гладкост и сопряж ения ПМ с по

следую щ им участком  м арш рутного движ ения (М Д) КА.

Подход к реш ению  задачи основы вается на необходимом  и достаточном  условии раз

реш имости классической задачи Д а р б у  -  аналит ического  определения Л(г) из уравнения

A (l)=  J Л (()© 0 )(0  при известных Л 0 и со( /) . Введем базис Е 0 , фиксированный в инерци- 

альном базисе I кватернионом  Л„ (1), и подвиж ные базисы Е к (к  = 1т.л ), где базис Еп 

совпадает со связанны м  базисом  В Н еобходимое  и дост ат очное  условия разрешимости за

дачи Д а р б у  состоят в возмож ности представления вектора угловой скорости со(/) в виде 

со (/)=  а  ДО  + со „_,(/) + •• +а>,(/), где вектор ш ДО имеет неизменное  направление в базисе 

Е к., и является вектором угловой скорости базиса Е к относительно базиса Е к_,, т.е. в виде
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ш (0 = CD (0  + А  „(0®(©  ы (0  + А  0,  (0® (®  Ц (0  + Л  „.,(/)©(■ ■ +ш “ (/))■,■ ®Л „_г(0 )®  Л  „ .,( /) )® А „(0 . 

гдS вектор-столбец сок''(0> к = 1 , п составлен из проекций вектора ш к(/) фиксированного

направления в базисе Е ы , а Л к(0  является кватернионом ориентации базиса Е к относи

тельно базиса Е к_ ,.

Решение поставленной задачи представляется как результат сложения в общ ем случае 

шести одновременно происходящих элементарных поворотов «влож енных» базисов Е к во

круг ортов ек осей Э йлера положение которых определяется из краевых условий (1). (2) ис

ходной пространственной задачи. Краевые условия всех 6 элементарных поворотов приведе

ны в таблице 1, где для первых пяти элементарных движений требуется обеспечить равенст

во нулю локальной (собственной) производной ускорения на правом конце траектории

Таблица 1

к
Тип элементарного j 

движения
Краевые условия на левом 

конце траектории
Краевые условия на правом 

конце траектории

Ф СО Е £ Ф СВ Е £
1 Гашение ускорения е0 0 0 ео ф ! 0 0 0

2 Гашение скорости со 0 о ш0 0 ё° ф 2 о 0 0

з Позиционный переход 0 0 0 Ез Фз 0 0 0

4 Разгон до скорости со, 0 0 0 Ет Фз “ / 0 0

5 Разгон до ускорения г . 0 0 0
£5 ф ; 0 0

6 Разгон до конечной про
изводной ускорения г .

0 0 0 К Фб 0 0

Кватернион Л(() ориентации КА в базисе I определяется произведением

Л (0  = Л 0® Л ,(0® Л 2(0 ® Л 3(0 ® Л 4(,-)®Л5(0 ® Л 6( 0 . (3)

Здесь индексы 1-6 кватернионов Л к(/) соответствуют их номерам в табл. 1, причем 

М О  = (c°s((p1<(/)/2 ) ,e k -sin(<pk(/)/2 )), где фк (с ) и е к -  текущий угол и орт оси Эйлера к  -ого 

поворота. В силу неподвиж ности  орта ек в базисе Е к_, имеем сок(/) = ф к(Г) е к ; 

6к ( 0 —Ф к (0 * к  и £к (0  = Фк (0  ек ■ Вектор угловой скорости со (с ) , векторы углового ускоре

ния е(!) и его производной е(/) при начальных обозначениях векторов со( '(<) = а>,(/), 

е ( 0  =  e i(/)>6( (t) = E,(t) определяются аналит ически  по рекуррентному алгоритму,

для верхних  индексов к = 2 :6  последовательно вычисляются
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0 ) I  ( 0  = :  Л к ( 0 ® < » <Ы )( / ) о Л к ( / )■ ш (к ,( 0  =  © к ( 0  +  ш ;  ( 0 ;

е 5 ( / ) = •  Л к (0®е<Ы)( / ) ® Л к ( / ) ;  е(к)( / )  =  ек ( / )  +  ej ( / )  +  m к ( t ) х ш к ( , ) ;

ё к ( 0 = : Л к (0® е<Ы)(0 ® Л к(0 ; 

ё " ° ( 0  =  ё к(0 +  ё к ( 0  +  (2 eJ  ( 0  +  ш к ( / ) х в ) к( г ) ) х © к( / ) + а ) к ( г ) х е к ( / ) ;

в результате иском ы е векторы получаю тся как в>(?) = ш<6)(Г), e(t) = б(6)(т), i(t) = e {Sl(t)

Ф ункции ф к( / ) ,  представляю щ ие в аналитическом виде углы элементарных поворо

тов. вы бираю тся в классе полиномов (сплайнов) соответствую щ ей степени.

Гашение начальных значений угловой скорости и углового ускорения. Для первых 

двух движ ений выберем ф ункции <pk( r ) ,k = l ,2  с краевыми условиями

в виде сплайнов ф к(т) 5-ой степени нормированного времени т = ( г -  t0)IT с [0,1]:

ап = 2 ы 01Тр + е 0; а , = 8 со 0/Т р + 3 е0 и а 2 =  3 со0/7^ +  е0. Здесь формально гашение началь

ного углового ускорения получается по соотнош ениям (6) при й)о= 0 ,  а гашение начальной 

угловой скорости  -  при е 0= 0 На левом конце траектории собственные производные уско

рений ё к(/0) е  Ek = Фк(/0) = - b a J T ' а углы ф к на правом конце траектории принимают зна

чения ф к( ^ )  = ф к= Т гр Щи> f ITp ) + е / ] /2 0  .

Разгон до заданных значений угловой скороспш и ускорения. Для четвертого и пя

т ого  движ ений  ф ункции ф к( /) .  к = 4,5 должны удовлетворять краевым условиям

ч ч ( 'о )= 0 ;< м ? о )= о > о s K  I; Фк('о) = £о = leo I;

Ф ь(^/) = Фк( ' / )  =  0; фк(// ) = о
(5)

Фк( 0  = К ( 0  = - 6 (а0 - а ,т + 2 а 2т 2)/Тр ; фк(?) = Ек(г) =  е0 -  т (6а0 - 3<я,т + 4а2т2); 

Фь(0 = “к(0 = “ о + V  [ £ о - т (Зд, -а,т + а2т2)];
Фк ( 0  = + Гвт [ео - т (2 0 ао - 5 а , т  +  4 а 2т 2)/10]/2},

(6)

где коэф ф ициенты  а , определяются соотношениями

(7 )

ii>k (0  =  £ к ( 0  =  6 ( о 0 +  а , т  +  2 а 2т 2) / 7 ; ;  ф к ( / )  =  £ „ ( / )  =  т ( б а „  +  З а ,т  +  4 д 2т 2) ;  

ф к(/) =  ш к ( 0  =  TpV(3a„  + а , т  +  а 2т 2) ; ф к ( 0  =  Г / т 5( 2 0 а о +  5 а ,т  +  4 а 2т 2) /2 0 ,
(В)
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где нормированное время т = ( / -  10) / Т р с  [0,1] и коэффициенты а  вычисляются по 

соотношениям а 0 = 2со/ /Гр - £ f ,  а, = -$(£>/1Тр +  5 Е -̂; а г — 3 с о -  2 z f . Н а левом конце тра

ектории собственные производные ускорений £k(f0) -  £k =  Фк((;)  = Ьщ1Тр , а углы ф к прини

мают конечные значения фк(// )э (р [= Г Д 1 2 (с о / /7 ,;, ) - З е / ] / 2 0 ,  к  = 4,5.

Разгон до заданного значения локальной производной углового ускорения Для ш ес

того элементарного движения функция ф 6(*) д о л ж н а  удовлетворять краевым условиям

<Рб('о) = 0; Фб(‘о) = ^ ^ б ( 'о )  = 0;

= $ ,,( ! , ) -■■■Q: Ф\{1 / )  = £ /-

Поэтому она представляется сплайном 5-ой степени нормированного времени т с  [0,1]

в виде

< ( 0  =  М 1 - б т  +  б г ] / 7 ; ;  в 6( г )  =  б6т [ 1 - 3 т . 2 г !

® й( 0  =  * 6Г рг [ 1 - 2 т  +  т 2] / 2 ;  <p6( i )  =  Й6Г , У [ Ю  - 1 5  т  +  6 г ] в )  ,

где b 6=e'f Tp . Н а левом конце траектории собственная производная ускорения 

еб(*о) ~  ФбЙо) = е/> а У14311 Фб поворота относительно орта е 6 принимает конечное зна

чение ф 6(tf ) = = Тр Ь6 / Ф = Гр3г} / 6Э .

Позиционный переход Функция позиционного перехода ф ,(1) по углу поворота в 

третьем замыкающем  элементарном движении должна удовлетворять краевым условиям

cp3(/0) = Q  Ф 3( 0  = (} Ф 5(/0) =  а (11)

Ф з ( ' / )  = (Рн  Ф з ( ' / )  = 0; Ф , П / ) =  0; Ф 3(// )  =  0 .  (12)

Здесь угол фз = ф ‘ = 2arccos(A.'0) определяется краевыми условиями (1) и (2), Х.‘0 -  

скалярная часть кватерниона Л* s  (Х.’0Д * )  = Л ^(7’/,)®Л1(Г ,)© Л 0©Л/ ®Х-6(7'(,)©Д.,(7’;>)©Л4(Г),) с 

ортом оси Эйлера е3 = А. / я (  ф /2) ; кватернионы Л.Д/^.), k= 1,2,4,5,6 однозначно определя

ются углами ф к, представленными выше в явном виде, (табл. 1), и ортами

е , = е ‘ ; е 2 = е “ ; е 4 = Л 6( Г ,)0 Л 5(7 ',)® е ;в Л 5( Г , ) в Л 6(7’, ) ;  

е 5 = Л 6( Г > е } ® Л 6(7 ;) ;  е .  = <  / |Е > !, ° 3>

где в соответствии с последним условием в (2) вектор б^ =  t zj  Zj —Zj -  w f(0 ,  X E , .
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На м одуль скорости движ ения в позиционном переходе может накладываться ограни

чение с заданной константой со* вида

rax |< со* (14)

Рассмотрим  сначала случай позиционного перехода без ограничений (14). Весь интер

вал такого перехода в нормированном  времени г е  [Q1] разделим на 2 участка: первый уча

сток длительностью  р. < 1 и второй участок длительностью  1-р. На каждом участке введем

свое норм ированное время т, = (t -  (0)-/Т„ Pt = \хТр и т 2 = ( t - t e ~%)IT2,T 2 Уг

ловое движ ение на первом участке представим  полиномом 4-ой степени  ф§* (т ,) с краевыми 

условиям и (11) на левом конце, а  на втором участке -  полиномом 5-ой степени ф1з2(т,)с  

краевы ми условиям и (12) на правом конце. В м омент абсолютного времени / = г0 +рГр для 

гладкого сопряж ения участков с достиж ением  максимальной скорости а>т = 10ф'/(Тр(4 + р)] 

элем ентарного движ ения такого позиционного перехода потребуем выполнение равенств

Ф(, , (1) = Ф,з2^0Х ф з’ (1) = ф з2(0) = м „ , ф ‘ | (1) = Ф<32(0). (15)

П арам етр ц  <= (0,1) является свободны м, и его можно использовать для перераспреде

ления инт енсивност и  П М  на участках: ум еньш ение р  увеличивает интенсивность ПМ на 

первом участке и ум еньш ает ее на втором. П ри определении параметра и из условия равен

ства производной ускорения  Е3(т) = ф 3(т) при сопряжении участков (из условия

Ф з'(1 ) = Ф ^СО)) получается р  = л /2 -1  и ф ункции позиционного перехода ФзЧО-Фз%) при

нимаю т вид:

е(, ‘ Ь )  =  ф ‘, '  Ь )  =  ё „ , (1 -  2 т , ) ;  е ',1 ( / )  =  i f 1 ( t )  =  е „ т , ( 1  -  т , ) ;  
у ч а с т о к ! : , lv , v10;

o>V (/) = ф 1, i ( ')  = ®,„ti4 3 - 2 t1); ф'з (/) = со„,7^т, (2 -  т ,)/2 ;

a + а ,т 2 - 2 а 2т 2)/Г,;

участок 2:
£',2( 0  = Ф 'Л О  = - т , ( 6 а 0 - З о ,т ,  + 4 а ,т ; ) ;  (1Т)

<&?{<} =  Ф ',2 ( 0  =  ® „, -  Т2щ З а 0 -  а , т 2 +  а 2т 2),  

ф Х  ( 0  = Ф з  ] -  Г , т .(<!>„. -  Г 2т 2( 2 0 а „  -  5 а ,т 2 +  4 а , т 2) /2 0 ) .

где т,, =  ( 1 Ы 0) Г % ,% ^ ( 1 - 1 0 - % ) /Г г , £„, = 6со„,/7)2; е„, = 6со„,/7); Ф ,, = и J J 2  и

коэф ф ициенты  au -2ts>JT2\ а, -  8 < a ^ /7 V , а 2 = 3 ( о т / Г 2 . На левом конце траектории

собственная производная ускорения £ ,(/„) = £•> = Фз((0) = 6 ^ 9 " ,  > на правом конце

Е ,(/у );«  Б1, = о , ( 7 . ) = 0 в соответствии с (12), а угол ф , в позиционном переходе принимает
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б соответствии с (12), а угол ф 3 в позиционном  переходе принимает конечное значение

= Фг3 = ф* =  сот А  Г ,/2 )  +  (2 Т2 / 5 1 =  Юа я ЦТр{4 + ц)] .

Рассмотрим теперь случай наличия  условия (14). В этом варианте простейш ее решение 

заклю чается в том , что между первым и вторым участком «вставляется» участок движения 

длительностью  7) с постоянной скоростью  ф 3( 0  = co*=const («полка»). При этом 

Г, = ц Г Д 1  + с/и); Тс = </[1 -  ц(1 -  р)(2  -  q)]Tpl[ 1 + q( 1 + «,ц(1 -  }*))]; Т2 = (1 -  р )Г /!1  + <?( 1 -  ц)1 ,

а параметр q -  q ' , определяющ ий длительность Г «полки», находится из квадратного 

уравнения q 2 + bq + с = 0 , где при обозначениях z = р(1 - р ) (1 0 а - 1 )  и а  = 10ш*7),ф* коэф

фициенты b = [(10а - 1 )  -  11ар(1 - p )]/z  и с* -  f(4 - икс - l j - z .  Если значение q ' < 0 ,  то при 

со,,, < со’ позиционны й переход будет без «полки», а  при (•)„ > со* требуемое движение неосу

ществимо. Если ж е q ' > 0 ,  то позиционный переход, обязательно имеет «полку» длительно

стью  7). Явное описание позиционного перехода на участке 1 (от начала движения до време

ни проявления «полки») и участке 2 (с момента времени схода с «полки» до заверш ения дви

жения) по-прежнему дается (14) и (15), но с подстановкой в них со* вместо сот , нормирован

ного времени на втором участке т 2 = ( / -  (/„ + 7] + Тс))1Тг с  [0,1] и значения 

Ф3 j — со* (7[ +7] /2 ) . Н а участке «полки» параметры движения определяются формулами

Sj Ч / ) = Ф з с# > = 0 ;  £<с(О = Фз‘:(,О = 0 ;  0>!Л0 = Фз‘Ч 0  = ш*; * |* t / )  = 7 > * ( l / 2 - H , ) ,

где нормированное время тс = (/ -  ta -  Т,)/Тс с: [0,1]. При этом угол ф , принимает ко

нечное значение

. f со* 10со*[1 + <7(1  +  <7ц (1 - р ) ) ]
ф , ( / , ) = ф [= ф = ------------------------------- = ---------------- -— —— — — — --------

7 (7) /2 )  + 7) + (2 7 )  /5 )  7 ;[4  + ц  + < /(1 0 -Ц(1 - ft)(11 -1 0 ? )) ]
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