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Предисловие

В учебном пособии изучаются существенные различия между " теорети
ческим" и "компьютерным" алгоритмами, выясняются причины такого 
различия, которые кроются в особенностях компьютерной арифметики 
с плавающей точкой.

В данном учебном пособии достаточно обстоятельно изучается 
арифметика чисел с плавающей точкой и особенности ее реализации 
на большинстве современных компьютеров. В последнее время эти ас
пекты компьютерной реализации вычислительных алгоритмов приоб
рели особую значимость в связи с развитием высокопроизводительных 
вычислительных систем.

В настоящее время наиболее универсальный подход представления 
действительных чисел в компьютере -  IEEE-арифметика, основанная 
на представлении действительных чисел с плавающей точкой. В систе
ме с плавающей точкой позиции десятичной или бинарной точки хра
нятся отдельно от самих цифр и промежутки между соседними пред
ставленными числами соответствуют пропорции с величинами цифр. В 
этом принципиальное отличие арифметики чисел с плавающей точкой 
от представления с фиксированной точкой, где все промежутки одина
ковы.

Данное учебное пособие -  подробное содержательное, но отнюдь не 
многословное пособие, по которому, с одной стороны, можно ознако
миться с принципами, положенными в основу устойчивых компьютер
ных алгоритмов вычислительной линейной алгебры, а с другой -  на
учиться эти алгоритмы реализовывать, избегая при этом существенно 
искажающих результат погрешностей. Многие из этих погрешностей на 
первый взгляд столь незначительны, что, казалось бы, не должны ока
зывать никакого практического влияния на рассчитываемые величины.

В пособии подробно рассмотрены такие фундаментальные понятия 
компьютерных алгоритмов как, устойчивость и обратная устойчи
вость. Эти понятия дают возможность исследовать точность реальных
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6 Предисловие

компьютерных алгоритмов.
Приведены достаточно эффективные новые вычислительные алго

ритмы для решения плохо обусловленных и неполного ранга линейных 
задач наименьших квадратов, позволяющие их реализацию в виде кон
кретных устойчивых компьютерных алгоритмов.

Практическая ценность результатов, представленных в настоящем 
учебном пособии, также объясняется тем бесспорным фактом, что важ 
нейшим алгоритмом вычислительной математики, используемым в ка
честве блока решения большинства практических вычислительных за
дач, является алгоритм решения СЛАУ, при построении решений кото
рых принципиальным фактором является наличие детерминированных 
или случайных погрешностей задания исходных данных.

Учебное пособие содержит достаточное число упражнений, необхо
димых для более полного усвоения рассмотренного теоретического ма
териала.



Г л я в я  1

Вспомогательные сведения из 
линейной алгебры

1.1. Арифметические пространства
В вычислительных методах линейной алгебры под линейным (вектор
ным) пространством над полем вещественных чисел понимается ариф
метическое п-мерное линейное пространство Е™, элементами которо
го являются вектор-столбцы вида х  = (ад ,. . . ,  ад)т , составленные из 
фиксированного числа п  вещественных компонент (координат) Xi G К, 
1 <  г <  п, где Т  -  знак транспонирования. Аналогично под линейным  
(векторным) пространством над полем комплексных чисел понимает
ся арифметическое п-мерное линейное пространство С™, элементами 
которого являются вектор-столбцы вида х  =  (ад ,. . .  , х п)Т , составлен
ные из фиксированного числа п  комплексных компонент (координат) 
Xi G С, 1 <  i < П.

Если х  = ( х \ , . . .  , х п)т и у  =  (i/i , . . .  , уп)т -  элементы Е™ (или Сга), а 
a  G Е  (или a  G С ), то сумма х  +  у = (ад +  у \ , . . .  , х п +  уп)т и произведе
ние на скаляр а х  = (ш д ,. . .  , стад)"1" принадлежит пространству Е га(Сга). 
Условия замкнутости относительно сложения векторов и умножения на 
скаляр характеризуют абстрактное понятие линейного пространства. 
При этом в линейном пространстве выполняется система аксиом:

х  + у = у + х, х  + {у + z) = (х + у) + z,

х  +  0 =  х, х  +  (—а:) =  О, 

се (а: +  у) =  а х  +  ау, (а  +  (3)х =  а х  +  f3x, 1 • х  = х,
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8 Глава 1. Вспомогательные сведения

где x , y , z  £ Rra(Cra), 0 =  ( 0 , . . . , 0 ) т  -  нулевой вектор пространства 
Rra(Cra), а,(3 £ К (С) и 1 -  вещественные скаляры, —х  =  (—Г)х. К ак 
правило, вместо х  +  (—у ) пишут х  — у. Символ 0, как обвгано, будет 
обозначатв нулевой скаляр, нулевой вектор или нулевую матрицу, т.е. 
структуры, состоящие толвко из нулевых элементов; тип структурв1 и 
ее размеры, если не указаны явно, определяются контекстом.

Аналогичнвш образом можно рассмотретв пространство R™ (или 
Сп), образованное вектор-строками. В далвнейшем, если не оговорено 
иное, предполагается, что линейное пространство R™ (или Сга) образо
вано вектор-столбцами.

Введем теперв важное понятие подпространства линейного прост
ранства R™. В далвнейшем в этом разделе будет рассматриватвся лишь 
пространство R™, хотя все результаты распространяются и на С™. Мно
жество С векторов из R™ называется подпространством пространства 
R™, если оно замкнуто относительно сложения и умножения вектора на 
число (соответственно из К или С), т.е. если

1° вместе с каждым х  множество С содержит и все векторы вида а х  
(ах £ С),

2° вместе с векторами х, у  множество С содержит их сумму х  +  у 
(х + у £ С).

Подпространство С может состоять лишь из одного вектора - ну
левого. Такое подпространство назовем тривиальным. Нетривиальное 
подпространство, не совпадающее с R™, называется собственным. На
пример, все векторы из R 3 вида (ж1 ,ж2,ж3) =  (£ +  2rj, 2£ +  г), 3£ +  ?уц) 
образуют собственное подпространство R 3.

Введем понятие базиса подпространства С пространства R™.
Линейной комбинацией векторов х ^ \ х ^ 2\ . . .  , ж1-^ £ С С R™ с коэф

фициентами схк назовем вектор вида
к

х  = ацж ^ +  а 2Х ^  +  . . .  +  аих^  ауж ^.
3 =  1

Система векторов (ж1-1), ж*-2-1, . . .  , х ^ }  называется линейно зависи
мой, если можно подобрать такие коэффициенты оц, « 2 , . . . ,  ад, среди 
которых хотя бы один отличен от нуля, что линейная комбинация ж =  
=  а з х ^  является нулевым вектором. Бесконечная система векто
ров из R™ называется линейно зависимой, если линейно зависима одна 
из ее конечных подсистем.

Система векторов {ж*-1-1, х ^ , . . .  , ж1-^} линейно независима, если ра
венство a j X ^  =  0  В Ы П О Л Н Я е Т С Я  Л И Ш Ь  П р и  СД =  « 2  =  . . . =  О Д =  0 .
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П р и м е р .  Векторы из М3

9

линейно зависимы, так как + ж (-2-) — Зх (-3-) =  0. В то же время х ^ \  х (-2-)
линейно независимв1 , так как из векторного равенства а \Х ^  +(Л2 Ж(-2̂ =  0 
следует, что ct! =  сг2 =  0.

Легко убедитвся, что система ненулеввгх попарно ортогоналвнвгх 
векторов пространства К™ всегда линейно независима. Действителвно, 
пуств УДД а кх ^  =  0. Умножим это равенство скалярно на х ^ \  
1 <  j  < m. Так как (х^ , х ^ ) =  0 при i ф j ,  то получаем в резулвтате 
уравнение a j ( x ^ \ x ^ )  =  0, 1 <  j  < m. Следователвно, ay =  0, 
1 < j  < rri.

Максималвная система линейно независимвгх векторов подпрост
ранства С назвшается базисом С ; другими словами, система линейно 
независимвгх векторов { x ^ j X ^ , . . .  , х ^ }  С С является базисом под
пространства С, если любой вектор х  Е С представим в виде х  = ац ж ^Т  
+ а 2 Х ^  +  . . .  +  a kx^k\

Можно показатв, что каждое нетривиалвное подпространство С про
странства К™ имеет базис и все базисв1 одного подпространства С состо
ят из одинакового числа векторов. Это число назвшается размерностью 
подпространства С и обозначается dim С. Размерности тривиалвного 
(нулевого) подпространства {0} полагаем равной нулю.

Важно отметитв, что каждое нетривиалвное подпространство С име
ет ортонормированиям базис и что любая ортонормированная система 
векторов подпространства С может 6bitb дополнена до ортонормиро- 
ванного базиса этого подпространства.

П р и м е р .  В качестве С рассмотрим Жп. Стандартнвш (ортонорми
рованиям) базис М™ - это набор п  векторов е ^  =  (0, . . .  , 0,1, 0 , . . .  , 0)т , 
содержащих 1 в г-позиции и 0 в осталвнв1х. Поэтому dim К™ =  п.

В силу определения базиса подпространства С пространства К™ лю
бой вектор х  Е С представим в виде х  = Y^j=i a j x ^ , где х ^ , х (-2-), . . . ,  х ^  
- базис подпространства С. Коэффициентв1 ау определенв1 однозначно. 
Действителвно, пуств х  =  P j X ^  - ДРУгое представление вектора х
через базис х ^ \ х ^ 2\  . . . ,  х^к\  Тогда, очевидно, что

(сд -  Д )ж (1) +  (ау -  /Д)ж(2) +  • • • +  (ад -  /Зк)х (fc) =  0.
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Из линейной независимости векторов базиса х^к\  1 <  j  < к, следует, 
что otj — (3j =  0 для всех j  =  1, 2 , . . .  , к. Коэффициентв1 ау в разложении 
вектора х  =  Y^j=i OijX^ по базису х 1'1\ х <'2\  . . .  , х ^  подпространства С 
называются координатами вектора х  в базисе х ^ \ х ^ 2\  . . .  ,х^к\

С помотттью координат векторов в базисе х^1\  х^2\  . . .  , х ^  подпро
странство С G Е™ можно отождествлять с пространством E fc, т.е. лю
бой вектор х  G С G Е™ можно представить в виде х  =  {х\ , ,Хк)Т , 
где Xi - координаты х  в базисе х ^ \ х ^ 2\  . . .  , х ('к\  Фактически и ариф
метическое н-мерное пространство Е™ является множеством векторов 
с компонентами (координатами) разложения по стандартному базису 
е(1), е (2), . .. , е (га).

Базис подпространства С пространства Е™ дает возможность опре
делить это подпространство конструктивно: множество векторов из С 
состоит из всех линейных комбинаций векторов базиса, другими слова
ми, является линейной оболочкой базиса. Линейная оболочка любой си
стемы векторов х ^ \ х ^ 2\  . . .  ,х^к\  обозначаемая через span(x(-1\  х 2̂\ . . . ,  
х (-fc-)), образует подпространство размерности га, m  < к. Преимущество 
базиса перед другими системами векторов, которые имеют одинаковые 
линейные оболочки, заключается в том, что в разложении векторов по 
базису коэффициенты определяются однозначно.

Некоторые подпространства возникают естественным образом в свя
зи с матрицами. Так, с m  х н-матрицей А  связано пространство столб
цов im А  (или образ матрицы), т.е. линейная оболочка столбцов мат
рицы А,

im А  = span (a i, а2, . . . ,  ап) =  {у  G Е т  : А х  =  у, V ж G Е™},

где А  = (ai,ci2 , ■■■ , ап). Пространство строк матрицы А  это im А Т.
Пространства строк и столбцов матрицы А  имеют одинаковую раз

мерность, называемую рангом матрицы  и обозначаемую через rank Л. 
Говорят, что матрица А  размера т  х п имеет, неполный ранг, если 
rank Л <  ш т {т ,п),  и полный ранг, если rank Л =  т ш {т ,п).  Заметим, 
что гапкРЛ<5 =  rank Л для любых невырожденных матриц Р  и Q.

Можно показать, что вырожденность и х  н-матрицы Л эквивалентна 
существованию такого ненулевого вектора х, что А х  =  0. Следователь
но, квадратная матрица Л порядка п  невырождена, если rank Л =  п, и 
вырождена, если rank Л <  п.

Определим правое нуль-пространство т  х н-матрицы Л (или ядро 
матрицы ) как множество

ker Л =  {х  G Е™ : А х  =  0}
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и соответственно левое нулв-пространство матрицв1 А  как ker А т = {у G 
К™ : А ту  =  0}. Несложно показатв, что

rank А  = п  — dim ker А  = m  — dim ker А т.

1.2. Матричная алгебра
1.2.1. О п р ед ел ен и я  и о б о зн ач ен и я . Приведем определения и обозна
чения из матричной алгебры исполвзуемые в данном учебном пособии.

Rmxn (Cmxn) - множество вещественных (комплексных) га х /г-мат
риц, имеющих га строк и п  столбцов;

ciij (г =  1, . . .  , m, j  =  1, . . .  , п) - элементы матрицы A  G ]Rmxra) И =  
(Ckj);

0 G ]Rmxra - матрица, состоящая из нулей (или 0тхга);
d iag (dn , . . .  , dnn) G Кгахга - диагоналвная матрица (ее диагоналвные 

элементы равны da, а внедиагоналвные - нулю);
Е п G Мгахга - единичная матрица, Е га =  d i ag ( l , . . .  , 1) (если из кон

текста очевиден порядок единичной матрицы, то матрица обозначается 
без индекса - Е);

Ai(В ) , . . .  , Ап (В) - собственные числа матрицы В  G Мгахга, т.е. корни 
характеристического уравнения

det(E  — А Е п) = 0;

Amin(В) = min Ai (B),  Amax(E) =  max АДЕ);
1<г<га  1<г<га

Аг =  Аi(A),  i = l , . . . , n ,  A  G Е гахга.

Квадратная матрица U = ( щ )  G Жпхп называется верхней тре
угольной , если все ее элементы ниже главной диагонали равны нулю, 
т.е. Uij = 0 V* >  j  (соответственно, квадратная матрица L = ( )  G М.пхп 
называется нижней треугольной, если все ее элементы ниже главной 
диагонали равны нулю, т.е. /^ =  0 V* <  j) .

Следом квадратной матрицы A  G Шпхп называется сумма ее диаго- 
налвных элементов tr  А  = ац.

Матрица A  G М.пхп называется невырожденной, если det А  ф 0.
Обратной для невырожденной матрицы A  G Кгахга называется такая 

матрица И-1 G Е гахга, что А -1 А  = А А ~ Х = Е п.
Квадратная матрица А  называется симметричной, если А  = А Т . 

Квадратная матрица А  называется эрмитовой, если А  = А*, где А* -  
матрица эрмитово сопряженная к матрице А, т.е. А* = А Т .
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Симметричная матрица A  G Мгахга называется положительно  (неот
рицательно) определенной, если Va G Кга\{0} выполнено ат Аа >  О 
(соответственно, аТАа > 0).

- множество неотрицателвно определеннвтх квадратных матриц 
порядка п.

- множество положителвно определеннв1х квадратных матриц 
порядка п.

Д ля любых матриц А , В е Шд  записи А  > В  (А > В)  означает, что 
А  — В  G (соответственно, А  — В  G Кд)-

Матрицв1 назв1ваются согласованными относителвно некоторой опе
рации, если эта операция определена.

1.2.2. С и м м е тр и ч н ы е , п о л о ж и те л ьн о  и н ео т р и ц ател ь н о  оп
р е д ел е н н ы е  м атр и ц ы .

Т ео р ем а  1.1 (теорема о спектральном разложении). Если А  = А т G 
Мгахга; то выполнено

Р ТА Р  = А, А  = Р А Р Т. (1.1)

где Р  -  ортогональная п  х п-матрица (т.е. Р ТР  = Р Р Т = Е п), 
столбцами которой являются ортонормированные собственные век
торы матрицы А, А =  diag (Ai , . . . ,  Ага) ; где А г -  собственные числа 
матрицы А.

Доказательство имеется в [4, 6, 14].

Т ео р ем а  1.2. Матрица A  G Мгахга неотрицательно определена тогда 
и только тогда, когда существует матрица F  G Мгахга; такая, что 
А  = F F T .

Т ео р ем а  1.3. Матрица A  G Мгахга положительно определена тогда и 
только тогда, когда существует невырожденная матрица F  G Мгахга; 
такая, что А  = F TF .

В теоремах 1.2 и 1.3 необходимость вытекает из теоремы 1.1, а до
статочность -  из определения неотрицательной (положительной) опре
деленности.

Т ео р ем а  1.4. Любую матрицу A  G №.> можно представить в виде 
А  = F F T, где матрица F  G Мгахга невырождена и является верхней 
треугольной.
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Доказательство имеется в [6].

Т ео р ем а  1.5. Если А  G Е Д  то

П
А* >  0, аы > 0 ,  det А  = Д  А*,

г= 1

( 1 /2 )

где i , j  = l , . . . , n .
Если A  G Е Д  то

Ai > 0, ац > 0, det А  >  0, < (ац +  cijj)/2, i, j  =  1, . . .  ,п.

Т ео р ем а  1.6. Если А  G Е Д  В  G Е Д  d  +  5  G Е>.

Т ео р ем а  1.7. .Если A  G Е Д  mo A-1 G Е Д

Т ео р ем а  1.8. Пусть A  G Е Д  Б  G E raxm; rank Б  = т  < п. Тогда
В ТА В  G Е>. 5  частности, В ТВ  G Е>.

Доказательство теорем 1.5 -  1.8 вытекают из определений неотри
цательной и положительной определенности матриц и теорем 1.1 -  1.3. 
Комментария требует только вывод формулы 1.2. Эта формула следует 
из того, что

(ei — ej)TA(ei — еД =  e j Ащ  +  e jA a j  — 2e jA a j  = ац +  ац- — 2ац >  0,

где ei G Е™ -  вектор, все компоненты которого равны нулю кроме г-й, 
равной единице.

Т ео р ем а  1.9. Пусть матрица A  G Е> симметрична, Ai >  . . .  >  \ п -  
ее собственные числа и р \ , . . .  ,рп -  соответствующие им ортонорми- 
рованные собственные векторы. Тогда

причем экстремумы достигаются соответственно на р г и рп .

(1.3)

(1.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формулу (1.1) перепишем в виде:

П П

A  = Y 1  XiPiPi ’ PiPi = En-
i=  1 i=  1

В силу того, что {рД™=1 -  базис в Е™ любой вектор a G Е™ представим 
в виде

П

a = ^2 CiPi.
i=  1

Поэтому

i=  1 \ i = l  /

Очевидно, что супремум и инфимум этого выражения относительно 
векторов (c i , . . .  , сга)т  равны соответственно Ai и Ага, причем супремум
достигается при a = р\, а инфимум -  при a = рп . □

1.2.3. С лед .

Т ео р ем а  1.10. а) Если А  е  Е гахга; с б К ,  mo t r  А  = t r H T; t r  сА = c t r H ;
б) если А,В<Е Е гахга; то

t r  (А +  В)  = t r  А  +  t r  В] (1.5)

в) если A  G Е гахт; В  G Е тхга; то

t r A B  = t r B A ; (1-6)

г)  если а,Ь G Е га; то
t r  abT = tr  атЬ;

д) если A  G Е гахга; b G Е га; т о

tr  (AbbT) =  tr  (bbT А) = bT Ab;

е) если, A , P  G E raxra; P TP  =  Е Д  m o

tr  P A P T = t r  A  (1.7)

Все утверждения теоремы легко следуют из определения операции 
trace (след).
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Т ео р ем а  1.11. Если А  -  симметричная матрица из Мгахга; то

П

t rA  =  ^ A i ,  (1.8)
i=  1

п

A A s = Y , K ,  s =  - 1 , 0 , 1 ,  2 , . . . .
i=  1

Доказательство следует из теоремы 1.1 и (1.7) с учетом того, что 
при Р Р Т = Е п выполнено ( РтA P ) S = P TA SP.

Т ео р ем а  1.12. Пусть А  -  симметричная п  х п-матрица. Необходи
мым и достаточным условием ее неотрицательной определенности 
является выполнение для всех В  G Кд неравенства t r  А В  > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме (1.1) имеем

П

А  = P A P  = ^2 Л№ Т>
i=  1

где Pi -  ортонормированные собственные векторы матрицы А, соответ
ствующие собственным числам Д.  Отсюда следует:

П  П

tr  А В  = t r  Â p j  В  = ^2 K pJ Bpi.
i=  1 i=  1

Поскольку В  G Мд, величины p j  Bpi (г =  1, . . .  ,n)  неотрицательны.
Если A  G Кд, то по теореме 1.5 Д  >  0, поэтому tr  А В  >  0. С другой 

стороны, если tr А В  >  0 для всех В  >  0, то это справедливо и для 
матрицы В  = P i p J . Следовательно,

t r  ApipJ = t r  ^jPjpj'jpiPi = Ai >  0.

Отсюда с учетом теоремы 1.1 следует, что А  >  0. □
1.2.4. Р ан г.

Т ео р ем а  1.13. Д л я  любых согласованных матриц А, В  выполнено
а) rank ПН < гш п(гапкД ,гапкП );
б) rank (А  +  В) < rank А  +  rank П.
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Столбцы матрицы А В  являются ли
нейными комбинациями столбцов матрицы А, поэтому число линейно 
независимых столбцов в матрице А В  не больше, чем в матрице А. Сле
довательно, rank АН <  rank А. Аналогично rank АН <  rank В.

б) Пусть матрицы А  ж В  имеют размер р  х q. Обозначим через 
ар, . . .  , aq и Ь\, . . .  , bq столбцы матриц А  и В  соответственно, и пусть

D = (А, В)  = (ар, . . .  ,aq, b i , . . .  ,bq)

есть блочная матрица, составленная из матриц А  ж В.
Запишем матрицу А  Г  В  в виде

А  +  В  =  (ар +  Ъ\, . . . , CLq +  bq).

Поскольку размерность пространства, порожденного набором векторов 
(«1 , . . .  , aq, b \ , . . .  , bq) не меньше, чем размерность пространства для век
торов (оц +  Ь\ , . . . ,  aq + bq), то rank (А +  В) < rank П.

Покажем теперь, что гапкП  <  rank А  +  rank В.  Д ля этого удалим из 
набора (ар, . . . ,  aq, b \ , . . .  , bq) все векторы bi, линейно зависящие от век
торов cij (j = I , . . .  ,q). Матрицу, составленную из оставшихся векторов 
bi , обозначим через _£>*. Имеем:

rank D = rank А  +  rank И*, 
rank И* <  rank В ,

откуда и вытекает требуемое. □

Т ео р ем а  1.14. Пусть А  е  Rraxm; В  е  Е гахга; С  G Rmxm; det В  ф 0; 
det С ф 0. Тогда

rank ПАС =  rank А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предыдущей теоремы

rank А >  rank АС >  rank A C C -1 =  rank А.

Поэтому rank А =  rank АС. Аналогично rank А =  rank В А С .  □

Т ео р ем а  1.15. Если матрица симметрична, то ее ранг равен числу 
ненулевых ее собственных значений.

Доказательство следует из теорем 1.1 и 1.14.
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1.3. Нормы векторов и матриц
1.3.1. В ек то р н ы е  н орм ы . Пусть V  -  линейное пространство, веще
ственное или комплексное. В дальнейшем под линейным пространством 
V  будем понимать R™ или С™. Нормой в линейном пространстве V  на
зывается отображение || • || : V  —> К, ставящее в соответствие каждому 
вектору х  Е V  число ||ж|| б К и  удовлетворяющее аксиомам: У х , у  Е V, 
a  Е Е(С)

1) И  >  О, И  =  0 -ФФ- х  = О (неотрицательность),
2) ЦсижЦ =  |сс| • НжН (однородность),
3) ||ж +  у|| <  ||х|| +  ||г/1| (неравенство треугольника).
Линейное пространство V  с заданной на нем нормой || • || называ

ется линейным нормированным пространством. Число ||ж|| называется 
нормой вектора х.

Наиболее употребительными в арифметических пространствах яв
ляются:

1. Октаэдрическая норма вектора (1-норма)

П

INK =  2 2  Ы -
k=  1

2. Евклидова или сферическая норма вектора (2-норма)

\Х  2 =  \ \ Щ Е  =

\ Е
k=  1

\Хк\‘

3. Кубическая норма вектора (оо-норма)

||х||оо =  max |xfc|.
1 <k<n

4. Норма Гёлъдера (р-норма)

/  п  \  1/Р

\\х \\р =  (  \x k \PJ  , 1 < Р < 0 0 .

Нетрудно заметить, что первые три векторные нормы являются час
тным случаем нормы Гёльдера, соответственно для р  =  1,2, оо.

1.3.2. Э к в и в ал е н т н о с т ь  н орм  в к о н еч н о м ер н о м  п р о ст р ан 
стве. Две нормы ||x ||i и 11ж112 в линейном пространстве V  называются
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эквивалентными , если существуют такие числа с\ >  О, С2 >  О, что для 
любого вектора х  G V  выполняются неравенства

IMIl <  Ci||x||2 и 11*112 <  C2||x ||i.

Т ео р ем а  1.16. В конечномерном пространстве любые две нормы эк
вивалент,ны.

Доказателвство имеется в [10].
1 .3 .3 . Н о р м ы  м атр и ц . Под нормой матрицы А  с действителвнвши 

или комплекснБ1ми элементами понимают действителвное число ||Д||, 
т.е. отображение ||Д|| : ]gyTlxra(([yTlxra) —> К, и удовлетворяющее аксиомам:

1) \\А\\ >  0, ||И|| =  0 А  =  0 (неотрицателвноств),
2) ||аД || =  |ск| • ||Д|| (однородности),
3) ||И +  _Е>|| <  ||Д|| +  ||5 1| (неравенство треуголвника),
4) ||АВ|| <  ||Д|| • ||5 1| (мулвтипликативноств)

У А, В  G ]Rmxra(Cmxra) (согласованнв1х относителвно указанных опера
ций матриц) и V o G М(С).

Иногда в определении нормв1 матрицв1 ограничиваются лишв пер- 
ВВ1МИ тремя аксиомами. В таком случае норму матрицы назвшают обоб
щенной.

Примерами матричных норм матрицв1 А  = (щД являются:
1) P II  =  E ” i E ; = i M ;
2) ll- l̂li =  m axi<?<ra Е ™ i \a i j \  ~ максимально столбцовая норма;
3) Н̂ Цоо =  maxi<.t<m E J - i  \ш \ ~ максимально строковая норма;

4)  1И 11е =  ( E r = i E " = i l 4 l 2 ) 1 / 2 .
Норма ||П ||е  назвшается евклидовой (сферической, Фробениуса, Ш у

ра) матричной нормой.
Д ля матрицв!

/ 1 2 3 \
4 5 6
7 8 9

V 10 11 12 /
все эти нормв1 будут иметв соответственно значения:

1- P I I  =  E ” 1E ? = i k i l  =  l  +  2 +  . . .  +  12 =  78.

2. || А|| 1 =  maxi<j<ra E j= i \aij\ =  m <5-x (l +  4 +  7 +  10, 2 +  5 +  8 +  11, 3 +  
6 +  9 +  12) =  max(22, 26, 30) =  30.



1.3. Нормы векторов и  матриц 19

3. Ц-АЦоо — maxi<j<m X j= i |cpj | — m ax(l +  2 +  3, 4 +  5 +  6, 7 +  8 +  9,10 +
11 +  12) =  m ax(6 ,15, 24, 33) =  33.

/  \  1 / 2  ,  ,_____

4- ||.4||е =  ( S ’; ,  E “=, Ы 2)  =  Л 2 +  22 +  . . .  +  122 =  V650.

Норму матрицы A  G ]Rmxra (Cmxn) называют согласованной с век
торной нормой, если для любого вектора х  G Мга(Сга) выполняется усло
вие

||Лг|| <  \\А\\ ■ \\х\\.

Часто норму матрицв1 А  вводят через нормв1 векторов, полагая

II Л  II | | ^ Ж И II Л  II|| +41| =  sup ——— =  sup ||Az||.
и+0 |+ || 1+1

Такую норму матрицв1 называют матричной нормой, подчиненной
векторной норме, или матричной нормой, индуцированной векторной 
нормой.

Нетрудно показазатв, что любая матричная норма единичной мат
рицы Е п, подчиненная векторной норме равна 1. Из этого ф акта непо
средственно следует, что сферическая (евклидова) матричная норма не 
подчинена никакой векторной норме.

Приведем примерв1 подчиненных матричнв1х норм.

1. Д ля октаэдрической нормв1 вектора ЦжД, подчиненной нормой 
матрицв! А  является

т

max > I а./  , I u*j I •\< j< n г= 1

2. Д ля евклидовой (сферической) нормв1 вектора ||ж||2, подчиненной 
матричной нормой является спектральная матричная норма

\\Ах
2 =

2 и Л и /----------- ПЕТsup -г—п— =  sup Ал 2 =  . /  max |Аф
хцо  I f ||2 i p i i o  V  i<t<nс ДО | + | | 2

где Aj =  Ai (A*A), i = 1 , 2 , . . . , п.

3. Д ля кубической нормв1 вектора ЦжЦоо, подчиненной матричной 
нормой является

П  

£
сю — max у ciij |.

l< i< m  /  J



20 Глава 1. Вспомогательные сведения

Между различными матричными нормами устанавливаются опре- 
деленнвге соотношения. Особенно много таких соотношений приведено 
в [20].

1 .3 .4 . С х о д и м о сть  по норм е.

У т в е р ж д е н и е  1.1. В н о р м и р о в а н н о м  п р о с т р а н с т в е  V  о т о б р а ж е н и е  
р  : V  х  V  —> К ,  о п р е д е л е н н о е  р а в е н с т в о м

р ( х , у )  =  \ \ х - у \ \ ,  У х , у е У ,

является метрикой.

Аксиомы метрики непосредственно вытекают из аксиом нормы. □  
Таким образом, в нормированном пространстве можно ввести рас

стояние между векторами и, значит, пользоваться предельным перехо
дом. Последовательность векторов {ж1-^} в нормированном простран
стве V  называется сходящейся по норме к вектору а Е V, если 
lim ||ж ^  — а|| =  0, при этом вектор а называется пределом последо-
к—»оо
в а т е л ъ н о с т и  { ж 1- ^ }  п о  н о р м е  || • | |.

О б о з н а ч е н и е :  lim х ^  = а или х ^  —> а.
к—»оо

У т в е р ж д е н и е  1.2. Сходящаяся по норме последовательность имеет  
единственный предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о  повторяет доказательство аналогичной 
теоремы для числовой последовательности [11] и основано на аксиоме 
треугольника: ||а — Ь|| =  ||а — х ^  +  х ^  — Ъ|| <  ||ж ^  — а|| +  ||ж ^  — Ъ||, где 
а и b -  два предела последовательности х^к\  □

Пусть жо G V  и г >  0. Множество S(xo,r)  =  {ж G V  : ||ж — жо|| =  г} 
называется сферой радиуса г с центром  Жо по норме || • ||, а множество 
В ( х о , г ) =  {ж G V  : ||ж — Жо|| <  г} -  замкнутым шаром радиуса г с 
центром Жо по норме || • ||.

В дальнейшем сферы и шары по евклидовой норме || • Ц2 будут обо
значаться символами S e {x o , t ) и В е {х о , г ).

У т в е р ж д е н и е  1.3. Из л ю б о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  в е к т о р о в  ж ^  Е 
В е (х о , г ) ( и л и  Б е (х о , г ) )  м о ж н о  в ы д е л и т ь  п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  
с х о д я щ у ю с я  по  н о р м е  || • Ц2 к  в е к т о р у  а Е В е (х о , г ) ( S e (x q , г )  с о о т в е т 
с т в е н н о ) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности можно считать, 
что Жо =  0. Доказательство проведем для сферы S E{r) =  {ж Е V  : 
||ж||2 =  г}. Пусть е \ , . . .  , еп -  ортонормированный базис пространства V
и ж(Д =  Y!i=ix t )ei е  S E(r). Тогда

\  1 / 2

д ^ | | 2 =  | У .  д г г  I = г -Лк) | | „  -  I J /  ^ (fc)|2
ч г = 1

Это означает ограниченность координат векторов ж*-Д рассматривае
мой последовательности. Согласно теореме Больцано-Вейерштрасса [11] 
из этой последовательности можно выделить сходящуюся (покоорди
натно) подпоследовательность Пусть ж̂ ™-* имеет координаты
ж / т \  . . .  , Хп™\  сходящиеся соответственно к а \ , . . .  , ап. Положим а =
ЕП гр

i=  1 J-ОГДа

1/2

ж̂  гп> — а 2 =  7 Рч а
2

следовательно, подпоследовательность {ж̂ ™-*} сходится к вектору а по 
евклидовой норме.

Покажем, что a Е S'e(r). Действительно, в очевидном неравенстве 
IIIяII — ||у|| | Д ||ж—у|| положим ж =  ж ^ Д  у = а. Тогда | ||ж^т  ̂||2 — ||а ||2 1 Д 
Цж̂ ™) — а ||2 , откуда следует, что

||ж(̂ т) ||2 -  \\x[km) -  а ||2 < |М|2 < lk (fcm)||2 +  \\x[km) -  а ||2 

или, с учетом того, что Цж̂™-* — а ||2 —> 0,

11 x k̂rn) 112 -  £ <  ||а ||2 Д ||^<-fcm-)||2 +  £, У £ > 0,

если m  достаточно велико. Следовательно, 11а.112 = г и а Е S E(r)• П 
Пусть || • || 1 и || • | | 2 Две произвольные векторные нормы в пространстве 

V.  Тогда из теоремы 1.16 об эквивалентности норм в конечномерном 
пространстве непосредственно следует, что в конечномерном простран
стве из сходимости по одной норме следует сходимость по любой дру
гой норме, так как
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1.4. Сингулярное разложение матриц
1.4.1. С и н гу л я р н ы е  ч и с л а  и в е к т о р ы  м атр и ц . Возможность по
строения для симметричной (эрмитовой) матрицы канонического раз
ложения с ортогональной (унитарной) трансформирующей матрицей 
позволяет для произвольной (га х л)-матрицы получить аналог такого 
разложения. В дальнейшем все изложение ведется для матриц из Cmxra, 
поэтому все результаты справедливы также для матриц из Rmxra. При 
этом символ ” * ” эрмитова сопряжения необходимо заменить на знак 
транспонирования ”Т ” . Прежде всего заметим, что для произвольной 
матрицы А  £ n mxra ранга г матрицы А* А  и АА* являются симметрич
ными (эрмитовыми) матрицами ранга г и порядков соответственно п 
и т. Причем они неотрицательны. Поэтому собственные числа таких 
матриц являются действительными неотрицательными числами.

Обозначим собственные числа матрицы А*А  через erf, erf, ,  а 2 и 
будем считать, что а\  > о\  >  . . .  >  <т2 (сц ф 0 при i =  1, . . .  ,г).  Оператор 
с симметричной (эрмитовой) матрицей А* А  имеет ортонормированную 
систему собственных векторов е\, в2 , • • • , еп соответственно по a f , a f , . . .  , 
<т2, т.е. таких векторов е\,  в2 , • • • , еп , что

Эта система векторов переводится оператором с матрицей А  в неко
торую ортогональную систему векторов Ае i, А е 2 , . . .  , Аеп, так как

(Aei, Ае.,) = {A*Aei} еф =  <тг2(щ, еф =  0 при i ф j.

Кроме того, модуль вектора Aei равен сц, так как

Поэтому вектор Эщ отличен от нулевого вектора тогда и только 
тогда, когда сц ф 0, т.е. при i =  1, г. Ненулевой вектор Ае^ является 
собственным вектором оператора АА* по собственному значению <т2, 
так как

Верно и обратное. Следовательно, ненулевые характеристические чис
ла матриц А* А  и А  А* совпадают с учетом их кратностей и их число 
равно г, а кратности нулевого собственного числа этих матриц равны

при г =  j ;
при г ф ] ,  i , j  = 1,7i. (1.9)

AA*(Aei) =  A(A*A)ei = А(ст2еф = н 2Аен .
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соответственно п — г и m  — г. Общих собственник чисел у матриц А* А  
и АА* будет s =  m in(га, п).

Арифметические значения оу, сг2, . . .  , us (и; /  0 при г =  1, г) корней 
квадратнв1х из общих собственник чисел матриц А* А  и АА* называют- 
ся сингулярными  (или главными) числами марицы А.

В пространстве С™ примем за базис ортонормированную систему 
е\, ег, • • •, ега собственник векторов оператора с матрицей А* А  и постро
им ортонормированную систему векторов

Ае  1 Aei , Аег Аег 
Д =  74 Г =  -------- > • • • > Л\Aei\ u\ ’ ’ \Aer \ or

Дополним эту систему любыми векторами Д + i , . . .  , f m до ортонормиро- 
ванното базиса в Ст . По построению векторв1 Д , Д , . . .  , f m удовлетво
ряют соотношениям

А = |  <Т,/„ при г <  г,
[ 0, при г > г. v J

Умножая эти равенства слева на А* и учитывая, что A*Aei =  crfei, 
получим соотношения

f п,е„ при i <  г, л
[О , при г > г.

Ортонормированные базисв1 ei, ег, • • • , еп и Д , / 2, . . .  , f m пространств 
С™ и Ст, связанные соотношениями (1.10) и (1.11), называют сингуляр
ными базисами. Причем векторв1 е i , ег, • • • ,еп называют правыми син
гулярными векторами матрицы А, а векторв1 Д , Д , . . .  , f m ~ ее левыми  
сингулярными векторами.

Оператор, имеющий в паре исходник базисов пространств С™ и Ст  
матрицу А, в сингулярньк базисах ei, ег, • • •, еп и Д , Д , . . .  , f m этих про
странств, в силу определения матрицв1 оператора и соотношений (1.10), 
имеет (га х гг)-матрицу

У =

(  Ол 0 \

(7  р

V 0 ° /
При этом из формулы, устанавливающей связи между матрицами 

одного и того же оператора в разньк  базисах, получаем

А  = QT.P*, (1.13)

Д .12)
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где Р  -  ортогональная (унитарная) матрица порядка п , столбцами кото
рой служат столбцы координат векторов е\, ег, • • • , еп в исходном базисе 
пространства С™, Q -  ортогональная (унитарная) матрица порядка m , 
столбцами которой являются столбцы координат векторов / 1 , / 2, . . .  , f m 
в исходном базисе пространства Ст .

Разложение (1-13) называют сингулярным разложением матрицы  
А  или сокращенно S VD-разложением, где SVD -  сокращение (аббреви
атура) английского термина "singular value decomposition".

Любая матрица из Cmxra (Mmxra) обладает многими различными син
гулярными разложениями. Это следует из некоторого произвола при 
построении векторов еь  е2, . . .  , еп и / ь  / 2, . . .  , f m.

Сингулярному разложению (1-13) можно придать следующий вид:

А  = UErV* Л .14)

где

Ег =

V

<71

О

о \

(Гг
квадратная матрица порядка г,

получающаяся  из (т  х т ) -матрицы Е вычеркиванием п — г нулевых 
столбцов справа и т  — г нулевых строк снизу, U -  (т  х г)-матрица, 
состоящая из первых г столбцов матрицы Q, V* -  (г х гг)-матрица, 
состоящая из первых г строк матрицы Р*.

Разложение (1-14) называют второй формой сингулярного разложе
ния матрицы А. В него входят матрицы меньших размерностей, чем в 
первую форму, и, кроме того, в нем матрица Ег -  квадратная невырож
денная. Все это может оказаться существенным, особенно при работе с 
сингулярным разложением на компьютере.

При т >  п  сингулярному разложению (1-13) иногда придают вид

А UEnV*, Л-15)

где

К
(71

V о

о \

<тг

-  квадратная матрица, состоящая из первых п  строк и столбцов матри
цы Е, U -  (т  х гг)-матрица, состоящая из первых п  столбцов матрицы
Q, И* =  Р*.
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Если действительная (комплексная) матрица А  симметричная (уни
тарная), то можно добиться, чтобы (см. [20]) в сингулярном разложении 
А  = QEP* ортогональные (унитарные) матрицы Р  и Q удовлетворяли 
условиям Q = Р  и Р* = Р т.

При конструировании сингулярного разложения на ЭВМ его обычно 
получают косвенным путем (см. [12]). Стандартную программу такого 
метода можно найти в пакете M atlab (см., например, [7]).

Сингулярное разложение находит самое широкое применение в тео
рии и приложениях, которые будут рассмотрены позже: при вычисле
нии псевдообратной матрицы, при отыскании псевдорешений систем ли
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) и их проекций на простран
ства правых сингулярных векторов, при отыскании решений неустойчи
вых СЛАУ, при проведении сингулярного анализа модели выравниваю
щей функции по методу наименьших квадратов (МНК). В [7] приведен 
пример применения SVD-разложения для решения задачи сжатия изоб
ражений.

П рим ер 1.1. Вычислить сингулярные числа для матрицы

характеристический многочлен |АТА — АЕ\ =  А(А— 100) имеет корни 
Ai =  100, А2 =  0. Поэтому <7\ =  =  10, <т2 =  0.

П рим ер 1.2. Построить сингулярное разложение матрицы

Р е ш е н и е .  Д ля матрицы

Р е ш е н и е .  Характеристический многочлен

\А*А -  АГ| =  25 0 А 25°_д  = ( 2 5 - А ) 2

матрицы А*А  имеет корни Ai =  А2 =  25. Поэтому о\ =  <т2 =  л/25 =  5. 
Следовательно, матрица У имеет вид



26 Глава 1. Вспомогательные сведения

При Л =  25 система [А*А — XE)v  =  0, т.е. система

О • Vi +  О • v2 =  О,
О • vi +  О • v2 =  О,

имеет фундаментальную систему решений, состоящую из двух решений, 
например, из решений Ъ\ =  (1 ,0)т , 62 =  (0,1)т . Они уже ортонормиро- 
ваны, поэтому =  (1 ,0)т , е'2 =  (0 ,1)т . Из столбцов координат этих 
векторов построим матрицу

р = ( 1 0 
V о 1

Далее строим векторы

, Ав! 1 / 4  - 3 i  \  (  1 \  1 / 4
/1

/ 2

щ 5 {  ~3i  4 J  \  О J  5 \  —3i
Пе2 1 / 4  - 3 i  \  (  0 \  1 /  - 3 i
(т2 5 V - 3 г 4 J \  1 J  5 V 4

Число этих ортонормированных векторов равно размерности про
странства С2. Поэтому из столбцов их координат построим матрицу

(  4 /5  - З г / 5
4  ^ - З г / 5  4 /5

и запишем искомое сингулярное разложение

4/5 —Зг/5 \  /  5 0 \  /  1 О
A QEP* i _ 3г/5 4 / 5  . . о 5 и  о 1



Глава 2

Нормальные решения и 
псевдорешения

2Л. Псевдорешения линейных систем
2.1.1. Н о р м а л ь н ы е  р еш ен и я . Рассмотрим произвольную СЛАУ об
щего вида:

Au = f ,  А  е  стхп, / е  Ст. (2.1)
В системе (2.1) т  обозначает число уравнений, а п -  число неизвестных.

Если т  < п, то система (2.1) называется недоопределенной, если 
т  = п, то в системе (2.1) число уравнений равно числу неизвестных 
и ее называют системой с квадратной матрицей  коэффициентов, а в 
случае т  > п  система называется переопределенной. Последний случай 
наиболее часто встречается в задачах обработки экспериментальных 
данных.

Условия совместности, т.е. существования решения, системы (2.1) 
определяются известной теоремой Кронекера - Капелли (см., например, 
[10]):

rank (A : f ) =  rank (Л).
При этом возможны два различных варианта:

1. rank (Л :/) =  rank (Л) =  п -  система (2.1) имеет единственное ре
шение щ  (в случае т  = п  единственность решения эквивалентна 
условию det Л ф 0);

2. rank (Л :/) =  rank (Л) ф п -  система (2.1) имеет бесчисленное мно
жество решений (неединственность) U = {и : А и  =  /} . В этом

27
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случае вводится понятие нормального решения и*, т.е. решения с 
минималвной евклидовой нормой ЦмЦг:

и* =  argmin ЦмЦг-
иеи

У т в е р ж д е н и е  2.1. Нормальное решение и* совместной системы ли 
нейных алгебраических уравнений, когда последняя имеет бесчисленное 
множество решений, определяется единственным образом.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Если система А и  =  /  имеет неединственное 
решение, то множество всех ее решений U С С™ еств ввшуклое множе
ство в С™. В самом деле, пуств щ , щ  -  два решения системв1 А и  =  / .  
Тогда и =  tu \  +  (1 — t)u 2 при 0 <  t <  1 будет тоже решением:

Аи = tA u i  +  (1 — t )A u 2 = t f  +  (1 — t ) f  = f .

Здесв исполвзована линейности А  : С™ —> Ст . Далее, рассмотрим стро
го выпуклый функционал на U д(и) =  ЦмЦг, ограниченный снизу 
д(и) >  0. Всякая минимизирующая последователвноств uk Е U будет 
ограниченной в С™, так как Цм1^  >  |ф 2 | | 2 >  . . .  >  ||wfc| | 2 >  • • • и, следо- 
вателвно, компактной в С™. Поэтому существует предел и * =  Игщ^оо ик 
и в силу строгой выпуклости д(и) предел единственный. □

2.1 .2 . П сев д о р еш ен и я . В случае, когда rank (И :/) >  rank (И), си
стема (2.1) не имеет решений (несовместноств). Тогда вводится понятие 
псевдорешения системв1 (2.1), под которвш понимается решение систе-
M B I

А и = / пр, (2.2)

где / пр еств проекция вектора /  на im А

У т в е р ж д е н и е  2.2. Д л я  любой матрицы А  Е <С.тхп и вектора /  G 
Ст ортогональная проекция / пр вектора /  на множество значений 
матрицы А, т.е. нпД , определяется единственным образом.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Образ матрищл im А  является подпро
странством Ст в силу линейности отображения А  : С™ —> Ст . Пуств
в \ , . . .  , eq -  ортонормированный базис в im A, q < т. Тогда, очевидно,

я
многочлен Фурве / пр =  ( /, еДед, будет единственной ортогоналвной

к=1
проекцией /  на im А. □
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Из определения / пр также непосредственно следует, что

rank (A :fnр) =  rank И,

т.е. система (2.2) всегда совместна и имеет единственное или бесконеч
ное множество решений U' =  {и : А и  =  / пр}-

При этом также возможны два различных варианта:

1. гап к(И :/пр) =  rank (И) =  п -  система (2.2) имеет единственное 
решение и*, которое и называется псевдорешением системы (2.1);

2. rank (A :fnp) =  rank (И) ф п -  система (2.2) имеет бесчисленное 
множество решений (неединственность) U' =  {и : А и  =  / пр}- В 
этом случае вводится понятие нормального псевдорешения и*, т.е. 
псевдорешения с минималвной евклидовой нормой ЦмЦг:

и* =  argmin ЦмЦг-
иеи>

Иногда, в случае несовместности систем (2.1) (или (2.2)), среди бес
численного множества решений (или псевдорешений) ищется решение 
(псевдорешение), ближайшее к некоторой заданной точке и0 = (и®, . . . ,  

)т , называемой пробным решением. Такая точка может бытв известна 
из каких-то априорных соображений (например, из физического смыс
ла задачи); в противном случае полагают и0 =  0.

Решение уравнения (2.1) (или (2.2)), ближайшее к пробному реше
нию и0, называется нормальным относительно и0 решением  (или со
ответственно нормальным относительно и0 псевдорешением), т.е.

и* =  argmin ||и — м° | | 2 или и* =  argmin \\и — и°\\2 -
uCLJ иДЫ'

Если ввести показатели несовместности системы (2.1)

» =  i%jL\\A u - f h >п

то определению решения (или нормалвного решения) отвечает р = 0, а 
псевдорешению (или нормалвному псевдорешению) р > 0.
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2.2. Линейная задача наименьших 
квадратов

Понятие псевдорешения линейной системы уравнений теснвш образом 
связано с решением линейной задачи наименьших квадратов.

Множество решений в смвюле наименьших квадратов системы (2.1) 
определяется как

U' = {и G С™ : || А и  — / 1| 2 =  min} (2.3)

и характеризуется следующей теоремой

Т ео р ем а  2.1. Решение задачи (2.3) эквивалентно следующему усло
вию ортогональности:

u e U '  <* A * ( f - A u )  = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что и удовлетворяет 
условию А*ги =  0, где ги =  /  — Аи. Тогда для любого вектора v G С™ 
rv =  /  — Av = ru +  А{и — v ). Возводя в квадрат, получаем

I W I 2 =  1 1  1 1 2 +  2 ( м  -  v)* + | | П ( м  -  г ; ) | | з  >  1 1  1 1 1 .

=о

Теперь предположим, что A*ru =  z ф 0. Тогда, если и — v = —e z ,

ll^lli =  lk«||i -  2e||^||l +  e2| | ^ | | |  < ||r«|||

для достаточно малых e. □
Вектор г =  /  — Пи обозначает невязку зависящую от и. Теорема 2.1 

показывает, что невязка соответствующая решению задачи наименьших 
квадратов ортогональна подпространству im А

Таким образом, правая часть системы (2.1) (вектор / )  есть деком
позиция двух ортогональных компонент

/  =  А и  +  г, r l  Аи,

где символ Т  означает (г ,А и ) =  0.
Данная декомпозиция всегда единственна, даже, если решение и ли

нейной задачи наименьших квадратов (2.3) не единственно.
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Из теоремы 2.1 следует, что решение линейной задачи наименьших 
квадратов (2.1) удовлетворяет решению системы нормальных уравне
ний (нормального уравнения)

А* Аи = A*f,  (2.4)

где матрица А* А  эрмитова и неотрицательно определена, а система (2.4) 
совместна.

Из теоремы 2.1 также непосредственно следует, что множество псев
дорешений, определенных в 2.1.2 совпадает с множеством решений ли
нейной задачи наименьших квадратов (2.3) и соответственно с множе
ством решений системы нормальных уравнений (2.4), т.е.

U' = {и  G С™ : А и  =  / пр} =  {и G С™ : ||А и  — / | | 2 =  min}
=  {и  е  Сп : А*Аи = A *f}.

Т ео р ем а  2 .2 . Матрица А*А положительно определена тогда и толь
ко тогда, когда столбцы матрицы А  линейно независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если столбцы матрицы А  линейно 
независимы, тогда из и ф 0 =>• А и ф 0 и поэтому

и ф 0 =>• и*А*Аи =  ||Д и | | 2 >  0.

Следовательно А*А  положительно определена.
С другой стороны, если столбцы линейно зависимы, тогда для неко

торого щ  ф 0 должно выполняться А щ  =  0 и UqA*Auo =  0 и поэтому 
А* А  не является положительно определенной. □

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.1. К системе нормальных уравнений (2.4) можно 
прийти также, используя методы математического анализа, а именно, 
приравняв к нулю дифференциал

dF(u)  =  du* ■ А* Аи  +  и* А* А  ■ du — f*A du  — du* ■ A* f  =
= du* ■ А* Аи  +  du* ■ A* A u  — du* ■ A* f  — du* ■ A* f  =
= 2du* ■ (A*Au -  A* f )

функции

F{u) = \\Au — /H i =  {Au — f)* (A u  — f )  = {u* A* — f*){A u  — / )  =  
=  u*A*Au -  f* A u  -  u*A*f -  f* f .
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ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.2. К системе нормальных уравнений (2.4) мож
но также формально прийти умножив слева на матрицу А* левую и 
правую части системы (2.1). Такое преобразование называется первой 
трансформацией Гаусса.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.3. Систему нормальных уравнений (2.4) и уравне
ния определяющие вектор невязки можно скомбинировать в совмест
ную систему из (га +  п ) линейных уравнений

Матрица системы (2.5) квадратная и эрмитова (соответственно для А  £ 
R raxn -  симметричная), но знаконеопределенная, если 4 / 0 .  Расши
ренная система (2.5) используется для итерационного уточнения псев
дорешений (см., например, [2]) и в некоторых методах, где матрица А  
является разреженной.

Из теоремы 2.2 следует, что если rank (И) =  п, тогда существует 
единственное псевдорешение, которое может быть записано в виде

где Ра -  ортогональный проектор (матрица ортогонального проектиро
вания) на подпространство im А

Если rank (И) <  п, псевдорешение не единственно (бесконечное мно
жество псевдорешений), однако нормальное псевдорешения определя
ется однозначно.

2.3. Псевдообращение

Если А  £ Спхп и d e tr l  ф 0, то для нее существует обратная матрица 
А'~1. Если же А  £ Стхп и т  ф п  или А  £ Спхп, но det А  =  0, то матрица 
А  не имеет обратной и символ А -1 не имеет смысла. Однако как будет 
показано далее, для произвольной прямоугольной матрицы существует 
’’псевдообратная” матрица А +, которая обладает некоторым свойства
ми обратной матрицы и имеет важные применения при решении систем

щ  = (A*A)~1A*f,

и соответствующий вектор невязки

г* = f  — Au* = (Ет -  PA) f ,  РА = А(А*А)~1А*
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линейных уравнений. В случае, когда A  Е <Спхп и de tH  ф 0, псевдооб- 
ратная матрица А+ совпадает с обратной А -1 . Приведенное в этом раз
деле определение псевдообратной матрицв1 бвшо дано в 1920 г. Муром, 
указавшим на важные применения этого понятия. Позже независимо от 
Мура в несколвко иной форме псевдообратная матрица определяласв и 
исследоваласв в работах Пенроуза (см., например, [6]).

2.3.1. П севдообратная матрица. Рассмотрим матричное уравне
ние

А Х А  = А. (2.6)

Если А  Е Спхп и det А ф  0, то уравнение (2.6) имеет единственное реше
ние X  =  И-1 . Если же А  -  произволвная прямоуголвная т х  л-матрица, 
то искомое решение X  Е <С.пхт, но не определяется однозначно. В об
щем случае уравнение (2.6) имеет бесчисленное множество решений, 
которвю называются обобщенной обратной матрицей и обозначаются 
X  = А ~ . Обобщенная обратная матрица А~ обладает тем свойством, 
что для любого вектора b Е Ст , при котором система уравнений А и  =  b 
совместна, вектор и = А~Ь является ее решением.

Среди этих решений имеется толвко одно, обладающее тем свой
ством, что его строки и столбцы являются линейнвши комбинациями 
соответственно строк и столбцов сопряженной матрищл А+ [6].

О пределение. Матрицу А+ Е <С.пхт называют псевдообратной (или 
обобщенной обратной матрицей Мура-Пенроуза) к матрице А  Е <С.тхп, 
если

АА+ А = А, П+ =  U А* = A*V, (2.7)

где U и V  -  не которвю матрицы.

У твер ж ден и е 2.3 . Матрица А +, удовлетворяющая условиям (2.7), 
существует и единственна.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Начнем с доказателвства единственности. 
Пуств А (  и -  две различнвю псевдообратнвю матрицы. Тогда

АА+ А = А, А+ = U\A* = A* Vi

и
АА+ А = А, А+ = U2A* = И*П2

с некоторыми матрицами [Д, V\, U2 и V2. Положим D = А \  — Аф, U =  
Cl - U 2, V  = V1 -  V2. Тогда

A D A  =  0, D = U A* = H*V.
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Но D* = V*A, поэтому

(DA)*(DA) = A*D*DA = A*V*AD A = О,

и, значит, D A  =  0. Отсюда, используя формулу D* = AU* , находим, 
что

DD* = DAU* = 0.

Следовательно, А~\ — А £ = D = 0.
Д ля доказательства существования матрицы А+ предположим сна

чала, что rank И = n (А Е <Стхп с т >  п). Покажем, что в этом случае 
матрица

А+ =  (А* А ) - 1 А* (2.8)

удовлетворяет условиям (2.7).
Свойство А А +А  = А  из (2.7), очевидно, выполнено, поскольку

АА+А =  А ( (А * А )- \ (А * А )  = А,

где A*A Е С+. Равенство А+ = UА* выполнено с U = (А*А)~1. Равен
ство же А + = А*V  выполняется, как легко проверить, если положить 
V  = А(А*А)~2А*.

Аналогичным образом показывается, что если rank А = т  (А Е 
Стхп с т  <  п), то псевдообратной к матрице А  является матрица

А + = А* (А А * )-1. (2.9)

Д ля доказательства существования псевдообратной матрицы в общем 
случае используем тот факт, что всякую матрицу А  Е Cmxra можно 
представить в виде произведения

А  = В  ■ С  (2.10)

с матрицами В  Е <Стхг и С Е <СГХП, где г =  rank А <  min(m, п ).
Действительно, возьмем в качестве матрицы В  матрицу, составлен

ную из г независимых столбцов матрицы А. Тогда все столбцы матрицы
А можно выразить через столбцы матрицы В , о чем и свидетельствует
формула (2.10), задающая "скелетное" разложение матрицы А. 

Положим теперь
А+ =  С +В +,

где согласно (2.8) и (2.9)

с + = с * ( С С * ) - \  В + = (В*В)~1В* .
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Тогда
А А +А  = BCC*(CC*)~l (B *B)~lB * B C  = В С  = А.

Далее, если положить U =  С* (С С*)~1 (В* В ) ~ 1 С , то легко проверить, 
что UА* = А +.

Аналогичным образом проверяется, что А + = А*V  с

V  = В  (В* В ) - 1 (С С *)-1 (В* В ) - 1 В. □

Таким образом, для любой матрицы А  £ рупхп псевдообратная мат
рица существует и единственная, причем для невырожденной квадрат
ной матрицы А  псевдообратная матрица А+ =  А-1 .

2.3.2. Х арактеризация П енроуза. В своей работе 1955 г., кото
рая, по всей вероятности, возродила интерес к обобщенному обраще
нию, Пенроуз [21] характеризовал псевдообратную матрицу как (един
ственное) решение совокупности матричных уравнений. Псевдообрат
ная матрица А+ , введенная выше, удовлетворяет условиям Пенроуза.

У твер ж ден и е 2.4 . Д л я  любой матрицы А  £ <С.тхп X  = А +, если и 
только если

1. А Х  А  = А;

2. Х А Х  = X ;

3. (АХ)* = А Х  и (ХА)* = Х А .

Доказательство имеется в [3], [1].
2.3.3. П севдообращ ение и псевдореш ения линейны х систем.

У твер ж ден и е 2.5. Псевдообратная матрица А + является наилуч
шим приближением (по методу наименьших квадратов) матричного 
уравнения

А Х  = Е т. (2.11)

Утверждение 2.5 можно также сформулировать в эквивалентном ви
де

У твер ж ден и е 2.6 . Псевдообратной матрицей для матрицы А  явля 
ется матрица А + £ <С.пхт, столбцы которой нормальные псевдореше
ния системы линейных уравнений вида

А х  =  ец г = 1 , . . . , т ,  (2-12)

где щ -  столбцы единичной матрицы Е т.
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Доказательство см., например, в [6, 5, 18]. Это свойство псевдообрат
ной матрицы, также может быть принято в качестве ее определения.

У т в е р ж д е н и е  2.7. Пусть и и ^  -  нормальные псевдорешения двух 
систем линейных уравнений Аи  =  / (-1-) и А и  =  / (-2-). Тогда (Зи^  +  рир'1 
является нормальным псевдорешением системы А и  =  /3 /(-1-) +  p f ^ P

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из А * А и ^  =  А * и  А * А и ^  = A* f ® 
а (б I (2)следует, что pul  +  pul  удовлетворяет нормальной системе

А*А{РиУ  +  74 2)) =  +  7 /<2>).

Далее, существуют столбцы и z (-2-) такие, что = A*z(-1-) и и!2"* =
И*л^2\  Поэтому Р и Р  +  ум* =  +  p z ^ ) ) .  □

Естественно, утверждение 2.7 может быть распространено на линей
ные комбинации произвольного числа столбцов.

У т в е р ж д е н и е  2.8. Псевдорешение системы линейных уравнений (2.1) 
может быть записано в виде и* =  А +f .

Действительно, столбец свободных членов /  представляет собой ли
нейную комбинацию столбцов матрицы Е т:

/  =  А е1 +  • • • +  Рт^т-

По определению псевдообратной матрицы и согласно утверждению 2.7 
псевдорешение и* есть линейная комбинация столбцов ар псевдообрат
ной матрицы с теми же коэффициентами

и *  = P i  а р  + . . . + Р т О р п -

Это равносильно доказываемому утверждению.
Псевдообратная матрица обладает следующим экстремальным свой

ством.

У т в е р ж д е н и е  2.9. Д л я  любой матрицы X  Е Сгахт выполнено соот
ношение

\\АА+ — Е т \\Е < ||А Х  — Е т \\Е.

При этом, если для какой-нибудь матрицы X , отличной от А +, здесь 
имеет место равенство, то ЦД+Ц# <  ||У  Це-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению при любом г столбец аф 
псевдообратной матрицы дает минимальную невязку при подстановке 
в (2.12). Поэтому для г-го столбца матрицы X

\\Aal -  еД <  || Axi -  еД.

Если же тут при ау ф a l  достигается равенство, то ||(ДД <  ||ау||. Заме
тим, что квадрат евклидовой нормы матрицы равен сумме квадратов ее 
столбцов. Следовательно, возводя в квадрат и суммируя приведенные 
соотношения по всем г =  1 ,т ,  приходим к доказываемому утвер
ждению. □

У твер ж ден и е 2 .10. Нормальное относительно и0 псевдорешение си
стемы (2.1) определяется формулой

щ  = А + f  +  (Еп -  А +А)и°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно утверждению 2.8 столбец 
А + /  -  нормальное псевдорешение и, следовательно, является частным 
решением системы (2.4). Остается доказать, что столбец z =  (Е п — 
А +А)и° при произвольном и0 -  общее решение нормальной однородной 
системы A*Az  =  0. Докажем это.

Во-первых, для любого и0

А*А[(Еп -  А +)и°] = А*Аи° -  А *А А +Аи° = А*Аи° -  А*Аи° = 0.

Это означает, что z -  решение нормальной однородной системы.
Во-вторых, для любого решения z системы A* A z  = 0 найдется стол

бец и0, при котором
z =  (Еп — А +А)и°.

В действительности можно просто положить и0 = z, так как система 
A*Az = 0 равносильна системе A z  =  0, и потому

(Еп — A* A )z  =  z — A +A z  = z. □

ЗАМЕЧАНИЕ 2.3.1. Утверждения 2.8 и 2.10 имеют главным образом 
теоретическое значение, как и правило Крамера для невырожденных 
матриц. Нахождение псевдообратной матрицы не обязательно для вы
числения нормального псевдорешения и требует больших вычислитель
ных затрат.
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2.3 .4 . П севдообращ ение при помощ и предельного перехода. 

Т еорем а 2.3. Имеют место соотношения

Ит(А*А +  Х2Е П)~1А* =  А+ (2.13)

и
И т А*(АА*+  \ 2Е т)~1 = А +. (2.14)А̂ О

Доказательство имеется в [1], [3].
Из теоремы 2.3 непосредственно получаем 

С ледствие 2 .3.1. Д л я  матриц полного ранга (rank А =  min(ra, п)) 
имеют место соотношения

Г  (А*А)~1А*} если rank А =  л;
\  А*(АА*)-1 , если rank И =  т.

Рассмотрим систему линейных уравнений

(A*A + a E n)u = A*f, а > 0 .  (2.15)

Обозначим ее решение через иа . Тогда

иа =  (А* А  +  a E n)~lA * f  (2.16)

и следствие 2.3.1 показывают, что справедливо

У твер ж ден и е 2.11. При а  —> 0 решение иа системы (2.15) стре
миться к нормальному псевдорешению системы А и  =  / .

Это утверждение имеет существенное теоретическое и прикладное 
значение. Дело в том, что нормальное псевдорешение системы линей
ных уравнений не является непрерывной функцией от матрицы систе
мы. Утверждение 2.11 показывает, что система может быть включена 
в семейство систем с параметром а  таким образом, что решение систе
мы непрерывно зависит от параметра. Этот результат получен с более 
общей точки зрения в теории регуляризирующих функцтоналов для 
некорректно поставленных задач (см. Тихонов и Арсенин [16]). Упомя
нутая теория в основном относится к уравнениям в бесконечномерных 
пространствах (например, интегральным и диффренциальным уравне
ниям в частных производных).
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В конечномерном случае прямой необходимости во введении регуля- 
ризирующих функционалов нет. Однако отметим, что для СЛАУ роли 
регуляризирующего функционала может игратв функция

Fa ( u , f , A ) =  | | / -  Au\\l + a 2\\u\\l

на арифметическом пространстве С™. Найдем значение и, при котором 
она достигает минимума. Иначе Fa можно записатв так:

Fa(u, / ,  А) =  ( /  -  A u)* (f  -  Аи) +  аи*и.

Дифференцируя это выражение по и, находим

dFa (u, / ,  А) =  —2du*A* f  +  2du*А*Аи  +  2adu*u.

Дифференциал обращается в нули для векторов и, удовлетворяющих 
системе уравнений, в точности совпадающей с (2.15). К ак мы видели 
выше, детерминант матрицв1 системв1 отличен от нуля, и система имеет 
единственное решение (2.16) при лю бвк / ,  А  и а ф 0.

Обозначим это решение через и \,  и пуств Fa (u, / ,  А) =  ф Если ||м|| > 
то Fa (u, / ,  А) > ф Поэтому на сфере радиуса л /^ /а + Х  и вне ее Fa 

принимает значения, большие чем ф Если иа не попало внутрь сферы, 
увеличим ее радиус до ||ма || +  1. Так мы получим сферу, содержащую 
иа и такую, что на ней и вне ее Fa (u, / ,  А) > ф Fa (u, / ,  А) > ф Функция 
непрерывна и внутри сферы имеет единственную стационарную точку. 
Поэтому эта точка является точкой минимума. Приведенные рассуж
дения показывают, что это будет абсолютный минимум.

Утверждение 2.11, по существу, утверждает, что при ск —̂ 0 точка, 
где регуляризирующий функционал достигает минимума, стремиться к 
псевдорешению системы А и  =  / .

2 .3 .5 . С в о й ств а  п севд о о б р атн о й  м атр и ц ы . Отметим следующие 
основные свойства псевдообратной матрицы:

1. (А*)+ =  (А+)*;

2. (А + )+  =  А;

3. (АА+)2 = АА+, (А+А)2 = А+А.

Первое свойство означает, что операция перехода к сопряженной 
матрице и к псевдообратной матрице перестановочны между собой. Ра
венство 2 выражает собой взаимность понятия псевдообратной матри
цы, так как согласно 2 псевдообратной матрицей для А + является исход
ная матрица А. Согласно равенствам 3 матрицы А А + и А +А  являются
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эрмитовыми и инволютивными  (квадрат каждой из этих матриц равен 
самой матрице).

Много других свойств псевдообратнвгх матриц имеется в [1].

2.4. Вычисление псевдообратных матриц

В этом разделе приведенв1 не которвю достаточно простяге, но практи
чески важнвге численник алгоритмв1 нахождения псевдообратных мат
риц. Рассмотренв1 три численнв1х метода нахождения псевдообратных 
матриц: алгоритм Гревилля, итерационный метод Бен-Израэля и метод, 
использующий сингулярное разложение матрицы (SVD-разложение).

2 .4 .1 . М ето д  Г р е в и л л я . Этот метод не требует вычисления детер
минантов и может быть также использован для вычисления обратной 
матрицы И-1 (в случае, если A  G <СПХП и |И| ф 0). Метод Гревилля 
последовательного нахождения псевдообратной матрицы состоит в сле
дующем. Пусть йк -  к - й столбец в матрице A  G C mxra, Ак =  ( а р , . . .  , ад) G 
C mxfc -  матрица, образованная первыми к  столбцами матрицы А, Ък -  
последняя строка в матрице А+ ( к  = 1 , . . .  , n, A i = ai, A n = А). Тогда

д+ _  + _  J  (a )a i)-1a), если щ ф 0,
1 0,1 \  0, если ci\ =  0,

и для к > 1 имеют место рекуррентные формулы

A t  = ^ ^  ^ , В к = А1_г -  dkbk, dk = А1_гак)

, Г если ск ф 0,
к к \  (1 +  d*kdk)d*kA^_1, если ск =  0,

где ск = ак -  A k_xdk, А к_ г G Cmx(fc_1), П^_1 G C (fc_1)xm, dk G Cfc_1 и bk -  
вектор-строка размерности т.

Матрица А к , построенная по этим формулам, является псевдооб
ратной к матрице Ак, к = 1 ,2 , . . .  ,п. В частности, И+ =  А +.

2.4 .2 . М етод Б ен-И зраэля . При вычислении псевдообратной мат
рицы А + к действительной матрице A  G M.mxn можно пользоваться ите
рационной формулой Бен-Израэля

Х (к+1) = Х (к) [2Ет - А Х (к)] , Х (0)= а А Т , к =  0 , 1 , 2 , . . . .  (2.17)
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Если a -  число, удовлетворяющее условию

2 
О < a < \ >

/'ш ах

где Amax Атах(Э Д) Атах(ДД ), то

lim ||V (fc) -  Д+|| =  0.
к^О

Обвгано на практике полагают a  =  1 .6 /Amax, а так как Атах =  ||Д|| \ < 
IHIIiPIU, Т О  можно взятв a  = Еб/ЦДЦДДЦоо-

Д ля остановки итерационного алгоритма (2.17), можно восполвзо- 
ватвся критерием

| ||.4Х<‘+‘) -  Е „ , \ \ е  -  ||4А <‘> - Д „ .Ц | < 5  ( 2  18)
||.4А'(Ч -  Е ш \\е

где 8 -  заданное (достаточно малое) число. В этом случае Х ^к\  удо
влетворяющее (2.18), принимается за приближенное значение А +. Это 
правило остановки итерационного алгоритма основано на экстремали- 
ном свойстве псевдообратной матрицБц сформулированном в утвержде
нии 2.9.

Иногда, возможно исполвзоватв, более простое по числу арифмети
ческих операций, правило остановки:

ЦА'^+ч -  А<У|
||А'(*)|| -  ’ { >

где || • || -  какая-либо матричная норма, 5' -  заданное малое число. В 
некоторв1х случаях, целесообразно требоватв одновременного ввшолне- 
ние условий (2.18) и (2.19).

2 .4 .3 . М ето д  о сн о ван н ы й  н а  си н гу л яр н о м  р а зл о ж е н и и  м а т 
риц. К ак показано в разделе 1.4 для любой матрицв1 А  Е Cmxn суще
ствует сингулярное разложение (SVD-разложение) вида (1.14). Тогда из 
утверждения 2.9 непосредственно следует, что псевдообратная матрица

Д+ =  VE+U*,

где Е+ =  diag (сД1, . . .  , сД1) .
Даннвш метод является самвш надежнвш (по точности) способом 

определения псевдообратнвгх матриц, но в тоже время он является са
мим трудоемким (с вигаислителвной точки зрения) методом.
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2.5. Типовые примеры
П рим ер 2.5.1. Рассмотрим систему, состоящую из одного уравнения:

аргр +  a2u2 =  /  (al +  al ф 0, ар, а2, /  G Е). Г 2.204

Требуется найти нормальное решение этой системы.
Р е ш е н и е .  Д ля нахождения нормального решения м* системы 

(2.20) можно воспользоваться псевдообратной матрицей,

и* Л+/ ,

где А  =  (ар, а2) G Е 1х2, т.е. матрица А  -  полного строкового ранга.
Используя свойство псевдообратной матрицы (из следствия 2.3.1) 

имеем

И+ =  А Т (А А Т)~1
a 1 

a2 ( ор «2 )
ар

а2

-1
1 У ai

a l +  а2 V а2

Отсюда нормальное решение системы (2.20) равно

ор/ а2/ т

П рим ер 2.5.2. Пусть

И

V

а2 +  а\ ’ а2 +  а |

1 - 1  0 \  
- 1  2 1 

2  - 3  - 1

0 1 1 /

Вычислить псевдообратную матрицу А + с помощью метода Гревилля. 
Р е ш е н и е .

А+ = ( A J A , ) - 1 = 1/6 • A j  = (1/6, - 1 /6 ,  1/3, 0),

d2 — А ^ а 2 — —3/2, с2 — а2 — A \d 2

( V2 \
1 /2  
0

V 1 /
ъ2 = 4  = (ci C2)_1cJ =  (1/3, 1/3, 0, 2/3),
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В 2 = А + -  d2b2 = (2/3, 1/3, 1/3, 1).

Таким образом
2/3 1/3 1/3 1
1/3 1/3 0 2/3

Далее

d;

Поэтому

b3 = (l + d]ds)~ld]A+ = (1/3, 1/3)И+ =  (1/3, 2/9, 1/9, 5/9)

/  1/3 2/9 1/9 5/9 \  _  /  1/3 1/9 2/9 4/9 \
V 1/3 2/9 1/9 5/9 у V 0 Х/9  - 1 /9  1/9 )  ’

/  1/3 1/9 2/9 4/9 \
А + = А+ = \  0 1/9 - 1 /9  1/9 .

\  1/3 2/9 1/9 5/9 У

П рим ер 2.5.3. Найти псевдообратную матрицу А + к матрице

Р е ш е н и е .  Ранг матрицы А  равен числу ее столбцов. Поэтому 
применима формула из следствия 2.3.1. По ней получаем

3 1 +  2 г \  V  1 г 1 \  _  1 /  3 — 1 — 2г \

1 - 2 г  3 у V - * l i y 4 V - !  +  2* 3 /

/ 1  г 1 \  _  1 /  1 +  г —1 +  г 2 — 2 г \
Х ^ —г 1 1 у  4 \  —1 — г 1 - г  2 +  2 i y '

и

П+ =  (А* А ) - 1 А*
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П рим ер 2.5.4. Найти псевдообратную матрицу А + к матрице

Г !
Р е ш е н и е .  Ранг матрицы А  равен числу ее строк. Поэтому 

применима формула из следствия 2.3.1. По ней получаем

А+ = А*(АА*)~1 =

3 1 +  2*
1 —  2 *  3

х

- 1  +  2, Л " *  : 1 - 1 +  г

1 +  г —1 — г 
-1 +  г 1 — г 
2 - 2  г 2 +  2г



Арифметика с плавающей 
точкой

Потребовалось не столь много времени после изобретения компьютера, 
чтобы прийти к общей точке зрения на правильный способ представле
ния чисел в цифровой машине. Весь секрет в арифметике с плавающей 
точкой основан на математической записи действительного числа, ре
ализованной на конкретном оборудовании. Перед тем как начать изу
чение точности алгоритмов вычислительной линейной алгебры, необхо
димо изучить эту главу.

ЗЛ. Ограничения компьютерного 
представления действительных чисел

Так как цифровые компьютеры используют конечное число бит (разря
дов) для представления действительных чисел, они могут представить 
только конечное подмножество действительных чисел (или комплекс
ных чисел, вопрос о которых будет затронут в конце данной главы). 
Это ограничение представляет две сложности. Первая, представимые 
в компьютере числа не могут быть произвольно большими и малыми. 
Вторая, между представленными числами будут промежутки, т.е. меж
ду двумя машинными числами может не существовать ни одного ма
шинного числа, в отличие от множества действительных чисел.

Современные компьютеры представляют числа достаточно большие 
и маленькие, так что первое из ограничений редко вызывает серьёзные 
проблемы. К примеру, широко используемый в компьютерах стандарт

45
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IEEE-арифметики с двойной точностью позволяет представлять числа 
такие большие как 1.79 х Ю308, и такие маленькие как 2.23 х 10—308, в 
итоге диапазон более достаточный для большинства прикладных вы
числительных задач. Другими словами, переполнение сверху и снизу 
обычно совсем несерьезная проблема (но на нее иногда стоит обратить 
внимание, например, когда требуется вычислить определитель).

И совсем наоборот, проблема пустых промежутков между представ
ляемыми в компьютере числами возникает повсюду в математических 
вычислениях. К примеру, в арифметике IEEE-стандарта с двойной точ
ностью интервал [1,2] представляет собой дискретное множество

1.1 +  2“ 52, 1 +  2 х 2“52, 1 +  3 х 2“52, . . . ,  2. (3.1)

Интервал [2, 4] представляется теми же числами, только умноженными 
на 2:

2.2 +  2-51, 2 +  2 х 2-51, 2 +  3 х 2“51, . . . ,  4,

и в общем интервал [2J , 2J+1] представляется посредством (3.1), умно
женным на 2+ Таким образом, в IEEE-арифметике с двойной точностью 
промежутки между соседними числами, в смысле относительных оши
бок, никогда не превышают 2-52 «  2.22 х 10-16. И кажется, что этим 
можно пренебречь, и это действительно так для большинства компью
терных вычислений, если используется устойчивый компьютерный ал
горитм1, определение которого будет рассмотрено в следующей главе. 
Но это может принести немало неожиданных хлопот в случае, если 
используемый компьютерный алгоритм спроектирован достаточно ха
латно.

3.2. Числа с плавающей точкой

IEEE-арифметика -  пример арифметики, основанной на представлении 
действительных чисел с плавающей точкой. Это универсальный подход 
для большинства современных компьютеров. В системе чисел с пла
вающей точкой позиция десятичной или бинарной точки хранится от
дельно от самих цифр, и промежутки между соседними представленны
ми числами соответственно пропорциональны абсолютным величинам 
цифр. В этом принципиальное отличие представления вещественных 
чисел числами с плавающей точкой от представления с фиксированной 
точкой, где все промежутки одинаковы.
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Рассмотрим определение идеализированной системы с плавающей 
точкой. Эта система состоит из дискретного подмножества F множе
ства действителвнБгх чисел М. Множество F чисел с плавающей точкой 
характеризуется четвфвмя параметрами: основанием системы счисле
ния (3 > 2, разрядностью р  и интервалом показателей [н~, и+]. Каждое 
число х  £ F представимо в виде

Часто di называют разрядами, р -  длиной мантиссы, v -  порядком числа 
(или експонентой). Мантиссой (дробной частвю) х  назвшается число 
в скобках. Рассмотренное представление чисел, назвшаемое представ
лением с плавающей точкой, исполвзуется в болвшинстве современ
ник компвютеров. Основанием обычно является число (3 =  2 (с такими 
исключениями, как (3 =  16 для компвютеров IBM 370 и (3 =  10 для 
некоторв1х решающих таблиц и болвшинства калвкуляторов). Напри
мер, 0.101012 х 23 =  5.25ю.

Число с плавающей точкой назвшается нормализованным, если стар
ший разряд его мантиссв1 отличен от нуля (d\ ф 0). К примеру, число
O.IOIOI2 х 23 нормализовано, а число O.OIOIOI2 х 24 нет. Обвшно числа 
с плавающей точкой нормализуют, что дает вБшгрвпп в двух отноше
ниях: всякое ненулевое число с плавающей точкой в этом случае имеет 
единственное представление в виде строки битов, и старший разряд дво
ичной мантиссв1 можно не хранитв в явном виде (посколвку он всегда 
равен 1); за счет сэкономленного бита можно удлинитв мантиссу.

3.3. Машинное эпсилон
Удобно считатв, что округление -  это отображение множества действи- 
телвнвгх чисел К в множество F чисел с плавающей точкой. Точности 
представления действительных чисел с использованием множества F 
традиционно определяется числом, которое называется машинным эп
силон ( ^ m a c h in e )  и зависит от разрядности р. При традиционном способе 
округления чисел имеем £ m achm e =  \(3l~v , при округлении отбрасывани
ем разрядов £machine =  (31~р■ В общем случае, для арифметики с плава

(3.2)

где целые числа (3, и, d \ , . . .  , dp удовлетворяют неравенствам 

0 < di < /3 — 1, i = 1 , . . .  ,р; v~ <  v  <  и+.
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ющей точкой, имеющей р-разрядную мантиссу и основание /3, макси
мальная относительная ошибка представления равна 0.5 х (31~р. Это 
число -  половина расстояния самого болвшого промежутка между по- 
лученнвши числами с плавающей точкой, т.е. £machme имеет следующее 
свойство:

V i e R ,  З х '  G F т а к о е , Ч Т О  \х — х'\ < £machineM- (3.3)

Д ля значений (3 и р, стандартных для различных компвютеров, зна
чение £machine обычно лежит между 10_6 и 10-35. В IEEE-арифметике 
с одинарной и двойной точноствю £machme принимает значения 2-24 & 
~  5.96 х 1СГ8 и 2-53 «  1.11 х 1СГ16 соответственно.

Области положителвнв1х нормализованных чисел IEEE-арифметики 
обычной точности простирается от 2~126 (порог машинного н уля ) до 
2127 • (2 — 2-23) «  2128 (порог переполнения) или приблизителвно от 
1СГ38 до 1038. Границами области положительных нормализованных 
IEEE-чисел двойной точности являются 2“ 1022 (порог машинного н у л я ) 
и  21023 • (2 — 2-52) «  21024 (порог переполнения), т.е., приблизительно, 
1(Г308 и Ю308.

Удобно считать, что округление -  это некоторое отображение множе
ства действительных чисел К в множество F чисел с плавающей точкой, 
т.е. fl : К  —> F. Если i e R ,  a  f l(x )  G F, то в этих терминах неравенство 
(3.3) можно сформулировать в виде следующей аксиомы.
А к си о м а  3.1. Д л я  всех х  G К существует rj, \r/\ < ^machine? такое, что

И(ж) =  х(1 +  у). (3.4)

Таким образом, относительная ошибка между действительным числом 
и его ближайшим приближением в системе с плавающей точкой всегда 
не превышает машинное эпсилон.

3.4. Арифметика чисел с плавающей точкой

Конечно, недостаточно просто представить действительные числа в ци
фровой машине, необходимо производить вычисления с ними. В ком
пьютере все математические вычисления сводятся к некоторому числу 
элементарных арифметических операций, стандартный набор которых: 
+  , —, х и -G. Математически эти символы определяют операции над 
полем М. На компьютере они имеют точные аналоги операций над F.
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Соответствующие операции на множестве F чисел с плавающей точкой 
обозначаются как ®, 0 ,  ® и 0 .

Д ля компьютерных вычислений справедливы следующие основные 
принципы. Пусть х  и у  произвольные числа с плавающей точкой, т.е. 
х, у Е F. Пусть * одна из операций , х или ®, и пусть © её аналог в 
арифметике с плавающей точкой. Тогда x Q y  должно в точности давать

Если это свойство выполняется, тогда из (3.4) и (3.5) можно заклю
чить, что компьютерные вычисления обладают простым и мощным 
свойством. Оно известно как фундаментальная аксиома арифметики с 
плавающей точкой.
А к си о м а  3.2. Д л я  всех х , у  Е К существует у, \у\ < етасЬте7 такое, 
что

Другими словами, каж дая операция в арифметике с плавающей точ
кой имеет относительную погрешность, не превышающую £ m achm e-

3.5. М одификация машинного эпсилон
Анализ ошибок округления в этой книге основывается на (3.4) и (3.6) 
(аксиомах 3.1 и 3.2), но не на других деталях арифметики с плавающей 
точкой, описанных ранее. Это дает возможность применить рассмот
ренный анализ точности к компьютерным вычислениям, для которых 
не выполняется достаточно точно формула (3.5). Д ля любого компью
терного алгоритма (3.4) и (3.6) могут выполняться, если машинное эп
силон £тасЫпе заменить несколько большим значением. К примеру, на 
компьютере, в котором действительные числа, принадлежащие проме
жуткам между числами с плавающей точкой, обрезаются, а не округ
ляются, выражение (3.6) может выполняться, если машинное эпсилон
^ m a c h in e  Р А

Самый простой способ предусмотреть такие проблемы, чтобы вы
полнялись (3.4) и (3.6), это модифицировать определение машинного
Э П С И Л О Н  £ m achine-

С этого момента будем считать, что машинное эпсилон определяется 
не как в разделе 3.3, а определяется как наименьшее число, для которо
го (3.4) и (3.6) выполняются. Д ля большинства компьютеров, которые 
включают в себя реализацию IEEE-арифметики с плавающей точкой,

И(ж * у) =  х  © у. (3.5)

X © у = (х * у)(1 +  у). (3.6)
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такое изменение определения машинного эпсилон не оказывает значи
тельного влияния на его значение.

Тем не менее случается, что неожиданно большое значение машин
ного эпсилон может быть необходимо для того, чтобы (3.6) из аксиомы 
3.2 выполнялось. В 1994 году процессор IntelPentium ™  приобрел дур
ную славу, когда открылось, что по ошибке в таблице, используемой для 
реализации IEEE-арифметики с плавающей точкой двойной точности, 
его эффективная точность уменьшилась на 11 разрядов до машинного 
Э П С И Л О Н  £ m ach in e  6.1 х 10 5. (Эта ошибка была вскоре устранена). На 
самом деле есть компьютеры, для которых (3.6) выполняется только 
для машинного эпсилон £ m achm e =  1. К примеру, вычитание с плаваю
щей точкой на компьютерах Cray, произведенных во второй половине 
90-х годов, имело это свойство, так как операция вычитания была ре
ализована без «сохранения цифр» (имеется в виду ее дробной части). 
Такие компьютеры не бесполезны, но они требуют анализа ошибок, от
личного от того, который приведен в данной книге.

К счастью, положительные свойства аксиомы 3.2 и адаптация еди
нообразных стандартов компьютерной арифметики стали широко рас
пространенными среди производителей компьютеров в последние годы, 
и количество компьютеров, для которых не выполняется (3.6) с малы
ми значениями машинного эпсилон £ m achine> стремительно уменьшается. 
Действительно, IEEE-арифметика сама по себе быстро стала (начиная 
с 1996 года) стандартом для компьютеров любых классов, включая все 
IBM-совместимые персональные компьютеры и рабочие станции, про
изведенные SUN, DEC, Hewlett-Packard и IBM.

3.6. Комплексная арифметика с плавающей 
точкой

Комплексные числа с плавающей точкой обычно представляются как 
пара действительных чисел с плавающей точкой, а элементарные опе
рации над ними вычисляются путем их приведения к операциям над 
действительной и мнимой частями. Результат аксиомы 3.2 верен для 
комплексных чисел аналогично тому, как верен и для действительных 
чисел, за исключением операций 0 и 0 , для которых машинное эп
силон £m ach in e  НвобхОДИМО увеЛИЧИТЬ (как Следует И З  ^ m a c h in e  =  

на множители порядка 23/2 и 25/2 соответственно. Определив однажды 
машинное эпсилон подобным образом, анализ ошибок округления для
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комплексных чисел может быть проведен так же, как и для действи
тельных чисел.

3.7. Упражнения
3.1. Сколко IEEE-чисел с двойной точностью содержится между 

парой ненулевых IEEE-чисел с обычной точностью ?
3.2. Верно ли, что всегда fl (д д )  G [а, Ъ\ ?
3.3. Пусть отыскивается наименьший корень уравнения

у 2 -  140у + 1  =  0.

Вычисления производятся в десятичной системе счисления, причем в 
мантиссе числа после округления удерживаются 4 разряда. К акая из 
формул

у = 70 — V 4899 или у = ---------
70 +  л/Ш Ъ

даёт более точный результат ?
3.4. Пусть вычисляется сумма

юооооо

$ 1 0 0 0  000 =  ++ 
j=i 3

По какому алгоритму

$о =  0, $ ra =  $ ra_ i  +  ^ ,  г а = 1 , . . . ,  ЮООООО
n z

или

Е =°> Е = Е+Д- " = 1000000 1
1 0 0 0  0 00  га— 1 га

следует считать, чтобы суммарная вычислительная погрешность была 
меньше ?

3.5. Предложить наилучший способ вычисления знакопеременной 
суммы.

3.6. Система F чисел с плавающей точкой, определяемая как (3.2), 
включает много чисел, но не всё множество целых чисел.

(а) Дать точную формулу для наименьшего целого п, которое не 
принадлежит F.
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(Ь) В частности, какое значение п  из (а) соответствует для IEEE- 
арифметики с обв1чной и двойной точноствю ?

3.7. Пуств приближенное значение производной функции f ( x )  опре
деляется при h 1 по одной из формул:

, f { x  + h) -  f ( x  — h)
/  W  “ ------------ 2h------------

И Л И

tK  ̂ ~  “ 3/ ( ж) +  4/ ( ж + h ) ~  f ( x  +  2h)
1 {X) ------------------------ 2h ’

а сами значения f ( x )  вычисляются с абсолютной погрешноствю А. К а
кую погрешноств можно ожидатв при ввгаислении производной, если
| / (fc)| < M fc, fc =  0 , l , . . . ?

3.8. Пуств вв1числяется величина S  = а\Х\ +  . . .  +  апх п, где коэффи- 
циентв1 a,i заданв1 с погрешноствю 8. Найти погрешноств вв1числения S  
при условии, что х \  +  . . .  +  х 2п =  1.

П

3.9. Пуств |ж| <  1. В каком порядке лучше вычислять сумму ^  х к
к=О

с точки зрения уменьшения вычислительной погрешности ?
3.10. Пусть вычисления ведутся по формуле

Уп+i 2уга уп~ 1  Г  h f n , n  1 , 2 , . . . ,

Уо, У\ заданы точно, \fn \ <  М,  h 1. Какую вычислительную погреш
ность можно ожидать при вычислении у к ? Улучшится ли ситуация, 
если вычисления вести по формулам

Уп+1 ~  Уп
h

3.11. Вычислить постоянную Эйлера

С =  lim (1 +  1/2 +  1/3 +  . . .  +  1 /n  — Inn)п—»оо

с 10 верными знаками.

Jn h



Глава 4 

Устойчивость компьютерных 
алгоритмов

Было бы просто замечательно, если бы численные алгоритмы могли 
обеспечить точные решения вычислительных задач. Так как в основном 
исходные вычислительные задачи непрерывны, в то время как цифро
вые компьютеры дискретны, это (точное решение исходной вычисли
тельной задачи) в общем случае невозможно. Понятие "устойчивость" 
является стандартным способом описания возможности получения до
статочно точного решения на основе компьютерного алгоритма в чис
ленном анализе.

4.1. Компьютерные алгоритмы
Математическая задача в общем случае может быть определена как 
функция (отображение) д : X  —> Y  из нормированного векторного про
странства данных X  в нормированное векторное пространство решений 
Y.

Компьютерный алгоритм  можно рассматривать как другое отобра
жение д : X  —> Y  между этими двумя пространствами. Уточним данное 
определение. Пусть даны фиксированные: задача д, компьютер (систе
ма вычислений с плавающей точкой которого удовлетворяет (3.6)) (но 
не обязательно (3.5)), алгоритм для решения д и реализация этого ал
горитма в форме компьютерной программы. Пусть исходные данные 
х  £ X  переведены в систему с плавающей точкой таким образом, что 
выполняется аксиома 3.1, и переданы на вход компьютерной программе. 
Результат -  это числовой вектор с плавающей точкой, который принад

53



54 Глава 4. Устойчивость компьютерных алгоритмов

лежит векторному пространству Y  (так как алгоритм разработан для 
решения задачи д). Этот резулвтат будет обозначатвся -  д(х).

Ситуация врияд ли может 6 b i t b  хуже! К ак минимум, д(х ) будет 
подвержена ошибкам округления. В зависимости от ситуации, резулв
тат может бв1тв также подвержен другим видам ошибок и проблем, 
таким как плохая сходимости и даже помехам от других служб, ра
ботающих на компвютере, в случае, когда распределение ввшислений 
между процессорами определяется в процессе самого расчета. Таким 
образом, "функция" д(х) может даже приниматв значения, различаю
щиеся от одного запуска расчета к другому, т.е. может 6 b i t b  многознач
ной (на самом деле сама задача д, вполне возможно, допускает несколь- 
ко решений, это разрешается в случае, когда неединственное решение 
допустимо, к примеру, любой из квадратнвгх корней комплексного чис
ла). Даже учитвшая все эти осложнения, можно получитв достаточно 
чёткие утверждения относителвно д(х),  таким образом, относителвно 
точности алгоритмов ввшислителвной линейной алгебриц основаннвге 
толвко на фундаменталвнБгх аксиомах 3.1 и3.2.

Обозначение с тилвдой (~) оченв удобно. Так, если д -  компьютер- 
нв1Й (вычислительный) аналог д, то другие, ввшисленниге на компвю
тере значения в этой книге, будут также часто обозначатвся со знаком 
тильдьт. К примеру, вычисленное на компьютере решение системы урав
нений Аи  =  /  может быть обозначено как й.

4.2. Точность алгоритмов

Исключая тривиальные случаи, д(х) не может быть непрерывной. Тем 
не менее хорошему алгоритму должно соответствовать хорошее при
ближение связанной с ним задачи. Д ля того чтобы выразить эту идею 
в цифрах, можно ввести абсолютную ошибку вычислений |\д(х) — д{х)\\ 
или относительную ошибку

\\д(х) ~д(х) \ \

11^)11 '  ̂ ' *

В этой книге в основном используются относительные числа и таким 
образом, (4.1) будет основным стандартом измерения ошибок вычисле
ния.

Если д -  "хороший" алгоритм, действительно можно ожидать, что 
относительная ошибка будет малой, т.е. порядка машинного эпсилон
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^machine- Можно сказать, что алгоритм д для задачи д точен, если для 
каждого х  £ X  выполняется

\\д(х) - д (х ) \ \  _   ̂ f A ^
\\д(х)\\ (4 2 )

Проще говоря, символ ОфтасЫпе) в (4.2) означает "порядка машинного 
эпсилон". Однако ОфтасЫпе) имеет точное определение, которое будет 
приведено позже. Также необходимо уточнитв, как интерпретироватв 
формулу (4.2) в случае, если знаменатели равен нулю.

4.3. Устойчивость
Если д плохо обусловлена, целв в достижении точности, определенной в
(4.2), неоправданно завышена,. Округление входнвгх данных неизбежно 
для цифроввгх компвютеров, и даже если все последующие вычисле- 
ния будут ввшолненБ1 идеалвно точно, это единственное возмущение 
может привести к значителвному изменению резулвтата (ввшисленного 
на компвютере решения). Вместо постановки цели точности алгоритма 
в таких случаях более подходит целв в обеспечении общей устойчиво
сти компвютерного алгоритма.

Компьютерный алгоритм д для задачи д называется устойчивым , 
если для каждого х  £ X  выполняется

\ \ д ( х ) - д ( х ) \ \ _
\\д(х)\\ Х -Х

для некоторых х, удовлетворяющих

1|ж“ ж|1 =  0 (e machi„e). (4.4)\х\

Другими словами, устойчивый алгоритм дает ответ, близкий к верному, 
для задач с входными данными близкими к точным.

Почему принято именно такое определение устойчивости компью
терного алгоритма, станет ясным в следующей главе и дальнейших при
ложениях, рассмотренных в этой книге.

Хотя определение устойчивости, данное здесь, используется во мно
гих разделах вычислительной линейной алгебры, условие ОфтасЫпе), 
вероятно, излишне жесткое для всех вычислительных задач в других 
разделах численного анализа. Например, таких как дифференциальные 
уравнения.
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4.4. Обратная устойчивость
Многие алгоритмы вычислительной линейной алгебры удовлетворят 
условию, которое является как более сильным, так и более простым, 
чем рассмотренное выше условие устойчивости.

Компьютерный алгоритм д для задачи д называется обратно устой
чивым , если для каждого х  £ X  выполняется:

д(х) = д(х) для некоторых х  таких, что —-—г— =  0 (e machine)-
| | ж | |

(4.5)
Это определение устойчивости является более жестким по отноше

нию к предыдущему определению устойчивости, так как 0 (e machine) в
(4.3) было заменено нулем.

Другими словами, компьютерный алгоритм, обладающий обратной 
устойчивостью, дает точный результат (решение) для приближенной 
задачи с исходными данными близкими к точным.

Пример подобного алгоритма приводится в следующей главе.

4.5. Значение обозначения 0 (£тасыПе)
Поясним точное значение обозначения 0 (e machme) в формулах (4.2) -  
(4.5).

Обозначение
pit)  = 0{ip{t)) (4.6)

является стандартным в математике и имеет точное определение. Это 
выражение означает то, что существует положительная константа С , 
такая, что для всех t, стремящихся к предполагаемому пределу (т.е. 
t  —> 0 или t —> сю),

\p(t)\ < Cip(t). (4.7)

К примеру, выражение sin2t =  О it2) при t —> 0 означает, что суще
ствует константа С  такая, которая для всех достаточно малых t  удо
влетворяет | sin21| <  C t2.

Также стандартом в математике являются выражения вида

<p(s, t) = 0(ip(t))  равномерно по s, (4-8)

где ip -  функция, которая зависит не только от t, но и также от другой 
переменной s. Слово "равномерно" показывает, что существует такая
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константа С , как в (4.7), причем одна и та же для всех s. Таким образом, 
например,

(sin21)(sin2 s) = 0 { f )

выполняется равномерно для t  —> 0, но равномерности теряется, если 
заменитв sin2 s на s2.

В этой книге символ "О" исполвзуется, следуя этим стандартным 
определениям. Часто резулвтат будет представлятвся в виде

Цвычисленное значение (computed quantity )|| =  0 (e machine)- (4-9)

Что же здесв означает (4.9) ? Во-первых, Цвычисленное значение||, 
представляет норму некоторого числа или вектора, вычисленную ком- 
пвютерным алгоритмом д для задачи д, в зависимости от входных дан
ных х  £ X  для д и  О (^machine) • В качестве примера можно приве
сти относителвную ошибку (4.1). Во-вторых, неявно указанный процесс 
О (^machine) 0 (т.е. £machme -  переменная, зависящая от t  в (4.8)). Тре-
тве, обозначение " О "применяется равномерно для всех входных данных 
х  £ X  (т.е. переменная х  соответствует s). В дальнейшем редко будет 
специально подчеркиваться равномерность по х  £ X , но это всегда под
разумевается.

В любой машинной арифметике, число emachme -  фиксированное зна
чение. Говоря о пределе ОфтасЫпе) ->■ 0, полагаются на идеализацию 
компьютера или, точнее сказать, на идеализацию семейства компьюте
ров (так как речь идет о пределе). В итоге уравнение (4.9) означает, что 
если использовать компьютерный алгоритм решения задачи, на ком
пьютерах, удовлетворяющих аксиомам 3.1 и 3.2, для последовательно
сти значений emachme, стремящейся к нулю, тогда Цвычисленное значе
ние Ц гарантированно уменьшается пропорционально £machme или даже 
скорее. И для этих "идеальных" компьютеров требуется только лишь 
выполнение аксиом 3.1 и 3.2, и ничего более.

4.6. Зависимость от m  и п, но не от А  и /

В дальнейшем больше не будет обсуждаться значение ОфтасЫпе) в (4-2) 
-  (4.5). Равномерность неявной константы в "О" может быть проиллю
стрирована на следующем примере. Пусть рассматривается компьютер
ный алгоритм для решения невырожденной m  х m  системы уравнений 
Аи  =  /  относительно и , и полагаем, что результат вычислений этого
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алгоритма и удовлетворяет

— 0(к(т1)£тасЫпе) (4.10)

где к(А) -  число обусловленности матрицв1 А,  т.е. к(А)  =  ||И ||||И  1 
Это предположение означает, что ограничение

сохраняется для единственной константв1 С , независимо от матрицв1 А  
или правой части / ,  для всех достаточно малых £ machine-

Если знаменатели в формуле (4.11) равняется нулю, то выражение 
(4.11) определяется в виде

И здесв (в (4.12)) нет разницв1 с (4.10), т.к. если ||м|| =  0, то (4.12) 
поясняет значение выражения (4.10), а именно означает, что ||м —м|| =  0
Д Л Я  В С еХ  Д О С Т а Т О Ч Н О  М а Л Б Г Х  £machine-

Хотя константа С  в выражениях (4.11) и (4.12) не зависит от А  и 
/ ,  в общем случае она зависит от т.  Формалвно говоря, это следует 
из определения вычислительной задачи д : X  —> Y . Если размерности, 
такие как т и п ,  определяющие задачу д, изменятся, то векторнвге про
странства X  и Y  могут также изменитвся, что в резулвтате приведет к 
новой задаче д'. Таким образом, на практике эффектв1 ошибок округ
ления алгоритмов ввшислителвной линейной алгебрв1 в общем случае 
растут с увеличением т и п .  Однако этот рост обвшно достаточно мед- 
ленный, что не оченв существенно на практике. Зависимоств от т  и п 
чаще всего линейная, квадратичная или кубическая (в самвгх плохих 
случаях), благодаря взаимоуничтожению ошибок (в связи с болвшим 
количеством арифметических операций).

В принципе, ограничение (4.9) может иметв зависимоств от тако
го фактора (зависящего от размерности), как 2т, что может, в свою 
очередв, сделатв это ограничение неприменимым на практике. Напри
мер, подобная ситуация имеет место для метода исключения Гаусса, где 
имеются любопв1тнБ1е примеры, предупреждающие о том, что обсужда
емый вопрос требует внимателвного к нему отношения. Тем не менее, 
как правило, когда в данной книге приведено ввфажение ОфтасЫпе), 
оно означает вероятности того, что ошибка решения в реальных вычис
лениях на реальном компьютере может превышать £machme более чем в 
100 или, возможно, даже 1000 раз.

C7c(.A)£machine (4.11)

(4.12)
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4.7. Независимость от выбора векторных 
норм

Все определения, включающие ОфтасЫпе), умеют очень удобное свой
ство -  они независимы от выбора векторной нормы, т.к. X  и Y  конеч
номерные пространства.

Т ео р ем а  4 .1 . Д л я  задачи g и компьютерного алгоритма д, определен
ных в конечномерных векторных пространствах X  u Y , свойства точ
ности, устойчивости и обратной устойчивости сохраняются незави
симо от выбора векторных норм в X  и Y .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Широко известно (и очень просто доказы
вается) , что в конечномерных векторных пространствах все векторные 
нормы эквивалентны в смысле, что если || • || и || • ||; -  две нормы в 
одном и том же пространстве, то тогда существуют такие положитель
ные константы С\ и СД что Сч||ж|| <  ЦжЦ7 <  СДжЦ для всех х  в этом 
пространстве. Отсюда следует, что замена нормы может повлиять на 
размер константы С, входящей в ОДтасЫпе), но никак на само суще
ствование такой константы. □

4.8. Упражнения
4.1. Проверить справедливость следующих выражений.

(a) sin ж =  0(1 ) при х  —> ос.
(b) sinx =  0(1) при х  —> 0.
(c) log ж =  0 (ж 1/ 100) при ж —► оо.
(d) п\ =  0 ( ( п / е ) п) при п  —> сю.
(e) И("7г) 7г =  0 (e machine). (Здесь не предполагается, что £machme —> О, 

а подразумевается, что для всех выражений ОДтасЫпе) в этой книге.)
(f) И(7г) — я  =  0 (e machine)) равномерно для всех целых п. (Здесь т г  

соответствует точному математическому значению, а не результату, по
лученному вычислением в арифметике с плавающей точкой.)

4.2. (а) Показать, что

(1 Т  О ДтасЫпе) ) (1 Т  О (^machine) ) 1 Т О ДтасЫпе) •

Точное значение этого утверждения состоит в том, что если g -  функция 
удовлетворяющая

9 (^machine) (1 Т  О ДтасЫпе) ) (1 Т  О ДтасЫпе) )
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п р и  ^ m a c h in e  —> 0, т о г д а  д т а к ж е  у д о в л е т в о р я е т  ^ ( e m a c h in e )  =  l +  0 ( e m ach in e )

П р и  £ m ach in e   ̂ 0 .

( Ь )  П о к а з а т ь ,  Ч Т О  ( 1  т  О Д т а с Ы п е ) )  1  Т  О  ( ^ m a c h in e )  •



Обратный анализ ошибок 
компьютерных алгоритмов

В этой главе продолжается рассмотрение понятия устойчивости на кон- 
кретнвгх примерах устойчивых и неустойчивых алгоритмов, а также об
суждается фундаменталвная идея "обратного анализа ошибок связыва
ющая обусловленноств и устойчивости, могцв которой бв1ла доказана в 
теоретических исследованиях, начиная с 50-х годов прошлого века.

5Л. Устойчивость арифметики с плавающей 
точкой

Четыре простейших вв1числителвнв1х задачи -  это операции: + , —, х и 
Ф. В них речи не идет о BBi6ope алгоритма! Разумеется, для их реализа
ции обычно исполвзуются операции с плавающей точкой ®, 0 ,  ® и 0 , 
поддерживаемБЮ компвютером. Оказвшается, что в случае выполнения 
аксиом 3.1 и 3.2 эти четвфе канонических примера обладают свойством 
обратной устойчивости.

Покажем это для операции ввшитания, так как толвко от этой эле
ментарной операции можно ж датв ввюокоого риска неустойчивости. 
Рассмотрим пример, когда пространство исходник данник X  -  множе
ство векторов в С2, а пространство решений Y  -  множество скаляров в 
С. По теореме 4.1 в дальнейшем не нужно указывать конкретный тип 
норм в этих пространствах.

Д ля исходных данных х  = (х\, Х2 )* Е X , задача вычитания соответ
ствует функции g(x i ,X 2) = Х\ — Х2 и рассматриваемый компьютерный

61
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алгоритм может быть записан как

д(х  1 ,ж2) =  fl(xi) 0  й(ж2).

Это выражение означает, что вначале Xi и х 2 переводятся в значения
с плавающей точкой, а затем применяется операция 0 . И теперь, на
основании аксиомы 3.1, имеем

fl(xi) =  ац(1 +  £i ) ,  И(ж2) =  ж2(1 +  е 2)

для некоторых |ei|, |е2| <  £ machine- Из аксиомы 3.2 следует, что

fl(xi) 0 fl(x2) =  (fl(xi) -  й(ж2))(1 +  £3)

для некоторого |£3| <  £machme- Объединяя эти выражения, получаем

f l ( x i ) 0 f l ( x 2) =  [ац(1 +  £\)  -  ж2(1 +  £2)](1 +  £з) =

=  ЭД ( 1  +  £ i ) ( l  +  £ 3 )  — Ж2 ( 1  +  £ 2 ) ( 1  +  £ 3 )  =

=  Х \ { \  +  £ 4 ) — Ж2 ( 1  +  £ 5 )

для некоторых |£4| , Ы  <  2emachine +  0 ( Д асЫпе) (см. упражнение 4.2). 
Другими словами, результат вычисления д(х)  =  fl(xi) 0 И(ж2) точно 
равен разности х\  — ж2, где х\  и х 2 удовлетворяют

\ x i - X i \ _  |ж2 - Ж 2| _
| ^1Дmachine/? | ^1Дmachine/э

и любого С > 2 будет достаточно в качестве неявной константы в опре
делении символа "О".  Д ля любого выбора нормы || • || в пространстве 
С2 это приводит к (4.5).

5.2. Другие примеры
П рим ер 5.1. С калярное произведение. Пусть даны векторы 

1 , 1/ £ Ст и требуется вычислить их скалярное произведение a = х*у. 
Банальный алгоритм -  это вычисление попарных произведений тДщ 
посредством операции 0 и сложение их посредством 0 . Можно пока
зать, что этот алгоритм (вычисленный результат а) обладает обратной 
устойчивостью.

П рим ер 5.2. В неш н ее п роизведение векторов. С другой сторо
ны, пусть требуется вычислить внешнее произведение векторов А  = ху*
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для векторов х  £ Ст , у £ С™, имеющее ранг, равный 1. Банальный ал
горитм -  вычислить т п  произведений хД1 посредством операции ф  и 
сложить их в результирующую матрицу А. Этот алгоритм устойчив, 
но не обладает обратной устойчивостью. Объясняется это тем, что ре
зультирующая матрица А  вряд ли будет иметь ранг, в точности рав
ный 1, и таким образом, может быть в общем случае записана в виде 
(х +  8х)(у +  8у)*. К ак правило, задачи, в которых размерность про
странства решений Y  превышает размерность пространства исходных 
данных X  задачи, очень редко обладают обратной устойчивостью.

П рим ер 5.3. Пусть используется операция ® для вычисления ж+1, 
где х  £  С, т.е. д(х)  =  А(ж) ф 1. Этот алгоритм устойчив, но не обладает 
обратной устойчивостью. Причина в том, что при х  ~  0 операция сло
жения ф  В Н О С И Т  абсолютную ошибку порядка ОДтасЫпе)- Относительно 
размера х  эта ошибка не ограничена, и она не может быть объяснена 
малыми относительными возмущениями данных. Этот пример показы
вает, что обратная устойчивость -  весьма специфическое свойство и 
является разумной целью далеко не во всех случаях. Если бы задача 
ставилась, как вычисление х  Ф у для данных х  и у, тогда алгоритм мог 
бы обладать обратной устойчивостью.

П рим ер 5.4. Интересно, а что стоит ожидать от компьютерной 
программы или калькулятора, которые вычисляют sin х  или cos ж? От
вет, опять же, стоит ожидать устойчивости, но не обратной устойчи
вости. Д ля cos х  это следует из того, что cos 0 ф 0 аналогично преды
дущему примеру. К ак для sin ж, так и для cos ж обратная устойчивость 
не получается из-за того, что функция имеет производную, равную ну
лю в нескольких точках. К примеру, пусть вычисляется д(ж) =  sin ж 
на компьютере для ж =  7г/2 — 8, 0 <  8 1. Пусть удалось получить
при вычислениях абсолютно точный результат, округленный в систе
ме с плавающей точкой: д{х) =  Афтж).  Так как д'{х) =  cos ж Г'Д S ̂ ТО 
д(ж) =  д(ж) для некоторого ж, такого, что ж — ж (д(ж) -  д(х)) /8 = 
= 0 {е тасЫпе/8). Так как 8 может быть сколь угодно малым, эта обрат
ная ошибка вовсе не будет величиной порядка ОфтасЫпе)-
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5.3. Неустойчивый алгоритм

Это все были элементарные примеры. Вот один более солидный: исполь
зование характеристического многочлена для нахождения собственных 
значений матрицы.

Так как Л -  собственное значение матрицы А, тогда и только когда 
р(А) =  0, где р(А) -  характеристический многочлен det(AЕ  — А), корни 
которого являются собственными значениями матрицы А. Этот факт 
дает метод вычисления собственных значений:

1. Найти коэффициенты характеристического многочлена.
2. Найти его корни.
Этот алгоритм не обладает не только обратной устойчивостью, но и 

вообще устойчивостью, и поэтому его не следует использовать в вычис
лительной практике. Д аж е когда задача нахож дения собственных чисел 
хорошо обусловлена, этот алгоритм мож ет вы давать ответы, которые 
ИМеЮТ ОТНОСИТеЛЬНуЮ Ошибку ВО МНОГО раз большую, Чем £machine-

Неустойчивость определяется из второго этапа метода вычисления 
собственных значений. К ак хорошо известно, задача нахождения кор
ней многочлена с заданными коэффициентами в общем случае плохо 
обусловлена. Из этого следует, что малые ошибки в коэффициентах ха
рактеристического многочлена приводят к значительному искажению 
корней, даже если сама задача нахождения корней выполнена с идеаль
ной точностью.

К примеру, пусть А  = Е  -  единичная матрица 2-го порядка. Соб
ственные значения матрицы А  слабочувствительны к возмущениям от
дельных значений матрицы, и стабильный алгоритм должен бы вычис
лить их с ошибкой порядка ОфтасЫпе)- Однако алгоритм, описанный 
выше, привносит ошибки порядка -ф£тасЫпе- Д ля того чтобы объяснить 
это, заметим, что характеристический многочлен имеет вид А2 — 2А +  1. 
Когда вычисляются коэффициенты характеристического многочлена, 
могут ожидаться ошибки порядка £machme, что станет причиной измене
ния корней на значение порядка Д еmachine- К примеру, если £machme, кор
ни вычисленного характеристического многочлена могут отклониться 
от истинных значений примерно, на 10-8 , что означает потерю восьми 
знаков в точности.

До того как читатель вычислит это собственными силами, необходи
мо учесть еще одну маленькую тонкость. Если используется алгоритм, 
специально разработанный для вычисления собственных значений еди
ничной матрицы 2-го порядка, то возможно, что и вовсе не обнаружится
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ошибок в вычислении, посколвку коэффициентв1 и корни рассматрива
емого многочлена А2 -  2А +  1 маленвкие целые числа, которые будут 
точно представленв1 в компвютере. Однако, если провести эксперимент 
на слегка возмущенной матрице, такой как

1 +  1(Г14 О
А  ' 0 1

вв1численнБ1е собственник значения будут отличатвся от своих истин- 
hbix значений на величину ожидаемого порядка Д еmachine- Попробуйте!

5.4. Точность обратно устойчивого алгоритма
Предположим, имеется алгоритм д, обладающий обратной устойчиво
стях) для задачи д : X  —> Y . Насколвко результаты, которые он обес
печивает, точны? Ответ зависит от числа обусловленности к  =  к(х)  
задачи д. Если к(х)  мало, то результат будет точен в относительном 
смысле, но если оно велико, точность будет падать пропорционально.

Т ео р ем а  5 .1 . Пусть алгоритм д, обладающий обратной устойчиво
стью, применяется для решения задачи g : X  —> Y  с числом обуслов
ленности к на компьютере, удовлетворяющим аксиомам 3.1 и 3.2. То
гда относительная ошибка удовлетворяет

\\д(х) - д (х ) \ \  _  1Л
||(/(х)|| ^(^(^j^machinej* (5.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению обратной устойчивости 
(4.5) имеем д(х) = д(х) для всех х  Е X , удовлетворяющих

=  O f c m a c h in e ) -
| | ж | |

По определению числа обусловленности

11̂11 / 11̂1к = к(х)  =  sup
&Ш*)11/ 11*1

(здесь 5х и 8д -  бесконечно малые величины) это означает, что выпол
няется

(* ) -» (* > «  < ( к(. г ) + о ( 1 ) ) | | г - х|1
||0(*)|| 11*11 

где о(1) означает число, стремящееся к нулю, при £machme 0. Комби
нируя эти выражения, получаем (5.1). □
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5.5. Обратный анализ ошибок
Процесс, который был произведен в доказателвстве теоремв1 5.1 -  это 
так называемый обратный анализ ошибок. Полученная точности соот
ветствует двум шагам. Первый шаг -  изучение обусловленности зада
чи, второй -  изучение устойчивости компвютерного алгоритма. Окон- 
чателвное заключение состоит в том, что если компьютерный алгоритм 
устойчив, тогда его конечная точность зависит от числа обусловленно
сти задачи.

Чисто математически, это достаточно очевидно, но это не первая 
мысль, которая придет в голову неподготовленному человеку, если ему 
будет необходимо проанализировать численный алгоритм. Первая идея, 
которая придет ему в голову -  это прямой анализ ошибок, т.е. анализ, 
где на каждом шаге алгоритма оцениваются ошибки вычисления и, та
ким образом, окончательная общая ошибка суммируется от шага к ша
гу-

Опыт показывает, что для большинства алгоритмов вычислитель
ной линейной алгебры прямой анализ ошибок выполнить сложнее, чем 
обратный. Взглянув на уже изученное, несложно объяснить, почему это 
так. Пусть используется хорошо зарекомендовавший себя на практике 
алгоритм, скажем, для решения А и  =  /  на компьютере. Установлен
ный факт, что полученные решения будут соответственно менее точ
ными, если А  -  плохо обусловлена. Но как же прямой анализ ошибок 
может объяснить этот феномен? Число обусловленности А  -  настолько 
глобальное свойство, что оно более-менее невидимо на уровне инди
видуальной ошибки операций с плавающей точкой, производимых для 
решения задачи Аи  =  / .  Тем не менее, так или иначе прямой анализ 
должен обнаружить это число обусловленности, для того чтобы прийти 
к корректному результату.

Короче, подтвержденный факт, что самые лучшие алгоритмы для 
большинства задач в общем случае дают результаты, близкие к точ
ным, но уже для задач с небольшим возмущением исходных данных 
(относительно исходных). Метод обратного анализа ошибок позволяет 
достаточно аккуратно (с математической точки зрения) формализовать 
этот результат.
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5.1. Д ля каждой из следующих задач предполагается, что описан
ные компьютерные алгоритмы удовлетворяют аксиомам 3.1 и 3.2. Д ля 
каждого из приведенных компьютерных алгоритмов указать, являются 
ли эти алгоритмы обратно устойчивыми, устойчивыми, но не обратно 
устойчивыми или неустойчивыми  и доказать это или привести приме
ры, аргументирующие эти утверждения.
(a) Дано: х  Е С. Решение: 2х, вычисляется как х  ф х.
(b) Дано: х  Е С. Решение: х 2, вычисляется как х  ® х.
(c) Дано: х  Е С \  {0}. Решение: 1, вычисляется как х  0 х. (Компьютер 
удовлетворяющий (3.5), будет давать точный ответ, но предполагается, 
что компьютерная операция с плавающей точкой удовлетворяет (3.6)).
(d) Дано: х  Е С. Решение: 0, вычисляется как х  0  х. (Опять, реальный 
компьютер может выполнять арифметические операции с плавающей 
точкой точнее, чем определено в (3.6)).
(e) Дано: нет. Решение: е, вычисляется суммированием У )Д 0 слева 
направо с использованием операций ® и ф, останов производится когда 
и з м е н е н и е  С у М М Ы  <  £machine-
(f) Дано: нет. Решение: е, вычисляется как в (е), но суммирование спра
ва налево.

5.2. Докажите, что умножение двух матриц А  и В  с плавающей точ
кой, основанное на использовании скалярных произведений, удовлетво
ряет

й(АВ)  = А В  +  Е,  | Е\ < П£ machine\ЩВ\  +  О (Caching) •

5.3. Покажите, что если F  Е ]Rmxra) где т >  п, то || |F | Ц2 <
Этот результат полезен при выводе оценок в терминах абсолютных ве
личин элементов.

5.4. Пусть имеется функция извлечения квадратного корня, удовле
творяющая условию А(-\/ж) =  \Ас(1 +  у)), где \r)\ < £machme- Приведите 
алгоритмы для вычисления ЦжЦг и оцените ошибки округления.

5.5. Пусть А  и В  -  верхние треугольные матрицы порядка п  из 
чисел с плавающей точкой. Если С  =  А(ПП) вычислено по любому из 
традиционных алгоритмов, верно ли, что С  =  А В ,  где А  и В  близки к 
А  и В1

5.6. Пусть А  и В  -  п  х гг-матрицы из чисел с плавающей точкой и 
матрица А  невырожденная, причем || |Н-1 ||Н| Цоо =  /л Покажите, что 
если С = А(ПП) вычислено по любому из традиционных алгоритмов,



68 Глава 5. Обратный анализ ошибок компьютерных алгоритмов

то существует такая В,  что С  =  А В  и \\В — £>||оо <  Т1£тасЫпеИ|-В||оо +
^  (^machine)'

5.7. Показать, используя результат упражнения 5.2, что 

||fl(AB) — А В ||! <  n£machine||^4||l||-B||l +  0 (£ ^ ас11 ine).
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