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ВВЕДЕНИЕ

М етод статистического моделирования, известный в литературе так
же под названием метода Монте-Карло , дает возможность конструиро
вать для ряда важных задач алгоритмы, хорошо приспособленные к реа
лизации на компьютерах. Возникновение метода Монте-Карло связывают 
обычно с  именами Л  ж. Неймана, С  У  лама, Н .Метрополией, а также Г.Кааа 
и Э.Ферми; все  они в  40-х годах работали в Лос-Аламосе (С Ш А ) над со
зданием первой атомной бомбы. Название "Монте-Карло” произошло от 
города М онте-Карло (княжество Монако), известного своими казино, ибо 
одним из простейш их приборов для генерирования случайных чисел слу
жит рулетка.

Х отя общ епринятого определения методой М онте-Карло не существу
ет, тем не менее под  этим  названием подразумевают численные методы 
решения математических задач при помощи моделирования случайных ве
личин и процессов. Основная идея метода — связь между вероятностными 
характеристиками различных случайных процессов (вероятностями слу
чайных событий или математическими ожиданиями случайных величин) 
и величинами, являющимися решениями задач математического анали
за (значениями интегралов, решениями дифференциальных уравнений и 
т.п.). Оказывается, ч то  в м есто вычисления ряда сложных аналитических 
выражений можно "экспериментально” определить значения соответству
ющих вероятностей и математических ожиданий. Э тот метод получил 
широкое развитие в  связи с  новыми возможностями, которые дают бы-, 
стродействующ ие электронные вычислительные машины.

П родемонстрируем суть метода на простейшей задаче. Пусть тре
буется приближенно определить математическое ожидание М.Х с.в. X. 
П усть x j . z i , .  - ,x „  -  значения величины X ,  полученные при п независи
мых испытаниях (измерениях) с.в. X .  Тогда величина

, у . ( i j

где Xi,, k =  1, ...,п  -  независимые с.в. с общим распределением, совпада
ющим с распределением с.в. X , в соответствии с  центральной предельной 
теоремой распределена по закону, близкому кгауссовом у с параметрами

П оэтому имеет м есто оценка (с  надежностью 0,997)

Таким образом, в этом  случае "врем я’' связано обратной зависимостью с 
достигаемой точн остью  г



Н еобходим о отм етить одну особенность метода Монте-Карло, со сто 
ящую в том , ч то оценка погрешности вычислений имеет вероятностный 
характер. При этом  методе нельзя утверждать, ч то ошибка не превысит 
какого-либо значения. М ожно только указать границы, за которые ош иб
ка не выйдет с. вероятностью , близкой к единице. В частности, в оценке 
(2) э та  в ероятность равнялась 0,997.

В соответствии  с  основной идеей метода М онте-Карло для прибли
женного вычисления величины а необходимо "придумать” такую  с.в. А', 
ч тобы  МАГ в  а. При этом  сам а величина X  м ож ет быть функцией какой-то 
скалярной или векторной случайной величины, или даже функционалом 
о т  случайного процесса. П оэтом у первоочередной задачеЙ при использова
нии метода М онте-Карло является задача моделирования случайных вели
чин или случайных процессов. Э та  задача и рассматривается в настоящем 
пособии. О но состои т из трех глав. Распределение материала по главам 
таково.

В  первой главе д аю тся  некоторые "прямые” и "специальные” методы 
моделирования случайных величин. -Приводятся алгоритмы моделиро
вания больш ого числа ч асто  встречаю щ ихся в различных исследованиях 
дискретных и непрерывных с.в. Поскольку часть рассматриваемых с.в. 
студентам м ожет в стретиться впервые, в  пособии приводятся попутно не
которые сведения о  них.

В о второй  главе и злагаются способы  моделирования случайных век
торов. Рассм атривается моделирование вектора с  независимыми коорди
натами. В частн ости , приводятся равномерное распределение в паралле
лепипеде и гауссово распределение с независимыми координатами. При
водятся два общ их м етода моделирования векторов: так называемый уни
версальный м етод  и  метод преобразований. С  помощью последнего рас
см отрено моделирование произвольного невырожденного гауссова векто
ра.

Т р етья  глава посвящена моделированию некоторых случайных про
цессов. В их числе квазислучайные процессы, процессы с  независимыми 
значениями и независимыми приращениями. К последним относятся, в 
частности , винеровский процесс й процессы. Пуассона. Рассмотрено мо
делирование основных классов марковских процессов, включая цепи М ар
кова, марковские процессы с  непрерывным временем и дискретным фазо
вым пространством, а  также диффузионные марковские процессы. Из
ложены методы  моделирования стационарных процессов, среди которых 
подробно рассм отрены  стационарные процессы с непрерывным временем, 
имеющие дробно-рациональную спектральную плотность, и стационар
ные случайные последовательности авторегрессии и-скользящего средне
го. П редставлен также общ ий подход к приближенному моделированию 
процессов, основанный на их ортогональном разложении.
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1. М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  С Л У Ч А Й Н Ы Х  В Е Л И Ч И Н

Практическая работа но курсам математической статистики и слу
чайных процессов предполагает знание студентами основ статистическо
го  моделирования, которые должны войти как обязательный раздел в про
грамму курса. В принципе, необходимый для решения учебных задач 
минимум теоретического материала по вопросам моделирования может 
бы ть предложен студентам для самостоятельного изучения в форме ре
шения некоторого набора соответствую щ их задач. Ьиж е приводится ряд 
простых алгоритмов моделирования вы борок из различных распределе
ний, которых вполне достаточно для решения большого числа учебных 
задач. Поскольку многие, из рассматриваемых в пособии распределений 
встретятся студентам впервые, мы попутно приводим сведения о  них, не
обходимые для неформального восприятия. Обычно для получения ре-, 
ализации последовательности независимых случайных величин с  произ
вольным распределением использую т реализации последовательности не
зависимых случайных величин

u ,u 0,u i t :. ^ u k  (4)

равномерно распределенных на отрезке (0,1]. Случайные величины после
довательности (4) "генерирую тся” специальной программой, входящей в 
математическое обеспечение компьютера, и  называемой датчиком случай
ных чисел. Мы не будем вникать в  "механизм”  датчика случайных чисел, 
а будем использовать его для формирования реализаций последователь
ности (4). Не будут затрагиваться и вопросы  эффективности алгоритмов 
моделирования, поскольку пособие нацелено только на первоначальное 
знакомство с  предметом. В  т о  же время иногда буд ут  указываться раз
ные подходы к моделированию одной и  той же случайной величины.

Для обозначения закона распределения с.в. X  будем использовать 
символ С (Х ). Так ч то  для случайных величин последовательности (4) 
имеем C[U) =  Ago,I]-

1. М одели рован ие д и скретн ы х случайн ы х величин

1.1. У ниверсальны й м е т о д  м одел ирования дискретны х случай
ны х величин. Начнем с  изложения общ его подхода к моделированию 
дискретных случайных величин. П усть X — дискретная с.в. с  множеством 
возможных значений X  =  {®i, i  € / } ,  где I  =  { 0, 1, 2, . . . } — конечное или 
счетное множество индексов, и вероятностями р;, i €  / ,  ее возможных 
значений:

P i= P { X  =  *,■). (5)

С овокупность вероятностей V  =  {p i, »' €  / }  удовлетворяет условиям 

Pi >  0 для всех t € I,

6
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Если U— с.в. с  равномерным распределением /Zjo.iJ» то

P{]£ w  ^ и < Х^Р*} =Рь (6)

где pi определено равенством (5). Сравнивая равенства.(5) и (6)-, получаем 
алгоритм моделирования с.в , X : если величина U принимает значение

« [ £ » • ! > , ) .

то величина X  полагается равной Xj.
Перейдем к рассмотрению конкретных, и в т о  же время наиболее важ

ных в теории и  приложениях, дискретных случайных величин.
1.2. С хем а  н езави си м ы х и спы тан ий  Б ерн ул л и , как известно, игра

ет  важнейшую роль в  теории вероятностей. С  другой  стороны, она слу
жит основой для моделирования целого ряда тесно связанных с  ней с.в. 
Для моделирования последовательности испытаний Бернулли X , ,  Х г, .... 
где jС(Х*) ~  Bi(L,p) Р (Х *  =  .1) =  1 -  Р (Х *  =  0) == р  при заданном 
р  е  (0 ,1 ), достаточно, очевидно, положить X *  =  I(Uk <  р), к =  1,2,..., где 
1{А )— индикатор случайного события А  (1(A ) =  1, если А  наступает, и 0 
в противном случае). С обы тие А  по традиции будем называть успехом.

1.3. Б ином иальн ая с.в .. Ч тобы  смоделировать выборку для бино
миальной с.в.. X  с параметрами (Л',р) (т.е. С {Х ) =  B i(.V ,p )), достаточно 
воспользоваться свойством  воспроизводимости распределения B i{N ,p )  по 
параметру N  :

X  -  X , +  X* +  ... +  X N, 
где С(Хц) =  B i( l .p ) , к — 1 ,2,,.., N , и Применить алгоритм схемы  Вернул-

1.4. О три цательная б ином иальная с .в . Отрицательная биномиаль
ная с.в . X  определяется через схему Бернулли как число всех "неудач” 
до г —г о  "успеха” . Лля закона распределения этой  с.в. использую т обо^ 
значение С {Х )  =  Вг(г,р). При этом

Р ( х  =  п  =  c i +i_ lPr( i  -  рУ , j  =  0 , 1, 2,....

П одсчет показывает, ч то  математическое ожидание и дисперсия отрица
тельной с.в. X  даю тся  равенствами

M X  =  — и D X  =  где q =  I -  р.
Р Р2

1.5. Г еом етр и ческ ая  с.в . В частном случае г  =  1 отрицательную 
биномиальную с.в ■ называют геометрической случайной величиной. Это 
будет с в. X  с законом распределения 0 г(1,р ), для которого

Р (Х  =  j ) =  p ( i - рУ , j  =  0 ,1 ,2 .......

7



Иногда геометрическое распределение вероятностей называется распре
делением Фарри. М атематическое ожидание и дисперсия -этого распреде
ления находятся по формулам

МЛ- =  И Х  =  4--Р Р7

1.6. С л уча й н ая  вел и чи н а  с распределением  П аскаля определя
ется как число всех испытаний в  схеме Бернулли до наступления г-того 
"успеха" Закон распределения Паскаля дается формулой

р ( у  =  j )  =  с ; г , У (1 -  Ру - \  j  =  г , г + 1........

М ежду отрицательной биномиальной с.в. X  и распределенной по закону 
Паскаля с.в. У  (при фиксированных г  и р) имеет м есто' простая связь 
Y  =  X  +  г. О тсю да имеем

Моделирование случайных величин с распределением Паскаля, геометриче
ской и отрицательной биномиальной основывается на их определении и на 
алгоритме моделирования последовательности испытаний Бернулли,

1.7. П уассояовская  сл уча й н ая  вели чи на X  является одной из наи
более важных дискретных с.в. Она принимает свои значения из множе
ства X  =  { 0, 1,. . . }  целых неотрицательных чисел, а закон распределения 
П уассона задается формулой

рк = Р(Х = к) =  —  е 'А. к ех .

где А >  0— параметр распределения. Закон распределения. Пуассона с 
параметром А принято обозначать П(А).Как известно из курса теории ве
роятностей, м атематическое ожидание и дисперсия пуассоновской с.в. со
впадают между собой  и равны параметру ее распределения:

M X  =  А и D X  = А.

Закон П уассона является предельным для биномиального распределения 
и п оэтом у справедлива приближенная формула

Рп(т) = С?р"( 1 -  Р)п~т *  (7)

где  р  мало, а п — достаточно велико.
П о закону П уассона часто распределено число случайных событий, 

происходящих в каком-либо промежутке времени (например, число рас
павшихся атомов радиоактивного вещества за единицу времени). Иногда 
закон П уассона описывает не временные, а пространственные случайные



явления. Т огд а  с.в . А ' трактуется как число точек, попавших в часть про
странства заданного объема (например, число изюминок в булочке).

Для моделирования пуассоповской с.в. м ож но использовать как универ
сальный мет од, так и  аппроксимирующую формулу (7). В последнем случае 
сл едует вы брать достаточно больш ое п  и положить р  — j). В этом  случае, 
согласно (7 ), биномиальное распределение Вг(п, £ )  будет близко к пуассо- 
новс.кому П(А).

Н иже, яри рассмотрении непрерывных с.в., мы укажем еще один способ 
моделирования пуассоновских с.в.

Приведем ещ е два, важных с  точки зрения приложений, примера дис
кретных с .в ., д л я  моделирования которых можно воспользоваться описанным 
выше универсальным методом.

1 .8 . Г и п е р г е о ы е т р я ч е с к а я  с .в .  П усть в множестве N  элементов со
держ ится к  элементов с  признаком В. Из множества извлекаются случайным 
образом п элементов (п  <  N )  без возвращения. Тогда число X  элементов с  
признаком В , содержащихся в выборке, подчиняется гипергеометрическому 
закону распределения вероятностей. Вероятность появления в выборке из п  
элементов ровно х  с  признаком В  определяется формулой

в  которой  0 <  х  <  min(rt, к) <  Л', Эта формула и задает так называемое ги- 
пергеометрическое распределение вероятностей, определяемое тремя пара
метрами N ,n , k ,  и обозначаемое H g (N ,n ,k ) .  Подсчет математического ожи
дания и дисперсии гипергеометрической с.в. X  приводит к формулам

1.9 . Р а в н о м е р н о  расп р ед ел ён н а я  д и с к р е тн а я  с .в . X  —  это  с.в. с 
конечным множеством возможных значений X  — г €  / } ,  принимаемых 
с  одинаковыми вероятностями. Если множество X  состоит из N  элементов,

Равномерный закон дискретной с.в. , таким образом, определяется одним 
параметром N  и обозначается U d(N ). С .в. X  с  равномерным распределением 
U d(N )  имеет математическое ожидание

(8)

д ля лю бого * €  I. О)

дисперсию
N  — 1 с - '  2 ^ <г—'

~  ~~N*~ a l* *• — б2 х 'х*'
i€I i> j



2. М одел и р ован и е  непреры вны х случайн ы х величин

2.1. У ни версальны й  м етод  и  м етод  преобразован ий. Для мо
делирования случайных величин с  непрерывным распределением можно 
использовать следующ ий простой факт: если / ' ( г ) — непрерывная и стро
го  монотонная функция распределениям F ~ 1(y )— обратная к ней функция, 
то  для случайной величины У =  F ~ '(U ), где C{U) =  Др.Ц, имеем

Р (У  <  *)_= Р (£/ <  F (x ))  =  /Г * ).

Таким образом , с в .  У =  F~*(U ) имеет функцию распределения Fix), и

I { С - ' М ,  = 1,2 .......„ ) -

выборка из распределения F. Если Р(ж) не, является строго монотон
ной, т о  вывод оста ется  в силе, если под обратной  функцией понимать 
F _ 1( j / ) '=  sup{a; : F (x )  <  у } . Необходимо иметь в виду, ч то  часто не
удается выразить обратн ую  функцию F ~ i (y) через элементарные, что за
трудняет использование ’’универсального? метода моделирования непре
рывной с.в. Однако в  этом  случае для моделирования с.в. У  нередко 
сущ ествует удобная формула вида

Y - 4>{Uu V i Uk), (10)

где Ui, г =  1,2, ...,к  — независимые с.а, с  C(Ui) -■ й[о,1) • М етод моде
лирования, основанный на использовании формулы ( 10), ч асто называют 
методом,преобразований.

Ниже мы рассм отрим  ряд непрерывных с.в., которые часто встре
чаю тся  как в теории вероятностей и математической статистике, так и 
в различных областях их приложений. Ч асть из них можно моделиро
вать ’’универсальным”  методом, другие допускаю т моделирование мето
дом преобразований. Для моделирования случайных величин, распреде
ленных в соответствии с общими бета и гамма распределениями, а также 
величин, функционально связанных с ними, ниже буд ут  изложены специ
альные методы: метод рандомизации и метод исключения.

2.2. Равном ерно распределенная на пром еж утке [а, 6], а >  —ос,
Ь <  +оо  с .в . X  может бы ть получена путем линейного преобразования 
с.в. U:

X  -  а  +  (6 -  a)U.

Эта формула и позволяет моделировать значения случайной величины с 
произвольным равномерным законом Д(,гр1- Для этого  в правую часть сле
дует подставлять вм есто V. значения, генерируемые датчиком "случайных 
чисел” .

Напомним, что математическое ожидание и дисперсия равномерно 
распределенной с.в. находятся по формулам



■2,3. С л уч а й н ая  вели чи на с распределени ем  С им псона. П усть X  
и Y — независимые с.в, и С (Х ) — С (У ) =  Д(а,б]. Т огд а  случайную величину

называют распределенной по закону Симпсона: C (Z ) — Моделиро
вание этой величины сводится, в силу-ее определения, к моделированию 
пары независимых, распределенных по закону Р(„,ь) с.в. П лотность рас
пределения Симпсона получается как свертка плотностей равномерных 
распределений яа {а ,6). Она равна нулю вне промежутка.[2а,26] и имеет

Распределение Симпсона, очевидно,‘ определяется двумя параметрами а 
и 6. Так как М Z  =  МЛГ +  М У  и T)Z -  D X  +  ЮУ, то  получаем

2А .  С теп ен н ы е распределения. Мы рассмотрим два таких распре
деления, П ервое из них задается функцией распределения

/о ( * )  =  * ‘ , *  € (0, 1),

содержащей единственный параметр а >  0. Э то распределение будет о бо
значаться Ро(о). Случайная величина X  с о  степенным распределением 
Р0(а). таким образом , является непрерывной с  плотностью

по которой легко найти любые ее начальные (а значит и центральные ) 
моменты

* = « / ,

О тсю да а

М Х  “  Г Г Г  D X  =  Г о Т 2)(а -+ 1)1
Функция, о б р а т н о  к функции распределения степенного закона, имеет вид 

F ~ '(u ) =  u i

Э то  значит, что для моделирования с.в. X  мож но использовать "универ
сальный" метод, ч т о  приводит х алгоритму
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где значения с.в. U .выдаются датчиком случайных чисел.
Д ругое степенное распределение задается функцией распределения

Я М  «  1 -  ( 1 - » ) \  У .€ (0 ,1 ),

с  единственным параметром 6 >  0. Э то  распределение будет- обозначаться 
символом Р\ (6). С .в. У  с распределением Р\ (Ь) имеет плотность

М уУ = Ь (1 - у ) * ' ' ,  у  €  (0,1).

Ее Начальные моменты

к и математическое ожидание и дисперсия

(6 +  2)(6 t- l ) s ’

по сущ еству, выражаются теми ж е формулами, ч то  и соответствующие 
моменты с.в. X .

Моделирование с.в. У  на основе "универсального”  метода приводит к 
алгоритму.

У  =  1 — (1 -  1Р)1.

Рассмотренные два степенных распределения буд ут  использованы ни
же при моделировании общего 'бета-распределения.

2.5. Расп ределен ие арксинуса. П усть с.в. U имеет равномерное 
распределение Определим с.в. А', полагал

X  =  asin(U +  b), - . (11)

где о >  0 и 6 е  R— параметры. Распределение этой  с.в. называется 
законом арксинуса. Так как с.в. X  принимает значения в промежутку 
(—а,а], то  ее плотность равна нулю вне етого отрезка. Обычным путем 
находим плотность /х ( г ;а ) д л я  х  €  ( —а.о ):

/ * ( * ; * )  =  — т 4 = = .  О*)

M X  =  0, DA ' =

2.6. П оказательное распределени е. С.в. X  называется распреде
ленной по показательному закону с параметром с , обозначаем оуу в даль
нейшем Е(а), если ее функция распределения имеет вид

Р (* )  =

12



П лотность .распределения показательного закона задается формулой

и  легко видеть, ч то  с.в. X  имеет моменты всех порядков. Для начальных 
моментов получаются формулы:

а к r= М х к — ~ j  i t>e ~ 'd x  — а*«!, к =  1, 2,....

О тсю да  для математического ожидания и  дисперсии имеем:

M X  — a, D X fe a *

Д ля моделирования с.в. X  можно, воспользоваться универсальным м е
тодом. Функция, обратная «  функции 'распределения, имеет вид

F  -1(u ) =  -  1и(1 -  и ), 0 <  и <  1.

Тогда значения с.в. X  буд ут  получаться по формуле

- Х а  - о 1а (1 r-U ).

Так как случайные величины U я  1 — U имею т одно и то  же равномерное 
распределение Л(о,1 )> т °  <* качестве алгоритма моделирования с.в. X  с  
распределением Е (а )  м ож но принять несколько более простую формулу

X  =  - с  in U,

где значения U  выдает датчик случайных чисел.
Н а основе показательной с.в. можно моделировать другие важные в 

приложениях случайные величина.
2.7, Р а сп ред ел ен и е Д алл аса задается плотностью  вида

с € { '" (Х)>00) ’

и нередко называется двусторонним показательным распределением. Это, 
распределение содержит д ва параметра: а >  0 и —оо .<  m  <  оо. Для него 
буд ет и спользоваться обозначение L (m ,a). С.в. X  с  распределением Ла
пласа L (m ,a )  обладает моментами всех порядков. Н етрудно подсчитать, 
что для начальных моментов справедлива формула

(т /а)' 

> < *,*-г-четное}
Е
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В частности, Oj =  МЛ" =  т. Центральные моменты нечетных порядков 
будут равны нулю, а четных -  определяются формулой

р2* =  М ( ^ т )”  =  (2к)\а3\  к =  1,2.......

В частности,
щ  =  D X  =  2а2.

Функция распределения двустороннего показательного распределения

) = { ; l l ; = v =  " Л 1

Обратная к ней функция F ~ 2(u) определена для и е  (0,1) формулой 

F ~ \ u )  =  { f o l n ( 2u) при
-  а 1п[2(1 — « )] при

О тсю да имеем алгоритм моделирования с.в. X  c j >асяределекием Лапласа 
Ц т ,а )  : если получаемая от  датчика случайных Чисел величина U (с 
распределением Л(0,1) ) имеет значение в промежутке (0, j ) ,  то

X  =  т  +  a ln(2U), 

a  ecnfi U  имеет значение в промежутке (|, 1), то  

X  =  т -  a t o {2 ( l -  U)).

2.8. Р а сп ред ел ен и е  Э рланга определяется как распределение сум
мы т независимых, одинаково распределенных по показательному закону 
с  параметром а с.в:: Y  =* Х-\ +  ... +  Х та. Закон распределения Эрланга, 
таким образом, определяется пйрой параметров ( о , т )  и обычно обозна
чается Г (о ,т ) .  П лотность распределения с.в . У  имеет вид

v a 0 '

Полезно знать следующ ее известное из теории вероятностей свойство вос
производимости случайных величин с распределением Эрланга.

У тверж дени е 1. Пу\:ть с.в. Y\ и У2 независимы и имеют распределе
ния Эрланга r (e ,m i)  и Г(е»,т2) соответственно. Тогда с.в. Z  — Y1+ Y 2 
распределена по закону Эрланга Г (а ,т } +  7П3),

• Доказательство. Характеристическая функция с.в. У,, г =  1,2, рав-

<PiM -  jz г - г ^ г -(1 — ю А )1"-
П оскольку характеристическая функция суммы независимых с.в. равна 
произведению их характеристических функций, то

1 -  |ф)— ■

14



Ввиду взаимно однозначного соответствия между распределением и ха
рактеристической функцией утверждение доказано.

Замечание 1. Распределение Эрланга Г (е ,1) есть  не ч то  иное, как 
показательное распределение с  параметром а. Учитывая Утверждение 1, 
можно сказать, что. распределение Эрланга Г (а ,т )  является т-кратной  
композицией показательного распределения Е (а) =  Г('а, 1). •

Еще один  а л гор и тм  м одел ирова н ия  пуассонояской  с.в . Если 
{■Яп}я>|— последовательность с.в., независимых и одинаково распреде
ленных по показательному закону £ (1 )  =  Г.(1,1), а Л >  0 -  заданное дей
ствительное число, т о  с.в. У  — max {А; : Х 5 +  ... +  X *  <  А} (У  =  0, когда 
X ,  >  А) имеет распределение П уассона П(А) . Учитывая связь величин X  
с равномерно распределенными величинами ,U, для моделирования пуас- 
соновской с.в. У  с параметрам А м ож но также пользоваться соотноше-

при котором  исчезает необходим ость вычисления логарифмов. Действи
тельно, так как события {У  >  тп} и { X j  +  ... +  Х^, <  А}, очевидно, эквива
лентны, и jC (X i,+ ... +  X m)  =  Г (1 ,т ) ,  то  при т  >  1

« Р (У  >  т )  =  xm~ 'e ~Xdx =  £  е~Л7Г-

Р (У  =  т )  =  “ j"®"'*, т  =  2- -  ■

2.9. Л оги сти ч еск ое  распределени е задается функцией распределе-

У(*) = т т ^ -  - » < * < “ ■ <>3>
которая является симметричной, ч то означает выполнение равенства

£ ( - * )  а  1 -  F (x )  Уж € R.

Функция (23) называется логистической (без каких-либо на то  причин); 
она выведена В ерхю лстом  в  1845 г. Он предположил, ч то  увеличение 
логарифма количества населения P it)  для данной страны, как функция 
времени t, равно разности  постоянной и функции, которая увеличивается 
с ростом  нг-селения. Одним и н ретеяи й  его  системы уравнений является 
функция

где Рж-  предельное к оличество населения, которое предполагается неза
висимым о т  технических и социальных условий, а с  и о -  положительные 
константы. Формула Верхю лста широко использовалась, и ею  сильно 
злоупотребляли как общ им законом роста . '
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П лотность логистического распределения получим

Д х ) -  Д ( * )  »  - J - .  £  Л  (14)

Она является четной фуяхлией: f  ( - x )  — / ( * ) ,  V* е  Л, что является след
ствием симметричности функции F (x ) . Для логистической с.в. X  суще
ств у ю т  моменты всех порядков, причем начальные моменты, нечетного по
рядка равны нулю. Для математического ожидания и дисперсии с.в. ЛГ 
имеем

M .V =  О, D X  =  ~ .
3

Отметим, ч то  логистичесое распределение широко используется в ис
следованиях п о дозиметрии. Оно является также асимптотическим рас
пределением полусуммы наибольшего и наименьшего значений выборки 
для симметричного распределения экспоненциального типа (см.]3], гл. 8).

Для моделирования логистической с.в. X  можно использовать об
щий м етод, описанный в предыдущем пункте. Функция распределения (13). 
является непрерывной, строго возрастающей на всей прямой R, и для нее 
сущ ествует обратная функция:

*■-»(«> (15)

Тогда, подставляя в правую часть (15) вм есто'аргум ента и значение с.в. 
U  с  равномерным распределением F(0,jj, будем получать значения с.в. X  
с  логистическим распределением (13). Таким образом , алгоритм модели
рования логистической с.е. X  мож но задать формулой

* “ 1” ТГ77- (16)

2.10 . О бщ ее л оги сти ческое распределени е определяется как рас
пределение с.в.

У  =  ^ О Х  +  о- (17)

где А"— с.в. с функцией распределения (13). Из' этого  определения полу
ч аем ’

М У  =  а, П У  =  а*

Моделируя с.в. X  по формуле (16), из формулы (17) будем  получать 
значения общ ей логистической с.в. У .

2 .11. Расп ределен ие В сй булл а задается функцией распределения

F(®) s= 1 -  е х р {—( ———■) } ,  *  >  к, (18)

где параметры удовлетворяю т условиям: £ >  0, ' ь  >  £, к >  0. Название
этого  распределения связывается с  именем инженера Вейбуляа, который
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использовал его впервые для анализа прочности на разрыв. Онр приво-- 
дат также к плодотворным результатам при изучении засух. В математи
ческой статистике око возникает как одно из предельных распределений
наименьшего значения выборки.

П лотность распределения В ейбулла (18) имеет вид

/ ( * )  _  )  ехр { - ( “ ~ )  }  Для г  >  с , (19)

и / ( * )  =  0 для *  <  е. У  с.в. X  с  распределением В ейбулла сущ ествуют 
моменты всех порядков. Для начального момента а г (г  >  0— целое) 
имеем

a r =  j  * r/(* )< te  == j .  exp{ " ( ^ r f )  } da:-

Произведем замену переменной а интеграле правой части последнего ра
венства, полагая

Тогда, после элементарных преобразований, получим 

а ,  -  £  С , (v  -  г )‘  «*-■’  Г( j  +  1), 

где Г(.).— гамма-функция, определяемая равенством- 

Г С *»^  j  г *-1 e~'dz, * > 0.

О тсю да

М * = е + Ь С * Г ф ,  .  , * г, ^ { 2Е ф . - 1 г ’ ф } .

И спользуя универсальный м етод моделирования, найдем обратную  функ
цию для  функции распределения (18):

i ?- , ( « ) * e +  [ - Ц 1 - » ) ] * ,  0 <  и <  1.

О тсю да получаем алгоритм моделировали* с.в. Вейбулла с функцией рас
пределений (18):

Х=-.е +.[-lni/]*,
где C(U ) =  К(0,1».

Замечание 2, Если в  распределении Вейбулла е =  0, fe w 1, т о  
плотность распределения (19) примет вид

/ ( * )  =  ^ е - %  * > 0,
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в котором узнаем показательное распределение с параметром v.
2.12. М одели рован ие гауссовы х с .в . Переходя к моделированию 

гауссовы х с .в., рассмотрим один общий результат о  преобразованиях слу
чайных векторов. • •

У тверж д ен и е 2. Пусть случайный вектор X  =  (Х л,Х з , ..., Х т) рас
пределен с  плотностью /х ( * )  =  / х ( * х т)  и соотношения

У\ =

  (20)

Ут =Ф т {х j

представляют собой взаимно однозначное и дифференцируемое преобразо
вание у  =  Ф(ж). Тогда плотность распределения вектора Y  — (У) Ут),
где Yj =  Ф } ( Х о п р е д е л я е т с я  выражением

* /И » )  (21)I D y  | .

где у  =  ( y j ,—,y m) ’ Ф-1 — преобразование, обратное к (S0), а под знаком
модуля стоит якобиан этого преобразования.

Доказательство. С огласно определению плотности распределения 
вектора имеем

!  1г Ш и  =  е 1У  г . о )  =  Е (ф (* )  е  о )  =
О.

=  р < х  е  ф - ‘ <в »  =  /
*-Ч О )

Сделав в  последнем интеграле замену переменных х — Ф- 1(у), приходим 
к соотношению

f  1г(.у)Фу — J  /х (Ф _>(у )) j | Фу,
D D

которое означает справедливость Утверждения 2.
С тандартная гауссова (н орм альн ая) с.в . Она имеет нулевое сред

нее и единичную дисперсию", а ее закон распределения обозначают сим
волом N (0 ,1). Один из методов получения стандартных нормальных с.в. 
из равномерно распределенных величин (4)1 состои т в построении соот
ветствую щ его явно вычислимого функционального преобразования, При
мером такого преобразования является следующее

У тверж дени е 3. Пусть с.в- Uj u'U3 независимы и C(Ui) =  » =
1,2. Тогда случайные величины
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(22)

Уа =  'J—1 In Ui 8т(2ггУ,), 

независимы и £ (Y i) =  JV(0, 1), i  =  1, 2.
.Доказательство представляет собой  простое упражнение в вычисле

нии плотности при взаимно однозначном преобразовании с.в. (см . Утвер
ждение 2 выше). Якобиан указанного преобразования будет.

•J(“ i . “ a) =  —  =  2jre- *<*,‘ +,f’ *.

О тсю да  совместная плотность величин Yt и Yj равна

1т М л Ь к ,к >  -

Таким образом , каждая пара (JJik-itUik)* к =  1,2,..., величин последо
вательности (4) с  помощью преобразования (22) порождает пару незави
симых нормальных ЛГ(0, 1) величин (У**-1,.У2*).

Д ругой  путь получения нормальных величин из последовательности
(4) основан на использовании центральной предельной теоремы  теории 
’вероятностей, в  соответствии с  которой можно положить

XNk =  +-... +  UkN — у ) / \ / ^ ’  *  := 1 ,2 ,... • (23)

Э то т  алгоритм, очевидно, легче реализуем, чем предыдущий, однако он 
приводит лишь к приближенно нормальным величинам. При этом  прак
тически удовлетворительное приближение к нормальному распределению 
W (0,1) получается уже при N  =  12. Э то значение параметра N  в  алгорит
ме (23) обы чно использую т для конкретных вычислений.

П рои звол ьн а я  гауссова  с .в . X  имеет среднее о  и .дисперсию сг2. Ее 
закон распределения обозначается N{a\ д2). Гауссова с.в. X  может быть 
получена из стандартной гауссовой с.в. Х 0 путем линейного преобразо
вания: X  =  а +  аХо-

К ак"известно, с  гауссовыми случайными величинами функционально 
связаны многие важные в статистических приложениях случайные вели
чины. Эти функциональные связи позволяют, моделировать ряд с.в. путем 
предварительного моделирования необходимого числа независимых гауссо-

2-13. Л огари ф м и чески  норм альное распределени е. Неотрица
тельная с.в. X  называется распределенной логарифмически нормально 
(лог-нормально), если ее  логарифм:

Z  =  1пХ (24)
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распределен по нормальному закону ЛГ(т.«г*), Из этого определения еле* 
дует, ч то плотность лог-нормального распределения имеет вид

. . .  1 (  (In х  — тп)2 1
'■ '’ ’ ' S s " ' ! ------------------ " *  1>0-

и /х ( г )  =  0 для X  <  0. - Пользуясь формулой (24), нетрудно подсчитать 
математическое оЯсидание и дисперсию с.в. X :

M X  =  e m+cr ,  D X  =  e2m+vt(e ‘,a - l ) .

Лог-нормальное распределение определяется двумя параметрами т и а > 
0, и символически буд ет  обозначаться Ltf(m,<r2.).

Для моделирования лог-пормалъкой -величины X  достаточно смодели
ровать гауссовскую  с.в. Z с  параметрами {т,<г ). Тогда значения с.». X  
будут находиться до формуле

X  =  ег .

О тметим, ч то  лог-нормальяым распределением, как правило, хорошо 
аппроксимируются такие с.в., которые образую тся  в  результате; умноже
ния больш ого числа независимых или слабо зависимых неотрицательных 
с.в., дисперсия каждой из которых мала по сравнению с дисперсией их 
суммы.

2.14. Х и -к вад р ат  распределени е. Говорят, что с.в. х * . представи
мая суммой .

X* +  . -+ * ■ * , (25)

где с.в. Х ь , к — 1 ,2, ...,п , независимы и С (Х ь) =  N (0,1 } имеет го-кеадиот 
распределение е п степенями’ свободы. П лотность распределения с.в. х* 
легко находится и  имеет вид.

/.< * )  =  * > » ■  < » )

где Г (* )— гамма функция. Так как гамма-функция будет встречаться и в 
дальнейшем, приведем ее определение и некоторые простейшие свойства. 

П о определению

Г(А) =  J  x s~ 'e~ xdx для А > 0.

Гамма-функция удовлетворяет соотношениям

Г(А +  1) я  АГ(А) для лю бого А >  0

и, следовательно,

Г (п +  1.) =  п! для натуральных п.
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Отметим также, ч то  Г (| ) =  у/я. 
И з (25) легко видеть, ч то

М х* =  п  и О **  =  2» .

Характеристическая функция этой  случайной величин» дается формулой

*.<*) =  М  (27)

и получается в результате преобразования Ф урье плотности (26). Свой
ством  хи-квадрат распределения является его воспроизводимость по пара
метру п ,,которая означает, ч то сум м а независимых с.в., распределенных 
по закону хи-квадрат, распределена также п о  закону хи-квадрат с  числом 
степеней свободы , равным сумме степеней свободы  слг>гаемых.' -Действи

ем Xnt ** Хп, независимы, то  в  силу (27)

№•>+■,<*) =  v»ni(*)v»»a( 0  =  -

2.15 . Р а сп ред ел ен и е С ты од еи та . СтъюденгЛоеым отношением на
зы вается с.в.

X
Тп -  - ? == , (28)

где с .» . X  к  х* независимы и  при этом  С (Х )  =' Л'(0,1), а с.в. 
квадрат распределение с  п  степенями свободы . Распределение в 
(28) назы вают t -распределением  или распределением Стьюдента с п сте
пенями свободы  и обозн ачаю т Sn. П лотность этого  распределения можно 
найти с  помощ ью стандартного метода вычисления плотности распреде
ления частн ого двух независимых с.в., а именно:

= - 7= --—,- г -----------“ Т1ТГ» - о о  <  X <  СО. (29)
vG S T (y ) +

Н етрудно подсчитать математическое ожидание и дисперсию Стьюден- 
това отношения:

М Т „ =  0, D T n *  ™ 2 ’ "  >  2‘

2.10- Р а сп ред ел ен и е К ош и получается из распределения Стьюден
та  при n =  1, а  случайную величину Z  с  распределением Коши можно 
представить отношением

где X  w Y  независимые с.в . с  С (Х )  =  C (Y ) -  N (0 ,1). Как известно, у  с 
Z не сущ ествует моментов, а ее плотность имеет вид
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2 .IT . О бщ ее распределение К ош и . Ладим другое;долее общее, чем 
э т о  сделано выше, определение с.в. Коши, которое дает и другой алгоритм 
ее моделирования П усть U-r рааиомерно распределенная на интервале 
( — f  > ? )  с .в., а  €  Я и 6 >  0— некоторые параметры. Рассмотрим с.в.

X - a  +  btgU, (32)

являющ ую ся монотонным преобразованием с.в. U  с  C (V ) — По
известному из теории вероятностей правилу находим плотность с.в. X :

fx< *> =  7 i ( » ) .

которая и  задает общ ее распределение Коши. Будем 'использовать сле
дующ ее обозначение закона Коши: С (Х ) ss К{а,Ь). Общ ее распределение 
К ош и определяется, таким образом , двумя параметрами: а 5  R  и Ь >  0. 
В  ч астности , "стандартный" закон Коши, плотность которого дается фор
мулой (31), имеет параметры в  =  0 и 6 = 1 , й  будет обозначаться А"(0,1). 
Наконец, отметим, ч то  с.в. X  с  затоном распределения К (0,1) не имеет 
моментов.

2 .18 , Р а сп ред ел ен и е Р ед ея . П усть с.в. X  и Y  независимы и имеют 
одно и т о  же нормальное распределение Лг(0,сга). Т огда моду/п. случай
ного вектора (X , У ) имеет'распределение Релся с  параметром и3, которое 
будем  обозначать R l{o2). Таким образом , для моделирования значений 
релеевской с.в. Z  можно использовать формулу

Z =  / x 2 +  Y r . (34)

Л егко найти пяйтность распределения закона .И(<?3), которая имеет вид 

/д{г,<г3) =  ^ е х  р { - “ а } ,  ври л > 0

и /iK z .o 3) =  0, при г <  0. Распределение Релея определяется, очевид
но, одним параметром о 2 >  0. Нетрудно подсчитать наиболее в 
моменты релеевской с.в. Z:

D Z  =  (2 -  ~)<т2

2.10. Р а сп ределен ие М аксвелла. П усть с  .a. .V, У  и Z  независимы 
и имею т одно и то  же нормальное распределение Л '(0,а2). Тогда модуль 
случайного вектора (Х ,У , Z ) имеет распределение Максвелла с параметром 
(г2, которое будем  обозначать М (у %). Таким образом , для моделирования 
значений максвелловской с.в. V можно использовать формулу

V  -■= '/ Х 2 +  Y 2 +  Z 2. (35)



Обычным путем можно пйлучить плотность распределения закона М (о 2}, 
которая имеет вид

И /i / {u )  — 0 при v <  0, Следовательно, и распределение Максвелла 
задается единственным параметром сг'г >  0. Подсчеты математического 
ожидания и  дисперсии с.в. V приводят к формулам:

w  =  ( 3 - - V

2.20. Р а сп ред ел ен и е  С недекора , П усть с.в. xh 'л 
и имеют хи-квадрат распределения с п и  т  степенями свободы , соответ
ственно. Положим

Х  ~  : ^  ^  ^  ■ ф - -  Об)

Распределение этой  реничкиы называют распределением Снедекора с п и  
w  степенями свободы . И ногда распределение Снедекора называют F- 
расг.ределением или распределением дисперсионного отношении Фишера. 
Будем  обозначать э т о  распределение Fa>m. П лотность / п,т (л)- распреде
ления F„_m имеет вид

,  г ( Ч » ) ________ 
W  г Щ г Т Ц  ( i  +  j * )* 1

Для моделирования с.в. с распределением Снедекора можно исходить из 
формулы (36). Вычисляя м атематическое ожидание и дисперсию с.в. (36), 
получим

МЛ- =  M 0 i i )  .

2 ,21. Б ета -ра сп редел ен и е . П усть, как и выше, с-.в. Хп. й  Х т  неза
висимы и имею т хи-квадрат распределения с п и т  степенями свободы 
соответственно. Определим с.в.

л  =  -Г —----Г-, V »'/
х5 + Х т

принимающую значения в промежутке (0 ,1]. Распределение этой  величи
ны называют бета-распределением. Е го плотность равна нулю вне интер
вала (0 , 1), и
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Нетрудно подсчитать любые моменты с.в. X , используя приводимую ни
же с  вяза между гамма-функцией и бета-функцией, В частности.

п +  т  ( »  +  m )*(n  +  m +  2) '

Д ля моделирования значений с.в. X ,  как показывает формула (3?), до- 
аточяо предварительно моделировать две независимые случайные ве- 

и-квадрат распределениями с п и т  степенями свободы.
Замечание S. Если 5 =  р — целое и ~  =  д -  целое, т о  /х ( я )  являет

ся плотностью  распределения р- гой порядковой статистики для р +  q — 1 
независимых значений U, ч то  и определяет способ моделирования бета- 
распределения в этом случае (см .[4]).

Л о  сих  пор для построения алгоритмов моделирования случайных ве
личия мы использовали лишь два метода: "универсальный” метод и метод 
преобразований. Теперь познакомимся еще с двумя широко известными 
методами, которые будут использованы при моделировании случайных 
величин, распределенных по общ ему бета-распределению и по общему 
гамма-распределению.

2.22. М е то д  ран дом и зац и и, называемый ч асто  ”методом суперпо
зиции", для моделирования случайных величин основан на следующем 
утверждении.

У тверж д ен и е  4 . Пусть условная плотность с.в. X  при условии У — 
у равна / ( х|у), причем с.в. У  имеет известную функцию распределения 
F y {y ). Тогда плотность распределения / х ( х )  с.в. X  имеет вид

I x {*1 =  J n * W F r ( , ? ) -  

ггност»

IV-

Доказательство. П о формуле полной вероятности можно записать

Е х(*> =  Р (Х  <  х ) =  M y P(-Y <  x\Y)  =  717 f{t\y)dt U /V (y )-

Дифференцируя левую  и правую части  етого равенства, получаем дока
зываемое утверждение.

Таким образом , если /х ( х )  представима в  виде (38), т о  с.в. X  можно 
моделировать в два этапа: генерируем значение у  с.в. У  в соответствии
с  распределением F y(y ), а  затем моделируем X  с  плотностью / ( х jy).

Заметим, ч то  если для функции распределения с.в. У  существует 
плотность /у  (у ), т о  (38) можно переписать так:

/х(х) = J  f{x\y')fy{y)dy,
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а если Y  принимает лишь целые значения » 6 ' / ,  т о

/ * ( * )  =  £ й Л ( * ) ,  (40)
.е /

где
Р, =  Р (У  .  , ) ,  д (« )  =  f ( x \y =  ,•).

2 .23. М е то д  и ск л ю ч ен и я . Рассмотрим сначала общ ую формули
ровку- метода исключения для моделирования случайных величин, основ
ная идея которого была предложена Лж.фон Нейманом. П усть д (х )  >  0, 
причем

G  =  J  g(x)dx  <  +ос.

Обозначим G  =  { (х ,у )  : 0 <  у  <  р (х )}.
Следующ ие два утверждения связань) с  разномерным "вы бором ” точ

ки в  области  G.
У тверж д ен и е  5. Пусть с.в. X  имеет плотность /(ж ) =  g(x)/G , а 

плотность распределения с.в. Y  при условии X  — х  равна

Ji{y\x) =  — г ,  0 < у < д ( х ) .
? {* )

Тогда плотность распределения вектора (X ,Y ) равно

/г ( ж ,у ) = = ,  (ж,и)€.<3.

Доказательство очевидно:

/ № № )  = д. (*.»)« °

У тверж д ен и е  б . Пусть плотность распределения вектора I X ,Y ) рав-

М х ,у )  -  L ,  ( i , ! / ) € G .

Тогда плотность распределения с.о. X  равна

f i x )  is g(x)/G. .

Доказательство.

Fx(£) =  Р ( *  <  г ) =  У ^ J  =  У  -  /  /(*)«**•

ч то  и требовал ось доказать.
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Очевидно» что доказанные утверждения справедливы и для многомер
ного случая.

П усть заданы функции д (х )  и д ,(х )  такие, ч то  91(2) >  д(х )  > 0  и

и пусть сущ ествует достаточно эффективный "прямой”  метод моделиро
вания для плотности Ji(x) =  g(x)/Gi-

Алгоритм моделирования по методу исключения для с.в. X ,  распре
деленной с  плотностью  /(ж ) =  g {x)/G , состои т  в следующ ем:.

1)  выбирается случайная точка (Х 0, У ), равномерно распределенная 
в области  =  { ( * , у ) : 0 <  у  <  s i (ж)};

2) если У  >  y(A'o), t o  выбранная точка исключается и? рассмотрения 
и процесс продолжается с 1), если же У  < д ( Х 0), т о  значение ЛГ» исполь
зуется в качестве очередного вы борочного значения с.в. X .

Описанный алгоритм, очевидно, реализует равномерную^ выборку в

возможных сп особов  обоснования метода исключения. Утверждение 5 
п о сущ еству описывает алгоритмы моделирования случайной точки не
посредственно в  области G.

Эффективность метода тем выше, чем больше вероятность "положи-

Нетрудно определить, ч то  вероятность к исключений и положитель
ного и схода в  (А; +  1)-ой пробе равна д(1 — 9)*, к =  0 ,1 ,... Следовательно, 
среднее время моделирования по м етоду исключения пропорционально

П оэтому функции» g i ( i )  надо подбирать так^ чтобы  площади Gj и G  раз
личались как можно меньше- Обычно в качестве у3 (ж) используют "подхо
дящие” ступенчатые или кусочно-линейные функции. Наиболее простым 
является вариант метода исключения, в котором  91 (ж) =  М  =  const. Э тот 
вариант можно использовать в том  случае, когда распределение сосре
доточено на конечном интервале (о,Ь) и  ?(ж) <  М . Соответствующий 
алгоритм состои т  в следующем:

1) Х 0 =  а +  U ,(b -  а ), У  =  £Л,М;
2) если У  >  9( ^ 0). то  выполняем 1) и т .д., иначе X  =  Х0.
Рассмотрим один прием рптиглизации метода исключения. П усть не

обходимо моделировать с.в. с  плотностью  /(ж ). Требуется  выбрать опти
мальную плотность величины Х о  в классе плотностей /»(ж ) =  /:(ж ,А ), где

области  G. П оэтом у утверждение 6 можно рассматривать как один из

«  =  1 +  Ё < ч ( 1 - я ) ‘ =  1 .
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А— параметр. Ири фиксированном значении А оптимальная плотность 
определяется соотношением

„  -Л 1 1

С оответстзую здее значение q таково:

9 i(* )  =  /1 (*» A) sup —— — >  /(х ) .
х /(Ж, А),

Следовательно, оптимальной является плотность Д (х , До), где А0— т 
чение параметра, при котором, достигается

> « / » ( * ,  А)'

2.24. О бщ ее бета-распределени е задается плотностью

где р  >  0, д  >  0. При р >  1, q >  1 график этой  плотности колоко
лообразен, а при р <  1, д <  1 он [/-образен. Своим названием бета- 
распределение обязано бета-ф

В (р ,д )=  ] - г (р)Г(д)

В  связи с этим  для него ч асто  использую т обозначение 8 {р ,д), где р >  0 и 
д >  0— параметры бета-распределения. С.в. X  с  В(р ,^-распределением 
имеет любые моменты Аг-того порядка (к >  0) и при этом

Г(р+<?)Г(р +  к)
'  Г(р)Г(р +  « + '* ) '

M X 1 = -  — - ,  D X  =
(Р +  9 ) (Р + 9  +  1 ) ’  (р + д )* (р  +  9 + 1)

Замечание 4- Из бета-распределения получается, в частности, равно
мерное распределение на [0,1} при р  =  д =  1, т.е. Я[о,|) =  В (  1,1).

С ущ ествует несколько методов моделирования бета-распределения. 
Сначала рассм отрим  моделирование бета-распределения методом исклю
чения, Нетрудно показать, ч то  для х  6  (0,1) и a,b  >  —1 выполняется 
неравенство

х “ (1 -  х )4 <  х а +  (1 -  л )4.



Считая в дальнейшем а =  р - l ,  b =  q ~  1, введем с.в. Х 0 с плотностью 
распределения

/„ ( * )  _  - J 5 -  . { * !- - »  +  (<1 _  * ) * - « } ,  *  €  (о, 1).
Р +  Я 1 '

Смоделировать эт у  величину можно методом рандомизации ("метод су
перпозиции"), т.к. плотность / 0(а) представима по формуле (40) в  виде:

/о (а )  =  p i / j  (* )' +  р2/ 2(а ) , у  <= (0, 1),

где
р, =  Р (У  =  1) =  И  =  Р (У  =  2) «

Р + 9  Р + 9

Л (* )  =  /о(*|У =  1) =  рхр~ \  /* (* )  =  М х \ у  =  2) =  9(1 -  а ) » -1.

При этом  условные функции распределения с.в. Хо  при возможных зна
чениях с.в. Y  , буд ут  следующими:

FiC*) =  Р ( * о  <  x\Y =  1) -  х г , а  € ( 0, 1),

F2(a ) =  Р(-Г0 < х\У =  2) =  (1 -  х )4, х  е  (0,1).

Итак, на первом этапе "м етода суперпозиции" моделируем У : если U < 
т о  У  = ,1 , а в  случае U >  -ф~ полагаем У  =  2. На втором этапе мо

делируем с.в. Х о с  распределением F j(a )  ж а*’ или F2(a) =  (1 — а)’ , а  € 
(0, 1), в  зависимости от  исхода первого этапа 3  обоих случаях можно 
использовать ” универсальн4лй” метод моделирования непрерывной, с.в.: 
если первый этап  приводит к распределению F; (x ), т о  моделируется зна
чение ао =  иУР, а  если к распределению F2(a ), т о  моделируется значение 
ао =  1 — «р » где и0— значение с.в. Uo с  распределением Що.х)-

Наконец, в соответствии с  методом исключения надо смоделировать 
с.в. 2 у,равномерно распределенную на отрезке [0, + ( 1  — ао)*-1 ] . Если 
для ее значений г имеем неравенство

т о  полученная точка ао исключается из рассмотрения и процесс повторя
ется  д о получения неравенства

г  <  ag- 1 (1 -  х0у ~ г,

при котором х0 . используется в качестве очередного значения с.в. X  с 
бета-распределевием В(р,д).

Приведем еще один "экзотический" алгоритм моделирования бета- 
распределения, предложенный австрийским математиком Йонком. Для



моделирования с.в. X  с  распределением В (р, д): 1) генерируются не
зависимые с .э . Uj и Ui с  равномерным распределением Л(0,Д); 2) если

2.25 . Г ам м а-расп редел ение. Рассмотренное выше распределение 
Эрланга, играющ ее важ ную самостоятельную роль в теории вероятно
стей  и ее приложениях, является частным случаем так называемого об 
щ его гамма-распределения Г(а, А) с  параметрами о >  О и А >  0. Гамма- 
распределение задается плотностью , которая равна нулю для х ’<  0, и

И з теории вероятностей известно, ч то  характеристическая функция 
с.в. X  с гамма-распределением Г(о , А) имеет Вид

Э та формула позволяет легко распространить'свойство воспроизводимо
сти  распределения Эрланга на произвольные гамма-распределения.

У твер ж д ен и е  7. Пусть с.в. X j  и Хц независимы и имеют гамма- 
распределения  r (e ,A j)  и Г(а,Л2), соответственно. Тогда с.в. У  =  Х\ +  
Х 3 имеет гамма-распределение Г(а, Ai +  А3).

Доказывается эт о  утверждение точно так же, как и Утверждение 1.
Теперь рассм отрим  моделирование галша-распределекия. Напомним, 

что ' в случае целого А >  1 мы получаем распределение Эрланга, модели
рование которого сводится на. основании Утверждения X к моделированию 
А независимых распределенных по показательному закону случайных ве
личин, Рассм отрим  теперь случай, когда "А =  т +  где т  =  0,1,2 ,....' 
П о правилу композиции с.в. У  с гамма-распределением Г (а ,т -| -1 )  можно 
представить в виде

(41)

где Г (А )— гамма-функция.
Л егко находятся моменты.с.в. с  гамма-распределением Г(о,А ):

M X *  =  а*(А +  *  -  1)(А +  к -  2)'...(А +  1)А, к >  0.

Для А =  1,2 имеем

M X  =  аА; M X 2 а2А(А +  1) D X  = 'А.

Для распределения Эрланга Г (о ,го ), в частности.

M X  =  та, D X  =

У  =  Х ,  + Х 3 +  ... +  X m +  Z,
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где Xh, к — независимы и имеют доказательное распределение
Е (а) =  Г (о , 1), a  Z — не зависит о т  Х ь, к =  1, . . . , т  и имеет распределение 
Г (о , 5 ). П о формуле (41) плотность распределения с.в. Z  будет иметь вид

Л егко убедиться, ч то  эт о  будет плотность квадрата гауссовой с.в. X  с 
параметрами (0, f ), т.е.- Z  =  X 1. Следовательно, У  можно представить в 
виде ^

У  =  —eln  j l  Uк +• X 2, (42)

где Ui,— с.в . из последовательности (4), а  X  распределено по нормальному 
закону /V(О, § ) .  Равенство (42) а дает алгоритм моделирования гамма- 
распределения Г {а ,т  +  j ) .

Для моделирования произвольного гамма-распределения воспользуем
ся методом, предложенным Йокком. И з правила композиции следует, что 
достаточно получить алгоритм моделирования для случая А <  1. Для про- 

. стоты  мы пока будем  предполагать, ч то  параметр а — 1. Итак, рассмотрим 
моделирование с.в. У> с  распределением Г(1 ,А ), А <  1. Известно, что 
г л-1 является преобразованием Лапласа функции у~АГ(1 — А), т.е.

**  ’ “ / *  ” г ( l - A ) *

П оэтому плотность распределения с.в. Ус можно записать в виде

/<»;М> =. "  г(Д)Ч1.-л)/(г+1)' “ " +иЙ т *

где с.в. Z  распределена с  плотностью

_  Г(А)Г(1 — А) 1 +  г "

Применяв метод "рандомизации” , с.в. Уо можно моделировать в  два эта 
па: 1) получаем значение Z  =  г; 2) моделируем величину У0 <
плотностью (z  +  1) ехр {—г(тг+ 1) }  по формуле

где U распределена по закону Я[о,з]-



Для моделирования с.в. 7, -сделаем замену 

7  +  Х

П олученная величина V, как легко проверить, имеет плотность

д"  ” > 0 ’

представляющ ую собой  плотность бета-распределения В(1 — А, А). Алго
ритм моделирования бета-распределенной с.в. приведен выше.. Выражая' 
Z  через V  и подставляя полученное значение в (43), получаем формулу 
для моделирования с.в. У0.'

У0 =  (У -1 )1 п £ /.  ' (44)

У читы вая связь с.в. У0 с распределением Г(1, А) со  случайной величиной 
У  с  распределением Г (а ,А ), о > 0

У  =  оУо,

мы получаем алгоритм моделирования гамма-распределения Г(а,А) для 
любы х а >  О и А <  1. '

Замечание 5. Сравнивая плотность (26) с  плотностью гамма-распре
деления Г (о,А ) (см. Замечание 2 ), видим, ч то с.в. х „ с п  степенями
свободы  имеет гамма-раснрелеление с  параметрами а  =  2 и  А =  я , т.е.
« X  1> « Г ( 2, ? ) .

2 ,26. Расп ределен ие П ар ето . Распределение с.в.

У  =  X ' 1 -  1, (45)

где с.в. X  имеет бета-распределение B (p ,q), называют распределением Па
рето (в  ч есть  известного экономиста П арето). Как и бета-распределение, 
распределение Парето определяется двумя параметрами р  >  0 и g >  0, и 
для него буд ет использоваться.обозначение Р {р , <?). П лотность распреде
ления Р (р , ? ) имеет вид

оо, (46)
, r w  г (Р) г ( , )  ( i + y ) ^ « :

и / у (у )  =  0 для у  <  0. Э то распределение обладает моментами ли ть  по-, 
рядков £ <  р. В частности, при р  >  1 буд ет существовать математическое 
ожидание, а при р >  2 и дисперсия с.в. У , причем

Распределение Парето использовалось довольно активно в  экономи
ческих расчетах. С читалось (несколько наивно с современной статисти
ческой точки зрения), что распределения дохода должны иметь плотность



с  "хвостом ” порядка А у- °.п р и  у  —* оо, а распределение Парето как раз 
удовлетворяет этом у требованию.

Алгоритм моделирования с.в. У с  распределением Р (р,д) явствует из 
формулы (45), в правую часть которой вм есто X  следует ставить смоде
лированные значения В(р, ̂ -распределенной с.».

Следующ ее распределение часто встречается в статистической ра
диотехнике.

2.27. Р асп ределен ие „а к  агами определяется плотностью

г >  О,

где т >  0 называется параметром формы, а  о  >  0-  параметром масштаба. 
Лля обозначения распределения Накагами с  параметрами т и о  будем ис
пользовать обозначение Ng(m ,i72). Вычисляя математическое ожидание и 
дисперсию с.в . У  с  распределением Ng(m,crа), получим 4

a  r (m  +  i )  ,  <тг r * ( r f t + i )
М Х  "  ^  Г ( т )  I 1 ~  “  т  : Г2( т )  '

Нетрудно проверить, ч то  с.о. У , распределенная по Закону N g(m ,oJ), 
может рассматриваться как результат преобразования с.в. X  с  гамма- 
распредеделением Г (1 ,т )  по формуле

У  =  оу/Х/тп.

Эта формула v дает алгоритм моделирования с.в. с законом Накагами.

2. М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  С Л У Ч А Й Н Ы Х  В Е К Т О Р О В

1. М одел и рован и е  вектора с незави си м ы м и  координатами

Для случайного вектора X  =  (X i , . . . ,X B), координаты которого X*, 
к =  1, 2,.. .,п  независимы в совокупности, функция распределения имеет 
вид

F x (*   ............. =  W
где F ),(xk)-  функция распределения с.в: X*. Естественно ожидать, что 
в этом случае мож но моделировать каждую величину X *  независимо от 
остальных. В соответствии с "универсальным” методом моделирования 
скалярной случайной величины будем иметь

Х * =  Е*-‘ ( ^ ) .  * = » 1 ....п . (2)

где Uк— независимые с.в, с  распределением Д(о,1), а "обратная” функция
F _ 1(u) к функции F (x )  понимается (см. гл.1) как

F -1 ( « )  =  sup{x : F{® ) <  и } . (3)
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В самом деле, так как с.в. Ut независимы, т о  и величины .ЧГ*, определенные 
формулами (2), независимы. П оэтом у их совместная функция распреде
ления (ф.р. вектора X )  равна произведению функций распределения с.в. 
Х к, к =  1 ,2 ,..., т»:

п *1  ........ * . < » , } - П  * < * * < * » )  =  П Ч ' * ) р № .  • . ) .

1 . 1. Р авком ерн ое  р аспред елен и е в  п -мерном  параллелепипеде
П  =  {а* <  s*  <  fc =  Случайный вектор X  с тож деств ляем со
случайной точкой Р  с декартовыми координатами X j , . . . ,X „ ,  попадание 
которой  в результате эксперимента в лю бую ' точку параллелепипеда П 
равновозможно. Тогда плотность распределения вероятностей вектора 
X  =  ( X j ,  имеет вид

f  'х  х  } = 1  С * 14311 (*>• -♦ *») 6  Е ,
’  * ^0 при (® j,...,x n) Е'.,

- ~ а

— объ ем  параллелепипеда П . И нтегрируя / х  ni 
ным в пределах от  —со д о + ос , легко получить, ’  
Х к вектора X  равна

Но' х к €  (о * ,6)к), 
**  i  (ак,Ьк).

.Следовательно, каждая из координат Xк равномерно р а д  
тервале (ak.bt), и координаты эти  независимы. Функция распределения 
координаты Х к буд ет равна

- о о  <  Хк <  ак,(  0 , - о о  <  Хк <  о.
) =  )  ак <  г *  <  6*.

Согласно (2) из.предыдущей формулы вытекают левые формулы для 
моделирования координат вектора X :

Хк  =  о* +  {Ь* -  <ik)Uk, к =  1,...,п .

1.2. Г ауссов  вектор  с н езави си м ы м и  координ атам и . Так как плот
н ость  / х ( * 1. —»*п) случайного в ек тор а Х  =  ( X j , . . . ,X „ )  выражается равев-
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т о  в случае независимых координат согласно ( 1) будем иметь равенство

/ х ( * 1, - ,* « . )  =  А  ( * > ) - / » ( * » ) .  ’  (5)

где /* (* * )  =  dFk{xk)/dxk- плотность распределения координаты X k век
тора  X . Предположив еще, ч то  все координаты вектора X  гауссовы:1 
Х к ~  Ar(rra*,<rJ), к =  1,..., п, получаем из {5 ) плотность

/*<*. » .)  = ------- Ц — (6)
(2л)п/* II  а  к '  2 *=i ** >

к-\ '
являющ уюся плотйостью  гауссова вектора с независимыми координата-

Для моделирования гауссова вектора с независимыми координатами 
достаточно смоделировать его независимые координаты, используя один 
из алгоритмов моделирования гауссовых случайных величин, описанных в 
предыдущей главе.

2. Универсальны й  м е т о д  м одел ирования 
непреры вны х случайн ы х я

Если X  =  (A’ i , ЛГ„)— непрерывный случайный вектор, т о  е го  плот
ность можно рредставить в виде произведения условных плотностей рас
пределения вероятностей этих величин:

В се условные плотности распределения в правой части  этого  равенства 
выражаются ч ерез совместную  плотность Приведем эти  вы
ражения:

/ i ( * i )  =  J  • J  / х ( * 1.* *  x n)dx3dx3...dxn,



/ „ ( * „ ! *  =  .  .____
h  { * J ) /*  (*21*1 ) —/■  -1 (*n- 11* 1. •• •, x n_2)

Введем условные функции распределения

=  J / * ( * 1* 1 * * _ i)dx.

Тогда буд ет справедливо следующ ее утверждение, которое мы приводим 
без доказательства.

" У твер ж д ен и е  1. Пусть независимые одинаково распре
деленные по закону Я(0,1) случайные величины. Тогда случайный вектор 
X  =  { X i , . . . ,X n), координаты которого получаются при последовательном 
решении уравнений

< W i )  =  Vx
J Рг {Х з \ Х ,)^ Щ  (?)

I Fn(X „\ X .,. ..,X n- l ) -  Un

имеет плотность распределения вероятностей / х ( * 1>—>*»)■
Замечание 1. Уравнения (7) имею т единственные решения, если эти  

решения находятся п о формулам (3).
П редставление плотности / х ( * 1» ■••>*») в форме,произведения услов

ных плотностей координат вектора X  возможно п! способами,. В частно-

/ х ( * 1.ага) ~  />(_Si)/a(*3l* i )  =  /* (* 2)/i(* i}* * )-  

Разным произведениям соответствую т разные порядки "разыгрывания” 
с.в. X ) . X j , Х п и, вообщ е говоря, разные уравнения (7). Приводимый 
ниже пример показывает, ч то иногда удачный вы бор порядка позволяет 
упростить эти  уравнения.

Бели X i ,..., Х п независимы, т о  в се  их условные распределения равны 
безусловным:

) — £*(**)» * = 1,2,
и п орядок разыгрывания величин не и грает роли. Уравнения (7) превра
щ аются в уравнения

Fk(X k) =  Ukt * ' «  1,2. ...,п

и приводят к решению (2).
Пример 1. Рассм отрим  случайную  точку (X , У ), которая принимает 

значения в треугольнике х  +  у  <  1, х  >  0, у  >  О с  плотностью  / ( я ,  у ) =  
бх.
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а) Выберем it качестве первой величины X . Тогда

/ х (х ) =  j f {x ,y )d y  =  J  6xdy =  &х{1 -  x )  ' при 0 <  х  <  1;

f r  'Mx) -  { ' 7 V  =  г ——  при 0 <  у <  1 -  х.
/х{Х ) 1 - х

С оответствующ ие эти м  плотностям функции распределения будут:

F x (x )  — За3 — 2яэ при 0 <  х  <  1,

^V(y|*) =  при 0 <  у  <  1 — х.1 — х
И з формул (7) получаем уравнения для последовательного моделирования 
X  и У:

ЗХ 3 -  2Х 3 =  Uu  У  = U*(l -  X ).

б ) Выберем теперь В качестве первой величины У. Тогда

/г (v) =  J  / ( * .  y)dx  =  3(1 -  у)? при 0 <  у  <  i ,

/ хЫ у) =  =  7~ t  “ Ри 0 <  х  <  1 — у.
/к (у )  1 -  У

С оответЛ вующ и г функции распределения' будут:

Fy (v)  =  1 -  (1 -  V)’  при 0 <  у  <  1,

Согласно (7), используя 1 — 17, вместо Ux, получим уравнения для последо
вательного моделирования У  и Х :-

O - r p - V u  Х ‘  =  и , ( 1 - г ) ‘ .

Сравним оба алгоритма для моделирования X  и У : в первом из них для 
нахождения X  необходимо решать кубические уравнения, в то  время как 
во втором можно использовать явные формулы

y  = i -  Vui, x  = VulVul.

Замечание 2. Ч асто  вм есто представления / ( х .у )  =  /i(x)/a (y|x) пи
шут аналогичное по форме представление У (± ,у ) =  F x (x )F y (у|х), которое 
на самом деле неверно. Так в рассмотренном примере в треугольнике 
F (x ,y )  =  Зх2у, а
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г ж о т ш  -  V—*’* г г Ш х ш  -  Ц-Цг%‘-1 -- 1 (1 -  у)*

И з утверждении X следует, ч то  моделирование случайного вектора 
может' бы ть сведено к последовательному моделированию его координат. 
Для эт о г о  достаточно применить ’’ универсальный”  метод, разрешая по
следовательно уравнения (7) и помня при этом , что при необходимости 
(Отсутствие единственного решения) следует пользоваться формулой (3). 
Таким образом , мы получаем метод моделирования непрерывного случай
ного вектора, который, как и а случае скалярной с.в., называют "универ
сальным" или стандартным. 1

П рактическое использование универсального метода моделирования 
случайного вектора часто связано с  весьма громоздкими вычислениями, 
и  в некоторы х случаях для моделирования с.в. Хц  с  условной плотностью 
/ * ( * ! * } , . целесообразно применить один из методов, приведенных 
в предыдущей главе.

В  предыдущей главе при рассмотрении моделирования гауссовы х с.в. 
бы ло доказано важное общ ее Утверждение 2. о взаимно однозначном диф
ференцируемом преобразовании случайных векторов. Такое преобразова
ние можно интерпретировать как переход'к новым координатам, а упомя
нутое Утверждение 2. дает правило преобразования плотности при пре
образовании координат. В о  многих случаях таким путем удается упро
стить формулы моделирования случайных векторов. .

3 .1 , Р авн ом ерн ое  распределени е в  ш аре х 3+ у Л-$-г'! <  fjj. О бозначим 
через X , У, Z  декартовы координаты точки Р . Их ■совместная плотность 
расарелеленйя в шаре постоянна:

Однако плотности распределения каждой из координат достаточно гро
моздки. П оэтом у перейдем к сферическим координатам:

В новых координатах шар переходит в параллелепипед 0 <  г  <  г0, 0 <
в < .х , Q <<р <  2тг. Так как якобиан преобразования будет

т о  в новых координатах плотность распределения Случайного вектора 
(Я ,0 ,Ф )  (или точки Р )  имеет вид

3 . М е то д  преобразован ий

а: =  р  sin в cos tp, у  =  psinffsin,^, г =  pcosO..

д (х ,у , г)/ д{р ,в ,р )  = р *  sintf.



и, следовательно, сферические координаты точки Р  независимы. Уравне
ния для их моделирования мож но записать так:

О тсю да (см. формулы (2 )) получаем формулы

Я  =  r0 <A h , cos©  =  2l/3 -  1. Ф =  2тгU3, (8)

по которым легко находятся и декартовы координаты точки Р:

X  -■ Ъ-а Ф К-/Ь \(\ -  Ua) cos(2TrC/j) ,

Y  =  2r0 W ,  sin(2jrt/s),

2  =  г0 ̂ /uj(2Ui ~  1).

3.2. В ы бор  сл уч а й н ого  направления в  простр ан стве . Говоря о 
"случайном” направлении подразумевают выбор случайного направления 
в условиях, кох*да все направления в трехмерном пространстве равчоеоз- 
мож ни. Направление условимся характеризовать единичным вектором 
X  =  ( X i ,X 7,X t ) ,  где Х\ +  Х\ ±  Х\ =  I.

Выбор случайного направления можно трактовать как равномерное 
распределение конйа единичного радиуса-вектора я а поверхности сферы 
единичного радиуса. Таким образом , нас интересует единичный вектор X  
такой, ч то для лю бого  телесного угла Л с  вершиной а  начале координат

Р (Х  е  С1) =
4я

где |П| обозначает вед «чеку телесного угла П. (Напомним, ч то  величина 
телесного угла определяется как отношение плопхади части сферы с цен
тром , совпадающим с вершиной телесного угла, вырезаемой образующей 
этого  телесного угла, к квадрату радиуса сферы).

Легко видеть, ч то  если Р -  случайная точка, равномерно распреде
ленная в шаре х3 +  у 3 +  х2 < г^, т о  направление ее радиуса-вектора обла
дает нужным нам свойством. Действительно, если П-j и П2— два равных 
по величине телесных угла, т о  объемы  соответствую щ их им шаровых сек
торов равны, и вероятности того, ч то  точка Р  попадет в каждый из них, 
одинаковы. П оэтом у из (8) получаем формулы для вы бора 'случайного" 
направления:

cos©  — 2IJ-, — I , Ф —

Используя формулы, связывающие декартовы координаты со сферическими, 
получаем алгоритм моделированчя вектора X  =  (Х \ ,Х ~ ,Х з) :

Х л =  2s/U\(\ -  С/Г) cos(2ir£/.,),



A'j =  2y/Ui(i -  Ui)sm(2nU3), X 3 =  2U, -  1.

4. М одел и рован и е  га уссова  вектора

Закон распределения гауссова (нормального ) случайного вектора 
X  — ( А Г д ,Х „ )  как известно, вполне определяется его вектором мате-' 
матических ожиданий m  =  ( m и корреляционной матрицей 
R  =|! R ij  ll" j—j> где R%j =  М((ЛГ,- — wij )(ЛГ/ — пг3)], Мы будем. предпола

г а т ь , ч то  распределение вектора X  является невырожденным. Э то значит, 
ч то  (let R  > 0 й плотность гауссова распределения имеет вид

/ х ( х ) = -------—  ̂ ТТ/j ехр { —г (И--1(х  — ио),(х — т ) ) } ,  (9)
(2x ) : / J(d e tR ) 7 2

где х  =  xn) €  R" ,  R - 1 — матрица, обратная к R , а символ ( .,.) , как
обы чно, обозначает скалярное произведение в эвклидовом пространстве 
R ": для любых а?, у  € Я"

< • ; » > - £ * « ■ • .

Хорош о известно, что вектор X  с  таким распределением можно по
лучить специальным линейным преобразованием вектора Y  =  (V j,..., У„) 
с независимыми координатами, одинаково распределенными по закону 
N (0 ,1). О бы чно предполагают, ч то  матрица А  преобразования

X  ~  A Y  + m  (10)

является треугольной, т.е. к-тая строка матрицы А  имеет вид

(в м ,...,’а ц , 0,. . . ,0), к =  1 п.

Коэффициенты а,-, легко определяю тся  рекуррентной процедурой. По
скольку Х 3 =  о ц У 5 +  tnj, т о  оц  =  у 'Л ц  == V D X i . Далее

X j  .= ал  Yi +  ОгззУз +  тпз

M [aji Уу(аз\У\ +  U33Y3)} — Rj3i 

М 'с ц  Yi -I- 033Y3] =  R33.

Следовательно,
— _  j n

S “ и  \/Лц

Г
„  -  -  5 ^ .



Общая рекуррентная формула такова:

1 < 3  <  »' <  п.

где пол!

Таким образом , моделирование произвольного невырожденного гауссо
ва. вектора X ' сводится в моделированию гауссова вектора Y  с независи
мыми координат^зми с  m  =  (О, ... ,0) u R  =|| i j ,  ||";= ! , где 6ц — символы 
Кронехера. Алгоритм моделирования вектора Y  указав в начале этой  гла-

5. М одел и рован и е  дискретны х сл уча й н ы х акторов

5.1. О бщ и й  п од х од . П усть X  =  ( X , ,• • • ,.ХЯ)  — дискретный случай
ный вектор с множеством возможных значений X  — i  £  / } ,  где

х<*> — (aj*\ • • • I — конечное или счетное множество целых индексов.

— закон распределения вероятностей случайного вектора X , при этом 
для всех i €  I  р< >  0 и  5.’ ic ,  =  I. Если U  -  с.в. с  равномерным 
распределением Rjo.i], то , очевидно,

О тсю да следует алгоритм моделирования вектора X  : если величина 
U принимает значение и :

то  вектор X  полагается равным • Отметим, ч то  по сути э т о т  ал
горитм ничем не отличается о т  "универсального метода”  моделирования 
дискретной скалярной с.в., описанного в  первой главе.

5.2. П оли ном и ал ьны й  случайны й вектор  связан с одноименной 
схемой независимых испытаний, являющейся обобщ ением схемы  Бернул
ли. Напомним, ч то  полиномиальная схема испытаний представляет собой 
последовательность независимых испытаний, каждое из которых может 
иметь один из п  исходов А} ,: ,А „ ,  наступающих в  каждом испытании
с вероятностями р* •-= Р (А ,) , г ~  1 ,п. Пусть N — число испытаний по по
линомиальной схемке. Введем случайный вектор X  s  ( X i , - - - , X K), fc-тая



координата Хи которого означает число'наступлений события Ак в N  
испытаниях. Э тот  вектор и называют полиномиальным случайным векто
ром Очевидно, ч то  координаты вектора X  -  неотрицательные целые 
числа, связанные между собой  равенством: Х\ +  •••■¥ Х я =  N. М но
ж ество значений эт о г о  вектора конечно, а сами значения —  п-мерные 
векторы вида хи/  =  («!-■ • • ,Лг„) с  целыми координатами, для которых 
Q < kr~< N , 5T"=ij kr — N. Из теории вероятностей известен закон рас
пределения вероятностей полиномиального вектора:

» Г » р { х - » « } - „ ( * ,  W - t . i . T / i r f 1 •••<•.. < i i )

где индекс i однозначно определён вектором Для моделиро
вания полиномиального вектора можно применить описанный выше общий 
подход. Однако, целесообразнее использовать "струк туру" полиномиаль
ного вектора, вытекающую из свой ства "воспроизводимости", согласно 
котором у он представим в виде суммы

X  =  Х (1> +  • • ■ +  Х (Л,), (12)

в которой  слагаемое Х {г> порождается г-тым испытанием. При этом  
векторы Х <г\ г  1,п  независимы и одинаково распределены. По- 
Ътому достаточно рассматривать Х ( ! ) . М ножество возможных значений 
вектора X /1* исчерпывается совокупностью п векторов вида х ^  =  
(О, •-■ , 0, 1, 0, ■ ■ - , 0), у  которых в’се  координаты, кроме i-той, равны 0 а 
«-тая равна 1. Распределение вероятностей вектора Х (1) задается фор
мулой (11) при N  =  1 :

р 1 =  р { х ()) =  х (1)}  =  р { х (1) =  ( О , - - , 0, 1,0, - , 0) }  = p i i  * =  I7n.

Таким образом , для моделирования полиномиального вектора X  доста
точно смоделировать N  независимых одинаково распределенных слага
емых XSr) в правой части ( 12). Лля моделирования самих слагаемых 
Х (г* используется изложенный в  предыдущем пункте "общ ий подход".

3 . М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  С Л У Ч А Й Н Ы Х  П Р О Ц Е С С О В

1. О бщ и е зам ечания

М оделирование случайного процесса (с,п.) {Х а> t €  Т }  означает по
строения алгоритма, позволяющего получать его реализации { x t, t  6  Т } . 
В связи с  приближенными вычислениями по методу М онте-Карло на Э В М  
м огут бы ть использованы лишь реализации с.п. для некоторой последо-. 
вательности значений аргумента, например, €  Т.
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Бели случайный процесс изучаетсяГврамк&х определения "в  широком 
смысле” , т о  э то  предполагает возможность задания-его конечномерных 
распределений: для лю бого п  >  1, любых €  Т  известна функция
распределёния ..».(*!>••-.*») вектора значений процесса (X t l ,.. .,X ,„ ). 
Задача формирования реализаций с.и, в атом случае ничем не отличается 
от задачи получения возмож ная значений п-мерного случайного вектора, 
рассмотренной в главе 2.

С ледует отметить два препятствия на пути осущ ествления намеченно
го  выше подхода :< моделированию с.п. Первое состои т  в том, ч то далеко 
не всегда бы ваю т заданы любые конечномерные распределения с'.а. Вто
рое — в  том, ч то даже если любые конечномерные распределения заданы, 
для больших п ф<>рмироэани^р^д^ациЙ елулайног^ вектора становит- 
ся Г^йо'зЙ1Й»4̂ т% удО бвЫ м  Для испЬяьаОва&ия'на электронных ш^ровЫх 
вычислительных машинах.

Э ти  обстоите чьства заставляют использовать для моделирования ли
б о  специфические свойства Процессов, относящихся к тем  или иным клас
сам случайных процессов, либо возможность представлений данного про
цесса через более простые случайные элементы.

2. К вазислучайны е п роц ессы

Случайный процесс { X t, (  6  Т }  называется квазислучайным (иногда 
кваэчдетерминир званным), если он представляется совокупностью  функ
ций времени заданного вида: X , =  S(t, Y ) ,  где Y  =  (У ) Ут)~  векторный
случайный параметр с  множеством возможных значений У  С Rm ■ Каждой 
точке у  € У  сооте етствует одна реализация с.п.: ,

д, =  5(4; у ) ,  < е Т .  ( 1)

Простейшим примером квазислучайного процесса является гармониче
ский процесс со  случайными амплитудой а ,  ч астотой  со ш фазой у?:

Х% =  S(t;a,u>,ip) =  о. cos (or < +  ip ),. t >  0, (2)

причем векторный парамеур Y  =  ( о ,w ,у?) принимает значения в обла
сти  У  трехмерного эвклидова пространства, определяемой неравенства
ми: а  >  0,w >  0, \<р\ <  ж. Очевидно, ч то  процесс (2), как процесс в ши
роком смысле,, задан, если задано распределение вероятностей вектора
(а,ш,<р). При этом  реализация гармонического процесса становится впол
не определенной в соответствии с формулой (2)  для всех ( >  0, как толь
ко случайный вектор Y  принимает одно из своих возможных значений, 
например, у  =  (a o^ o .V ’o)- Таким образом, для моделирования гармони
ческого процесса достаточно уметь моделировать случайный векторный 
параметр Y  =  (a  to,<p).

В общ ем случае моделирование квазислучайного процесса сводится к 
моделированию определяющего его случайного вектора Y .  Получив од
ним из описанных в предыдущей главе м етодов значение этого  вектора 
У — ( i f i ,V m )>  по формуле (1) будем иметь реализацию квазислучайного 
процесса.
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2.1. К олебател ьны е проц ессы  со  сл уча й н ы м и  парам етрам и . Во 
многих вопросах с.п. аппроксимируются суммой гармонических процес
сов с  заданными ч астотам и и случайными амплитудами и фазами. Иными 
словами, рассм атриваю тся процессы вида

X ,  =  о*  cos(wi +  ^ t ) ,  i  €  ( - 00, оо), (3)

где заданные'числа, а  величины а к и у?* случайны. 1 'ебретико-вероят
ностная струк тура  этого  процесса (как-процесса в широком смысле) пол
ностью  определяется совместным распределением случайных величин 
о* . V i - к =  1,2, ...,то. П роцесс (3) представляет собой  сумму то гармони
ческих колебаний с  амплитудами |a*j и частотами к =  1, ...,то, обр а 
зующ ими в совокупности спектр частот.

И ногда целесообразно рассм атривать комплексноз дачные с.п. коле
бательного характера

Zi =  $ 2  i  €  ( - с о ,  00), (4)

где комплексные амплитуды 7* являются случайными величинами:

7t =  a i  +  г/?*, ,

где aic.fii,, k  =  1 , ... ,то— вещественный случайные величины. Ясно', ч то 
процесс Z, можно "расщ епить" на вещественную и  мнимую части, которые 
представляют собой  колебательные процессы вила (3).

Таким образом , колебательные процессы вида (3) или (4) предста
вляют собой  квазиСлучайные процессы, вполне определяемые 2тп-мерным 
случайным параметром. Их моделирование, как отмечено выше, сводится  
к моделированию случайного вектора (о-j, ...,ip,a) в случае веще
ственного процесса (3) и вектора (а а, ... ,а т,0 3 ,.. . ,0т) в случае комплекс
ного процесса (4).

Напомним, ч то  колебательный процесс (4) является стационарным в 
широком смы сле, если случайные ам плитуда.7*, к — 1, т  обладаю т 
моментами до второго порядка включительно, причем М у* =  0 , M 7*7j  =
О для всех k , j  — 1 к ф j .

2.2 . Л и ней ная м одел ь квази случа й н ого  п р оц есс*. Еще один при
мер квазисяу чайного процесса даёт так называемая линейная модель

X , =  S ( ! ;Y )  С £  у ,  * ,(< ), t e T .  (5)

где Y  =  (Y ,,...,Y m) -  векторный случайный параметр, линейно входящий 
в правую  ч асть  (5). =  1.- заданные функции. В ряде случа
ев изучаемый с.п. целесообразно аппроксимировать линейной моделью
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(5). Линейная модель может представлять собой  частную  сумму ряда в 
разложении некоторого случайного процесса

Для .моделирования процесса (5) достаточно смоделировать случай
ный векторный параметр Y .

3 . П рибл иж ен ное м одел ирование случа й н ого  процесса

3.1. Т еорети чески е  основания. Как отмечено в  конце предыдущего 
параграфа, во многих случаях представляет интерес аппроксимация дан
ного случайного процесса X t линейной моделью (5), т.е. конечной суммой:

* . » £ > » ! « < ) .  (6)

Случайные коэффициенты К* в (6) будем называть координатами случай
ного процесса X ,, В ы бор  координат и системы детерминированных функ
ций { ’/’ *(*)} неоднозначен и  зависит о т  условий задачи, для решения кото
рой используется аппроксимация (6). В месте с тем известен достаточно 
общ ий подход к такому вы бору, оснрванный яа теореме разложения с.к. 
непрерывного случайного процесса в  ряд с о  случайными ортогональными 
коэффициентами.

Теорем а  1. С.к. непрерывный вещественный гильбертов с.п. X , , t £ 
(а,6], с  M X i =  0  и корреляционной функцией R (t,a ) разлагается в ряд

у м е -  т

сходящийся в среднем квадратическом при каждом t 6  [с ,Ь). В этом раз
ложении  {yiiJJLj— ортогональная последовательность с .в ., определяемых 
равенствами

Ук — f Х , ф М ,  к  = 1 , 2 . . . .  (8)

с  M Y* =  0, MY*Y, =  0 при к ф  j  и М Yg =  DY* «  А*; А* >  0, 0*(t) -  
соответственно собственные числа «  собственные функции интегрального 
уравнения Фредголъма 2-го рода с ядром R {t,s ) :

Ari»(*> =  [  R (t, в)ф(.а}ёэ. (9)

Доказательство этой  теоремы можно найти в  [2]. Формула (? )  часто 
называется разложением Карунепа-Лоэва.

Замечание 1. Если Х }~  гауссов процесс с  МАГ* == 0, т о  коэффициенты 
У* ряда (7) являются независимыми гауссовыми величинами и ряд (7) 
сходится почти наверное при каждом £.
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Замечание 2. В случае гауссова процесса случайные коэффициен
ты в разложении (7) можно выбирать так, чтобы  они были независимыми 
стандартными гауссовы ми случайными величинами. Для этого  новые ко
эффициенты ft* следует положить равными У*/у(л*, и тогда разложение 
процесса X , в  ряд буд ет иметь вид

X* =  Х )в*7>*(*), (10)

где Pk(t) =  а  '{ о * } * ! ) — последовательность независимых
одинаково распределенных по закону /7 (0 ,1 ) случайных величин. По
следнее обстоятельство, очевидно, существенно упрощ ает моделирование 
коэффициентов разложения, а следовательно, и самого процесса.

Для приближенного моделирования произвольного процесса по форму
ле (6) д остаточно смоделировать п-мервый вектор случайных коэффици
ентов (Y j, ...,УП) , координаты которого определены формулами (8). 'И с
пользование формул (8) предполагает, ч то уже найдены собственные фун
кции интегрального- уравнения (9), хотя при решении этого  уравнения 
можно столкнуться с  серьезными трудностями. Н о даже если все соб 
ственные функции уравнения (9) найдены; известны все конечномерные 
распределения процесса, но они не гауссовы , найти распределение даже 
отдельных' коэффициентов У* из формулы (8), вообщ е говоря, непросто. 
Тем более трудной представляется задача нахождения совместного рас
пределения п коэффициентов для д остаточно больших п. Э ти  обстоятель
ства и являются существенным препятствием к использованию формулы
(6) для моделирования с.п. X t . Если всё же предположить, ч то мы имеем 
совместное распределение коэффициентов У ), ... ,уп для л ю бого п  и , следо
вательно, в принципе можем смоделировать вектор коэффициентов, то  э то  
означает лишь, ч то  мы моделируем аппроксимирующ ую частную  сумму 
ряда, в который разлагается процесс X ,.  При этом  сама аппроксимация 
процесса X t n-й частной суммой ряда (7) вносит сре.хнюю квадратиче
скую  погреш ность величины

г ; .= m ix ,  -  £ > h m o i " »  « 1 ,0  -  < и )

3.2. П ри бл и ж ен н ое  м одел и рова н и е аи н ерозского  п роц есса . Рас
смотрим винеровский процесс tu, на отрезке [0,1). Лля пего и>0 =  0,
Миг, =  0 и R (t,s )  =  Собственные числа и собственные функции
ядра Я(г, я) легко находятся (см ., например, [2j):

А * = [ т г ( * + ^ ) ]  , ф*(«) =  V^sinC* +  |)тт4, Л =  0 ,1 , .......

Так как винеровский процесс является гауссовы м, то , учитывая замечание 
2, для него запишем разложение в ряд:

” ■ =  <12)
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где {а * , к ss 0, 1, . . . }— последовательность независимых гауссбвых величин 
с  параметрами (0 ,1 ). При фиксированном t э т о т  ряд сходится с вероят
ностью  1.

Для приближенного моделирования вине.ровского процесса при допу
стимой (заданной) с.к. погрешности е  >  0 следует модедировэЛь п-ю  част
н ую  сумму ряда ( 12), выбирая п  из условия

H k  т  | )2

При выбранном п  остается Смоделировать п  1 независимых гауссовых 
величин e o ,« i,.... ,Q n и подставить их в n-ю  частную  сум м у ряда (12). Та
ким образом, будем иметь приближенное равенство

/~ТГ-' sin( к +  |}тгг
(14)

с.к. погрешность которого не п ревосходит заданного е.
Замечание S. М ожно получить (см . [2]) несколько иное разложение 

w ,,t  б  [0, 1] в  ряд:

и/, -  iaa +  ' / J  - - -

где {о * , к =  0 , 1, . . . }— снова последовательность независимых гауссовых 
с.в. с параметрами (0,1). В этом  случае при допустимой с.к. погрешности 
аппроксимации £ следует выбирать п из условия

4. П р оц ессы  с незави си м ы м и  значениями

Л ю бы е конечномерные распределения процесса {Л"(, i -б Т } ,  с  яезави- 
симыми значениями выражаются через семейство одномерных распреде
лений формулой

Ffx - tn (*1 *п) == П  Fu (x k),

где Fi(x) =  P {X i  <  г } ,  t б  Т. Таюгм образом , семейство одномерных рас
пределений {Fi(x), t еТ) такого процесса вполне задает его как процесс в 
ш ироком смысле. Моделирование любого набора сечений X ,t ,.... Х (|1 этого 
процесса, соответствующих моментам времени t-,,.. .. 1„ б  Т, сводится к



5. П р оц ессы  с незави си м ы м и  приращ ениями

Из -определения процесса с  независимыми приращениями вытекает
(см  [2)), ч то  любы е его конечномерные распределения Ftl...in( x i  х п)
вполне определяю тся семейством двумерных распределений {Fu (x,y)',
I, a е  Т f. Э т о  семейство, таким образом, задает процесс с  независимыми 
приращениями { X t ,  ! € Т }  как процесс в широком смысле. Следователь
но, если для процессе с независимыми приращениями известно семейство 
двумерных распределений, то для его моделирования м ож но использовать 
общий подход, изложенный выше (см . 3.1. )'.

Для двух, наиболее простых и, в т о  же время, наиболее важных пред
ставителей рассм атриваемого класса с.п., а именно, вннеровского и пуас- 
соНовского, можно указать простые алгоритмы моделирования.

5.1. В и н еровск я й  проц есс. Рассм отрим  винеровский процесс {«;*,
t >  0} ,  которы й, по определению, является процессом с независимыми 
гауссовыми приращениями; £(tc, — u>„) — N {0, o 2(t — s)) для любых 0 <  
s  <  t, Для моделирования этого процесса на отрезке (0, Г) делят этот  
отрезок  па п  равных частей  точками 0 ~  to <  t\ <•■■.< ta — Т. Значения 
•процесса iut в  эти х  точках получаю т последовательно по формулам

ы<( =  wi;_ : +  сг % /т /п  и,-, i =  1.......  (18)

где , i ~  1 , независимые стандартные гауссовы  с.в. Для построе
ния приближенной траектории вине ров с  кого процесса следует соединить 
отрезками прямых соседние полученные но формулам (18) точки траекто-

Заметим, ч то  выше (см . 3.2.) рассматривался другой  сп особ  {прибли
женного) моделирования винерозского процесса.

5 .2. О д н ор од н ы й  н уассоновски й  пр оц есс . Этот.процесс, часто на
зываемый также простейшим потоком событий, является процессом с  не
зависимыми приращениями {'.г,, t >  0 } , начинающимся ИЗ нуля и име
ющим пуассояовские приращения: f-(Ft — яЛ) — П(А(< — а)) для любых 
0  <  в <  %■ П араметр А >  0 процесса называется интенсивностью пото
ка событий. Я сно, ч то  э т о т  ароцесс принимает целые неотрицательные 
значения для каждого t >  0. М ожно показать, ч т о  значения процесса 
я, возрастаю т в  случайные моменты времени Т\ <  т* <  • • • <  тц <  • ■ • 
единичными скачками, а  в промежутках между соседними скачками о ста 
ю тся  неизменными. При этом  промежутки между соседними скачками 
являются независимыми, одинаково распределенными йо показательному 
закону с  параметром А случайными величинами. О тсю да, естественно, 
получается алгоритм моделирования однородного пуассоновского процес
са на промежутке [0 , X] : достаточно смоделировать моменты скачков по 
формулам

П  =  T*„i +  0к, к — 1, 2,.. ., (199

моделированию независимые скалярных с.в. X tk с  функциями распределе
ния Fu (x k), к =  1,...,п .
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I l l  <*»
Процедура моделирования заканчивается, как только впервые тк превы
сит Т . Смоделированная реализация будет кусочно-постоянной функцией, 
возрастающей единичными скачками в моменты тк 6  Т.

5.S. Н еоднородны й  пуассоновски й  проц есс. Так называют про
цесс с  независимыми приращениями X t, t  >  0, начинающийся из нуля, 
приращения которого X , — X ,  для любых 0 <  а <  f имею т пуассоновское 
распределение с параметром

Л(а,*) =  J  А(и)«й<, (21)

где полож ительна ограниченная функция А({), t >  0 называется мгновен
ной интенсивностью (в момент t). пуассоновского потока событий. Можно 
показать, ч то, как и в однородном случае, значения п роцесса Л-! возраста
ю т  единичными скачками в  случайные моменты времени Т\ - <  г* <  • • • <  
Tfc <  , а в промежутках между соседними скачками остаю тся  постоян
ными. При этом  промежуток вк+ j — т*+1 — т*, jfc =  0 ,1 ,..., то =  0 имеет 
закон распределения, зависящий от  тк :

Fk+) ( « )  =  1 -  ехр.{ -  J  А(т* +  u )du }, 0 < х  .< оо . (22)

Как следует, из (22), для того , чтобы  промежутки между соседними скач
ками были с вероятностью  1 конечными, необходимо, чтобы  мгновенная 
интенсивность A lt) удовлетворяла условию

. J  \{t)dt =  оо. (23)

Для моделирования неоднородного процесса Пуассоц,а с интенсивностью 
A(t) не пролеж у токе [О, Г), очевидно, достаточно смоделировать моменты 
скачков по формулам (19), где величины вк теперь следует моделировать 
последовательно в соответствии с функцией распределения (22). Проце
дура моделирования останавливается, как только впервые тк превзойдет 
величину X.

Величины 0к+1 с распределением (22) можно моделировать с помощью 
"универсального метода”  (см . гл. 1). При этом  значение 0*+ i получается 
как решение уравнения

где r0 =  0, вк,к  ~ 1, 2,. . .— независимые с.в. с функцией распределения

J  X(rk +  u)du =  -  InUk, где C(Vk)  -  Я р ,ц



в. М арковские проц ессы

6 .1, О бщ и е м арковские п роц ессы . Рассм отрим  случайный процесс 
\{Xi, t £  Г }  со  значениями в  измеримом "ф азовом " пространстве (Е ,£ ) . 
Е го называют марковским, если при лю бом  фиксированном X , — х  значе
ния процесса X t, t >  s  не зависят от  -Уи, и <  а. У словную вероятность 
события { X 1 € А С Е }  при условии X ,  — х  называют переходной 
функцией (вероятностью ) марховСкого процесса и обозначаю т Р ( з ,х , t. А). 
Переходная функция для любых а <  u t удовлетворяет уравнению

P (s ,x ,t ,A )  =  J  P (u ,y ,t ,A )P (a ,x ,u ,d y ) ,  (24)

называемому уравнением Чепмена-Колмогорова. Оно выражает важное 
свой ство м арковского процесса —  отсутствие последействия: если извест
но состояние системы  в некоторый момент времени ts , т о  вероятности 
перехода из эт о г о  состояния не зависят о т  движения системы в  моменты 
времени, предшествующие и. Если сущ ествует минимальный элемент to 
множества Т  , т о  вероятности Рц(А) — Р{-Х(0 €  А ) для всех А  € £ 
образую т так называемое начальное распределение процесса { X t , t  €  Г } .  
Н ачальное распределение и переходная функция марковского процесса 
вполне определяю т его как процесс в  широком смысле. Э то значит, что 
при заданных начальном распределении и  переходной функции марков
ского процесса, как отмечено в  начале этой  главы, есть  принципиальная 
возм ож ность его моделирования. .

Если сущ ествует неотрицательная функция p (s ,x , t .y )  такая, что.

P (a ,x ,t ,A )  =  J  p (a ,x ,t,y )d y

д ля всея  з ,х ,А  - а < t, т о  ее называют переходной плотностью марков
ского процесса. Марковский процесс называется однородным, если его 
переходная вероятность зависит не 4т двух временны* аргументов а я t, 
а  только о т  их разности  i — а :

P (a ,x ,t ,A ) =  P ( t ~  а, х , А ). (25)

М ы рассм отрим  датее моделирование некоторых подклассов марков
ских процессов.

6 .2 . Ц еп и  М аркова . М арковский процесс { X , ,  t  € Г } ,  у  кото
рого  дискретно как временное множество Т, так и фазовое простран
с тв о  Е , назы вают цепью Маркова. В этом  случае без потери общ но
сти  можно считать, ч то  Г  =  {0 ,1 ,2 ...}  и Е  ~  {0 ,1 ,2 ,:..} . Переходную 
функцию ври  этом  достаточно определить для одноточечных множеств 
А* — {Jt}, к =  0 ,1 ,.... и целесообразно использовать обозначение

P (m ,i ,n ,k )  =  P it(m ,n). (26)



Определенная таким образом  величина р;*(тп,п) называется переходной 
вероятностью цепи М аркова и представляет собой  условную вероятность 
оказаться в к-том  состоянии на n-м  шаге при условии, ч то  на m-том шаге 
( т < п )  она находилась в  состоянии *. Уравнение Чепмена-Колмогорова 
для переходной вероятности будет иметь вид

P.fc(m.n) =  J !  p i,(m ,r)p /fc(r ,n ) (27)

для любых m <  г  <  п  и i, к 6  Е . Если наряду с  переходной вероятностью 
(26) задано также начальное распределение

я*. =  Р {Л :0 =  к ), к =  0 .1 ...... (28)

т о  будут определены и  конечномерные распределения цепи Маркова: для 
любых п шагов с номерами, ги, <  т 2 <  •■■ <  тп и любых состоявий 
»'г €  Е , г  =  1,п  имеем

Р{ДГт , =  » ,, Х та =  i 3 =  in }  =

=  5 Z ’rjP i‘ i (0>Tni)Pi1<,(I7, i - m* ) . - P i ^ i i , ( m» - ) . " » ),). (29)

Моделирование значений X mi , X mi , Х тп цепи Маркова сводится, таким 
образом , к моделированию случайного вектора с заданным законом рас
пределения вероятностей: «Этедует .сначала смоделировать с.в. Х т1 в со
ответствии с  безусловным распределением

Рк -  Р { ^ т ,  -  *> =  5Z ^Pj*(0,T*Ji), , -t -  0 ,1 ,..., (30)

а последующ ие 'значения Х Пг, I <  г <  п, цепи — в соответствии с  пере
ходными .(условными) вероятностями Pir_ ,i / (n v _ j,m ,.).

М оделирование цепи Маркова в частных случаях м ож ет упрощаться. 
Так для конечной цепи Маркова, у  которой Е  — {0 , суммы в пра
вых частях формул (27) и  (30) буд ут  конечными. Соответственно, более 
простой будет и процедура моделирования, поскольку будут конечными 
как совокупности вероятностей начальных состояний, так и совокупности 
переходных вероятностей. •' -

Д ругое упрощение следует из однородности цепи Маркова, ч то  вы
ражается равенством рц(пи,т  +  г») =  р,-*(п) для любы х m >  С, n  >  1. 
Пользуясь уравнением Чепмеяа-Колмогорова, легко показать, ч то  пере
ходные вероятности однородной кепи Маркова за п т а г о в  вполне опре
деляются ее переходными вероятностями рц,{ 1) =  р,-*, г,k  G Е  за  один 
шаг. Если =|j рцс jj — матрица переходных вероятностей за п  шагов, 
а Р  =|| рц, !i — матрица переходных вероятностей за  один шаг, т о  легко
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убедиться, ч то  P tn  ̂ =  Р " ,  где в  правой части  стои т п-я степень матри
цы Р  Э т о  значит, ч то  однородная цепь М аркова как процесс в, широ
ком смы сле вполне задается начальным распределением и переходными 
вероятностями за  один шаг. О тсю да  вытекает' алгоритм моделирования 
последовательных значений цепи М аркова: Х о, Х д, Х г ,.... Для получения 
значения с.в-. Х 0 моделируем дискретное распределение {я>,А: =  0 ,1 ,...} . 
П усть получено-значение г<>. Т огда значение с .в . X , моделируем в  соот
ветствии с-распределением  =  0 ,1 ,. ..} . Э тот  процесс продолжается
до получения реализации цепи М аркова нужной "длины” .

Разумеется, моделирование будет етце проще, когда однородная цепь 
М аркова является конечной.

в.З. М арковски е  п р оц ессы  с  непреры вны м  врем енем  и  д и скрет
ны м  фазовы м  простран ством . Рассм отрим  марковский процесс 
{X » , t £  Т }  , у  которого пространство состояний Е  {0 ,1 , . . . }— конечно 
или счетно, а  Т  ж [0, ос ). Предположим, ч то  он однороден во  времени и 
обозначим его  переходную вероятность

P (3 ,i,a  +  t , * ) = Pj*(t) (31)

для любы х i, к €  Е  и я >  0, t  >  0. Будем также предполагать, ч то с  ве
роятностью  1 реализации рассматриваемого процесса непрерывны
справа в  каждой точке t >  0. Состояние i  будем  называть поглощаю
щим, если Pa(t) — 1 для всех, t  >  0. Остальные состояния будем называть 
непоглощающими. П усть т  — момент первого выхода из начального со
стояния.

У твер ж д ен и е  1. Если начальное состояние Х о — г является непогло
щающим, г — момент выхода из начального состояния, то при некотором 
А; >  О

P ({ r  >  t }  =  exp {-A s * } , (32)

где Р ; обозначает условную вероятность при условии Хо =  »; при этом 
величины т в  Х т независимы.

Доказательство этого  утверждения можно найти в [7].
Замечание 1. Лля поглощающих состояний j  будем считать А ,■ =  0.

Так как в этом  случае для лю бого  t P,{r >  t } .=  1, т о  формула (32)
остается  справедливой.

Обозначим
P i { X r =  Я  -  рц  (33)

и  рассм отрим  величины: момент выхода из начального состояния,
X j =  Х п , та-  время, которое процесс пробудет в состоянии X j ,  в3 =  
г , +  г2, X » =  X t i ,... Если X „ _ , t Tn_ s, в„ -1  определены, то  тя-  время, 
которое процесс находится в  состоянии X „~ j с  момента 0„ _ i  до выхода 
из этого  состояния, вк =  6п-1 +  Х п =  Х ,п.

У тверж д ен и е 2. Величины X 0,X Sl... образуют однородную цепь Мар
кова, для которой вероятности перехода за один шаг р у  — ptj даются 
равенством  (33) ;  условное распределение 11,...,тя при условии, что зада
ны Х 0, . . . ,Х а, совпадает с распределением  п независимых показательно- 
распределенных с.в, с  параметрами А*„,...,А
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Утверждение 2 позволяет описать поведение рассматриваемых мар
ковских процессов. Имеется цепь М аркова Х п,п  =  0,1,... ,ноэывасамая 
влож енной  цепью Маркова, с вероятностями перехода за один шаг Pij. По
следовательные состояния Х п этой  цепи определяют последовательные 
состояния процесса с  непрерывным временем. Время пребывания процес
са  X t в состоянии Х п является показательцо-распределенкой величиной 
(при условии, ч то задано Х „  — х п )  .с параметром А*, и не зависит от 
времени пребывания в предыдущих состояниях. Таким образом, зная вло
женную цепь М аркова, можно построить процесс Маркова с  непрерывным 
временем д о момента

П роцесс называется регулярным, если для всех i S Е  

P i{0  -  + 00} =  1.

Таким образом , моделирование однородного марковского процесса с  не
прерывным временем и дискретным фазовым пространством сводится к 
моделированию вложенной однородной цепи М аркова, рассмотренному в 
предыдущем пункте настоящего параграфа, и моделированию последова
тельности независимых показательно-распределенных с.в.

6.4. д и ф ф узи он н ы е м арковские проц ессы . Так' называется класс 
непрерывных марковских процессов, которые м огут служить математи
ческой  моделью  .явления диффузии — перемещения частицы под воздей
ствием молекул среды, находящихся в хаотическом тепловом движении. 
Формально диффузионный марковский процесс можно определить через 
еГо переходную функцию. Пуст», Е — конечномерное эвклидово простран
ство  — фазовое пространство процесса X {А<, t >  0 } ; Р (з , х , I, А )— его 
переходная функция. Прежде всего будем предполагать, ч то  процесс X  
с  вероятностью  1 имеет реализации без разрывов второго рода. Теперь 
сформулируем условия диффузнонности: для х  & Е , t >  0, е >  0

1) lim j ;P ( t ,x ,t  +  ft, V .(*)) =  0, 
где V ,(x )~  шар радиуса е;

2) lim  /  (у  -  x )P ( t ,x ,t  +  h ,dy) =  a (t.x ),

где a (t,x j -  измеримая функция на (0,оо) х  Е  со  значениями в Е;

3) для всех z € Е  ■

l i m i  J  { i/ -x , x ) 2P ( t ,x , t  +  h,dy) =  (B (t ,» ) * ,* ) ,

где (•,-)~ скалярное произведение в Е , S { t , x ) -  измеримая симметрич
ная Неотрицательно определенная матричная функция на [0,оо) х  Е , дей
ствующ ая из Е в Ё. Функции а (г ,г ) и B (t ,x ) называются диффузионными 
коэффициентами процесса: «(< ,* )— вектором (коэффициентом) переноса, 
B (t ,x )— оператором ( коэффициентом) диффузии.
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Условие I )  вместе с  отсутствием  разрывов 2 -го рода является услови-’  
ем непрерывности процесса. У словие 2) указывает на наличие движения 
среды, в которой находится частица: частица из точки х  в момент t за вре
мя h в среднем  смеш ается на a (t,x )h .  У словие 3) показывает, ч то матри
ца B (t. х )  характеризует величину среднего квадратического отклонения 
частицы от  ее положения х  в  момент t. Если среда изотропна (ее свой
ства одинаковы по всем направлениям), т о  B (t ,x ) =  b2( t , x ) j , где &*((,*)—
числовая функция, называемая коэффициентом диффузии, I — единичная 
матрица.

Далее для простоты  будем  рассматривать процессы  в одномерном 
фазовом пространстве Е  =  R* , Ш ирокий класс диффузионных процес
сов с  непрерывными коэффициентами обр азую т ’решения стохастических 
дпффсренц иалъных уравнен ий

d X , я  a (t,X ,)d t  +  b(t,X ,)dw ,, (34)

чили, в интегральной форме,

Х , =  Х 0 +  J  a (a ,X ,)da  +  J  b(a ,X ,)dw .. (35)

Второй интеграл в правой части  последнего уравнения, называемый сто
хастическим интегралом а о  винеровсому процессу {te<, t >  0}  просто 
определяется в  случае непрерывной зависимости подынтегрального про
цесса о т  s. П усть непрерывный с вероятностью  1 случайный процесс 
{У(, t >  0 }  согласован с виверовским процессом в следующем смысле : 
приращения ui, — ш, при i  >  а не зависят от  совокупности случайных 
величин Уа. и>„, и <  s. Т огд а  сущ ествует предел в смысле сходимости по 
вероятности интегральных сумм

5 3  У*»-1(« '» . ~  О =  з0 <  ... <  an ~  t

при max (л* — * * - i )  —• 0, который называется стохастическим интегра

лом и обозначается символом

J  Y.dw,.

Решением уравнения (35) с  непрерывными по совокупности перемен
ных коэффициентами « ( « ,» )  и  b (t,x )  называется согласованный с вине- 
ровским процессом процесс { X t , t >  0}  с  непрерывными траекториями, 
такой, ч то  равенство (35) справедливо для всех t >  0  с  вероятностью  1.

П одробнее о  стохастических интегралах и стохастических дифферен
циальных уравнениях см. |2).
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Решения стохастических дифференциальных уравнений моделируются 
путем перехода к разностной схеме. Так, если процесс {X . ,  t >  0} опре
деляется уравнением (34), то  простейш ая разностная схема имеет вид

Х п  -  Х и . ,  =  * , ._ . ) (< *  -  <*_,)+

+b{tk- i , X t h_  i)(w<* — u>n.i),

где к =  1, 2,.. . 0 =  «о < tj < ... <  ib-\ <  t k <  ....
Замечание 2. Попытки формального применения метода Рулге-Кутт» 

с  целью повышения точности моделирования решения стохастического 
дифференциального уравнения оказываются несостоятельными, посколь
ку винеровский процесс не обладает никакими производными,

7. С тационарны е проц ессы

7.1. О бщ и й  п од х од  к  м одел ж роиэяш о стац ионарны х проц ессов. 
Мы рассматриваем здесь хомплекснозначиые процессы X  =  {X , ,  t  S Г } ,  у 
которых параметрическое множество Т  либо совокупность целых чисел 
{О, ± ’1, ± 2,.. .}  (случай дискретного времени),, либо множество всех дей
ствительных чисел (—со, оо) (случай  непрерывного времени). Если у про
цесса X  имеются моментяые функции д о  второго порядка включительно, 
причем среднее значение МАГ* 5 г» =  const, а корреляционная функция

'  R (t ,s )= = M (X ,-m )(X 7 ~ -n 7 )= = -n (t^ s ) ,  (3fi)

т о  X  называется стационарным в широком смысле. Употребляемый в 
дальнейшем без оговорок термин ’’ стационарный” подразумевает стацио
нарность в широком смысле.

В рамках теории гильбертовых случайных процессов освобными ха
рактеристиками стационарного процесса являются момеитные функции 
первого и второго порядков, а именно среднее значение M Y . =  ти и кор
реляционная функция R (t) — М (Х , -  т )(Х ,+Т ~ тп.) процесса. Для про
стоты  (и  без потери общ ности) в дальнейшем считаем, ч то  m =. 0 . Цен
тральным результатом теории стационарных процессов является теорема 
А.Я.Хинчина о  спектральном представлении процесса и его корреляцион
ной функции.-

Т еорем а  2 . Каждый стационарный процесс X  допускает спектр алЬг 
мое представление

х ,  =  j  e iu*az„, t e r  (37)

в виде стохастического интеграла по комплекснозначному процессу с ор
тогональными приращениями Z . При атом корреляционная функция П{т) 
процесса X  допускает представление

Л(г) =  f e iwTdF(uj), т е Г  (38)
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в виде интеграла Стилътъеса по неубывающей непрерывной слева функции 
ограниченной вариации F(u>). Интегрирование в (37) и (38) производится 
в пределах — п <  из <  гг в случае дискретного времени t, и э  пределах —со <  
; « < с о — в случае непрерывного t.

Замечание S. Функция F(ta) в представлении (38) называется спек
тральной функцией процесса X .  Она однозначно может бы ть восстано
влена п о  корреляционной функции ft(т ). О собенно просто эт о  делает
ся в случае, когда F{ui) абсолю тно непрерывна. Тогда ее производная 
/('•'■О =  dF(u/)/cL,j называется спектральной плотностью процесса. В этом 
случае "формулы обращения" имею т вид

f M = i ~  £  . 6 [ - w l  (39)

в  с лучае дискретного времени и

/ 0*0 =  J  е~'ТЫЯ(т)дт, ш 6  ( - о о ,о о )  (40)

в случае непрерывного времени.
Замечание 3. Спектральная функция F(u>) стационарного процесса X  

служ ит структурной  функцией процесса с  ортогональными приращениями 
Z , участвую щ его в  представлении (37) процесса X  :

Г (ы а) -  F M  =  M|ZW,  -  Z^  \2 (41)

для лю бы х точек u>j <  спектра процесса X .
Спектральное представление (37) стасионарного^роцесса через про

цесс более простой  структуры  (процесс с  ортогональными приращениями) 
можно положить в основу приближенного моделирования процесса X . Для 
этого  разобьем  интервал, в котором 0 <  F(u>) <  F (+ c o ) , на интервалы Д*
и возьмём в Д* произвольную точку и>ь- Тогда, если Fk~  приращение
F (u )  на интервале Д*, т о  можно записать:

F(w ) «  ] Г  Fk

и, следовательно
X , га £  eiiut ? k, (42)

где {Z * }  — ортогональные приращения процесса Z  на интервалах {Д * }. 
Таким образом , формула (42) указывает алгоритм моделирования значе
ний процесса  X . Для р аботы  этого  алгоритма необходимо уметь модели
ровать п роцесс с  ортогональными приращениями Z  с о  структурной функ
цией F(u>). М оделирование приращений Z k в  формуле (42) возможно, в 
частности, когда Z  является центрированным процессом с  независимыми 
приращениями с заданным семейством двумерных распределений.
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Изложенный выше общий подход к моделированию стационарных 
процессов далеко не всегда удается реализовать на практике. П оэтому 
ниже мы рассмотрим частные случаи стационарных процессов, для ко
торых задача моделирования решается в  силу специфической структуры 
этих процессов.

7.2. М одели рован ие процесса, с  д робно-рац иональной  спектраль
ной  п л отн остью . Будем рассм атривать одномерный стационарный гаус
сов процесс Xt с  непрерывным временем, обладающий спектральной 
плотностью вида

' м - г - Ш Г -

где Р (г)  й Q {z) — многочлены от  г  с действительными коэффициентами^

ПО = Ё  ‘ —и*. « О  = Ё  «• *  ц

причем m <  ге и нули Q (z)  лежат в  левой полуплоскости. Представле
ние /{и») в виде (43) означает, ч то  процесс Xt можно получить в виде 
линейной комбинации процесса У, и т — 1 его производных:

где У< является решением линейного стохастического дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами

dy 4 » - «  +  [а, у / " - »  +  . . .  вк-цУ,' +  впУ,] <ft =  dwt , ■ (45)

где w ,,t  >  0— винеровский процесс. Если ввести вектор (столбец) V , — 
(У«,У,\ • • • У /"  5*), т о  уравнение (45) запишется в векторной форме

d V , -  X V td t +  d W t,

Заметив', ч то стационарное решение уравнения (45) имеет спектральную 
плотность

Если вектор V< будет найден, то  значение процесса X , находится по фор
муле (44) как линейная комбинация компонент вектора V ,.
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Ниже излагается метод моделирования процесса X t, предложенный 
Франклккым. Согласно уравнению (46), если Известно значение процес
са  в момент «, то  значение через промежуток времени Дг определяется 
следующим образом:

v , « ,  «  « * "  V , +  г (( ) , (48)

где r (t )— гауссов случайный вектор,

г (Z) =  J  е<А‘ Г'>А cfW1+>.

Э тот вектор некоррелироаан со  случайным векторЬм

V , =  j  ем ,~т) dwT.

Ч тобы  смоделировать r(i), нужно яайти его корреляционную матрицу

R r «  M (r r T) =  j  е 'А С е 'АТ ds,

где X  — звак транспонирования, а

^0 0

с =  I о о
'0  о

Можно показать, ч то R r удовлетворяет соотношению

еАД1с ( е АЛ‘ ) Т -  С  =  A R r +  R rA T,

откуда можно найти симметрическую матрицу R r. Следовательно, можем 
[смоделировать гауссов вектор r (t)  и получить очередное значение V l+A1, 
а с  ним, по (44), и значение процесса X .

Ч тобы  смоделировать начальное значение процесса V 0, д остаточно ' 
знать корреляционную матрицу в нуле:

K (0 ,0 ) =  M (V ,V T).

Можно показать, ч то компоненты этой  матрицы находятся по формуле

{0, если * +  j  нечетно,
( — Ai +i / 2, в противном случае.



где к: можно определить из соотношений

С-1)* /L. =
»/a«j<(»+о/*

 | 0  при I =г 0, ...,п  — 2,
\ 1/2 при J  =  п  — 1,

и ао =  1. П осле нахождения матрицы К (0,0 ), гауссов вектор V 0 может 
бы ть смоделирован, как описано в гл.П, и по формуле (44) получается 
Х'о- П оследующие значения процесса V ,,  а следовательно, и процесса X t, 
буд ут  п олучаться по формулам (48)"и (44) соответственно.

7.3. С лучай н ы е п ослед овательн ости  А Р С С . П ростота структу
ры случайных последовательностей авторегрессии и скользящего средне
го (А Р С С ) и возможность использования их для аппроксимации широко
го  класса случайных последовательностей определяют как практический, 
так и теоретический интерес к ним. М оделирование эти х  последователь
ностей позволяет решать самые разнообразные прикладные задачи,’ свя
занные с изучением реальных процессов а науке и технике. Случайная 
последовательность (с.п.) А Р С С  с  р  вещественными Параметрами ав
торегрессии  /Зр и g  вещественными параметрами скользящего
среднего qo — l .O ) , —, ач описывается уравнением

X ,  =  +  (4*)

где Z  =  [Z t, t =* 0,± 1 ,4 :2 ,. ..}  — последовательность некоррелирован
ных, одинаково распределенных с.в , с  М Zt =  О D Z t ~  о\. П оследова
тельность Z  ч асто  называют входной последовательностью или шумом. 
В  дальнейшем с.п., задаваемую уравнением (49), будем  обозначать АР- 
C C (p,q). С ущ ествует обширная литература по теории с.п. А Р С С . Не
обходимые для целей данного пособия факты теории процессов А РС С  
можно найти в [9]. В частности, известно, ч то  с.п, A P C C (p ,q ) будет ста
ционарной при условии, ч то  все корни характеристического уравнения

г*”

лежат внутри единичного круга |z| <  1. У словие стационарности в  даль
нейшем предполагается выполненным.

Умножая (49) на X <_* и переходя к математическим ожиданиям, 
получаем я »

"  Е  о , а д *  - г Н  5 D «• •*»*;*  -  о ,  («о )

где R x z W  — M Z tX , - t .  Так как X f-k  зависит только о т  членов вход
ной последовательности до момента t -  к, т о  очевидно, ч то  R x z {k )  —
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О при 4 >  О и R x z (k )  ф О для к <  6 . Значения R x z W ,  к -  
0 , - 1 , — 2,... находятся последовательно следующ им образом. Умножим 
на Zx обе части  равенства (49) и  перейдем к математическим ожидани
ям в полученном равенстве. В результате получаем R x z ( 0) — о\- Затем 
обе части (49) умножим на Z j_ i. и перейдем к математическим ожидани
ям. Получим R x z ( - l )  =  (с** +  Pi)<r%. Продолжая этот  процесс, найдем 
необходимое число корреляционных моментов Я * д (4 ), 4 <  О.

Из (50) следует, ч то

В Д Ч “ 5 > / В Д * “ Л  ли* *  >  «  +  I- (51)

Для решения разностных уравнений (51) (для больших 4). в качестве на
чальных необходимы р значений, например, R x(< ]),R x(q— 1) Л х (я ~ Р +
1). Дисперсию =  Я д (0 ) с.п. A P C C (p ,q ) вместе с  Д д (1),... , Д *(р ) полу
чим, рёшая систему уравнений, получающ ихся из (50) при 4 =  0 ,1 ,2 ,...,р. 
Спектральная плотность с.п. A P C C (p .q ) имеет вид

\ £ .a r e ~ irulB igr\2

Л г (» )  =  £  - r - = V  —  > w е  I- ' - . * ! 1 (52i>

При -моделиуозакаи- с.й. APCC(p.q) предполагаются известными (за
данными) векторы параметров а  и (3, а также предполагается извест
ным распределение величин Zu входной последовательности Z . Кроме 
того, величины входного случайного шума Z* обычно считаются незави
симыми, а. не только некоррелированными.

Д ля того , чтобы  с  помощью уравнения (49) можно бы ло сразу начать 
моделирование стационарной последовательности, необходимы предвари
тельные данные. Действительно, если на первом шаге (г — 1) мы хотим 
получить значение Х%, являющееся элементом стационарной последова
тельности X , мы должны в формулу (49) подставить q-r 1 значений входной 
последовательности: Z~4+ i : ..., Z0, Zt и  р  предшествующих X i  значений 
выгодней последовательности: Х - р+\ ,..'.,Х -1~,Хо. Следовательно, для на
чала п роцесса моделирования аос яедоаательвости X  нужно смоделиро
вать случайный вектор

U  =  ( Z - ,+ i  Z u X - p+t ......X о). (53)

Э то  практически невозможно, если "ш ум”  Z  является негауссовым,, по
скольку невозможно найти распределение вектора U.

Моделирование с.п. A P C C faq) в случае гауссова шума начинается с 
моделирования вектора (53). Поскольку на уравнение (49) можно смо
треть как на линейное преобразование "ш ума" Z' в выходной процесс X ,  то  
в  случае гауссова шума, как известно, линейное преобразование не вы
водит за пределы о гауссовой  системы. Таким образом , вектор U  будет



гауссовым с нулевым средним и корреляционной матрицей R e ,  имеющей 
вид

_ (  R Z R * , \
и \птХ2 r * ) :

где R z ~  корреляционная матрица вектора^®"” , =  (2 _ , +1, ..., Z\)— э  го диа
гональ над матрица, у  которой диагональные элементы одинаковы и  равны 
o*z , R *  — корреляционная матрица вектора Х р =  (X _p + i, Х 0), элемен
ты которой  находятся из уравнений (50) и (51), а  матрица R х-г размерно
сти  (9 +  1) х р  имеет своими элементами корреляционные моменты R x z (k )  
между координатами векторов Z ,+1 и Х р. Алгоритм вычисления корреля
ционных моментов Rx'z(k )  описан выше. Итак, корреляционную матрицу 
R y  можно считать известной. И спользуя алгоритм моделирования гаус
совского вектора (см ., гл. II), смоделируем вектор U . П одставляя его в 
уравнение (49) при (t =  1), найдем значение X j .  Н а следующ ем шаге моде
лируется только очередное значение шума затем в  правую часть (49) 
при (t гв 2) подставляется вектор

U , = ( £ _ , + , ................................  Х 0, Х г),  .

и в результате имеем значение X i  выходной последовательности- Про
цесс продолжается д о  получения ’’отрезка”  стационарной с.п. A P C C (p ,q ) 
заданной длины.

Моделирование с.п. АРСС(р,ц) в случае негауссова шума осложняется, 
как отмечено выше, невозможностью смоделировать "начальный”  вектор 
(53) так, чтобы  входящий в него вектор .Х у являлся "предшествующим 
отрезком” стационарной последовательности X . В этой  ситуации посту
пают следующим образом. М оделируют независимые значения "шума” 
Z _ ?+], Z0, Z) в  соответствии с  заданным распределением, а а качестве 
вектора X *  "прошлых значений” с.п. X  бер ут  произвольный фиксиро
ванный (например, нулевой) вектор. 'Полученный таким образом  вектор 
U  =  (Z ,+I ,Х Р) подставляется в правую часть (49), чем "запускается” про
цесс моделирования с.п. X . Однако моделируемая таким образом  После
довательность не будет стационарной. В т о  же время из теории процессов 
А Р С С  известно, ч то  если коэффициента! авторегрессии удовлетворяют 
условию стационарности, то  при любых начальных условиях Х р по про
ш ествии д остаточно большого времени выходная последовательность X  
становится достаточно близкой к стационарной. Таюйи образом , если мо
делируемая последовательность будет в дальнейшем использоваться как 
стационарная, т о  э т у  стационарность следует предварительно проверить, 
используя какой-либо статистический критерий стационарности. Один 
из таких критериев описывается в [9]. Если гипотеза стационарности при 
заданном уровне значимости отвергается, .то моделирование следует про
должить д о тех пор, пока "отрезок” требуем ой длины последовательности 
X  не будет в согласии с гипотезой стационарности.
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