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Г Л Н ; В Н ;  1 

Неподвижные точки и 
геометрия решений 

Задание 1. Найти решение для линейной системы 

X = Ах, (1.1) 

где А - квадратная матрица размером пхп с постоянными коэффициентами, 
X вектор-функция размера п. 

Определить неподвижные точки и изучить геометрию решений и под
пространств. 

1.1 Теоретическая справка 

Рассмотрим линейную систему (1.1). Ее решение имеет вид 

ф1{хо) = x{xo,t) = е^*хо, (1.2) 

где е'̂ ^-матрица размером п х п, Хо - значение вектор-функции х в начальный 
момент времени t = 0. 

Для нахождения матрицы необходимо предварительно определить соб
ственные значения Xi (г = 1..п) и соответствующие собственные вектора if 
матрицы А. Собственные значения определяются из уравнения 

det{A-XE) = 0, (1.3) 

где _Б-единичная матрица. Соответственно собственные вектора находятся из 
матричного уравнения 

{ A - X i E y  = 0. (1.4) 

В случае, если корень Xi является кратным, то необходимо найти соответству
ющее значение ирисоединенных векторов. Сделать это можно воспользовав
шись уравнением 

{A -X iE y+^= v \  (1.5) 
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где искомый присоединенный вектор для собственного либо ирисоединен-
ного вектора if, соответствующего собственному значению Л̂. 

Матрица ищется как 

= X{t)X-\0), (1.6) 

где X{t) = - матрица фундаментальных решений, её столбцами 
являются решения x^{t), которые находятся как 

x\t) = (1.7) 

для вещественных Л̂. Либо как 

x^{t) = e"*{v^cosl3t — v*sini3t), , . 
= e"*{v^cosi3t + v^sinfit) 

для нары комплексных собственных значений + г(3, Ai+i = Ui — г(3. 

1.2 Необходимые Maple команды 

Для решения задач воспользуемся математическим пакетом Maple. Для 
работы с матрицами используем библиотеку linalg. Перечислим некоторые ко
манды [1] 

augment(Mi,..., Мп) -объединяет матрицы Mi (г > 2) по горизонтали; 

charpoly(M, Л) - строит характеристический полином для матрицы М с пе
ременной Л (левая часть уравнения (1.3)); 

eigenvals(M) - возвращает собственные значения матрицы М; 

eigenvects(yl) - возвращает список, каждый элемент которого в свою очередь 
является списком из трех элементов: собственного значения, его кратно
сти и соответствующего собственного вектора; 

geneqns(M,V) - генерирует из матрицы М систему алгебраических уравне
ний с неременными, неречисленными в V; 

inverse(M) - возвращает обратную матрицу для М; 

matrix(m, п,/ist) - команда задает матрицу размером п х т. Список list со
держит записаные через запятую элементы матрицы. Перечисление эле
ментов осуществляется строка за строкой; 

mulcol(M, ж) - умножает j-ьш столбец матныцы М на скаляр ж; 

multiply(Mi, Мг) - перемножает матрицы Mi и Мг. 
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transpoce(M) - возвращает транспонированную матрицу для М; 

Помимо библиотеки linalg, воспользуемся также следующими командами: 

a.mmate{PCom, Parg,t = a..b,ptions) - команда создает анимированный ро
лик. В качестве базовой команды рисования используется PC от, ее па
раметры передаются в виде списка Рагд. При смене кадров параметр t 
постепенно увеличивается. При этом его нужно задействовать в Рагд, 
чтобы смена кадра влияла на отображаемую картину. Число кадров 
можно задать в options с помощью параметра frames. 

convert {list, matrix) - преобразовывает список list в матрицу; 

dsol-ve{{syseq,cond}, {varlist},ra.nge= to-.tk, numeric) - выполняет интегри
рование системы syseq с начальным условиями cond на интервале вре
мени от to до tfc. При этом искомые функции перечисляются в varlist] 

'D'E,p\ot^d{eq,vars,trange,inits,options) - команда из пакета DEtools, кото
рая выводит несколько решений системы дифференциальных уравне
ний eq с неизвестными функциями vars. Интервал времени на котором 
ищется решение задается trangle. Синеок inits содержет в себе один или 
несколько списков, задающих начальные условия. В option задаются до
полнительные параметры и настройкм; 

plot{[x{t),y(t),t = to-.tk], view = [Xmin--Xmax,ymin--ymax]) - СТрОИТ ГрафиК па-
раметрически заданной функции, где параметр t меняется от to до tk. 
Значения Xmin, Хтах,Утт,Утах задают отображаемый на графике диа
пазон; 

PLOT(sl , s2,..., option) - строит графические структуры, содержащие ряд объ
ектов Si, параметр option — общие для структуры параметры. В качестве 
Si могут выступать: 

POINTS(pi ,Р2, •••Рп) — построение точек, заданных координатами pf, 

CURVES ([pi , Р2, •••Рп\) — ностроение кривой по точкам с координатами 
Pi] 

ТЕХТ(р, str) - печать строки str в точке с координатами р. 

odep\ot{RES,[x{t),y{t)'\,t = to..tk,view = [хгп1п-Хшах,Уш1п--Ушах?\) - команда 
библиотеки plots, которая служит для отображения результатов инте
грирования. RES - результат выполнения команды dsolve, x{t),y{t) -
функции из списка varlist команды dsolve, для которых требуется по
строить график; 

phaseportrait(e(j', vars, trange, inits, options) - команда из пакета DEtools ри
сует решение системы дифференциальных уравнений eq с неизвестными 
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функциями vars. Интервал времени на котором ищется решение зада
ется trangle. Синеок inits содержет в себе один или несколько списков, 
задающих начальные условия. В option задаются дополнительные пара
метры п настройкм. В частности, здесь можно задать диапазон коорди
нат, выводимый на графпх; 

solve{eq, var) - решение системы уравнений eq относительно неизвестных иаг] 

subs(fari = voli,var2 = V0I2, •••, eq) - заменяет в выражении eq подстроки vavi 
па voli. 

1.3 Пример решения 

Решить задачу для матрицы коэффициентов А и начальных условий хо 

' - 2  1 3 " ' - 2  " 

А = 0 - 2  0 Хо = 1 

1 0 0 2 

Решать задачу будем в Maple. 

> restart: 

# Подключаем пакеты linalg и plots 

> with(linalg): 

> with(plots): 

# Задаем исходную матрицу коэффициентов 

> A:=matrix(3,3,[-2,1,3,0,-2,0,1,0,0]); 

' - 2  1 3 

А := 0 - 2  0 

1 0 0 

# Выводим характеристический полином 

> charpoly(А,lambda); 

+ 4Л̂  + Л - 6 

# Выводим собственные значения 

> eigenvals(A); 

1,-3,-2 

# Запишем в переменную RES список, содержащий собственное 

# значение, кратность и собственный вектор. 

> SV:=eigenvects(A): 
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:= [-2,1, {[-2, -3,1]}], [1,1, {[1, 0,1]}], [-3,1, {[-3, 0,1]}] 

# Из переменной SV достаем координаты собственного вектора 

# и преобразуем их с помощью команды convert в матрицу. 

# SV[1,3] - элемент двумерного списка, содержащегося в переменной 

# RES, находящийся в первой группе на третьем месте, 

# то есть {[-2, -3, 1]}. Это множество, содержащее в себе список 

# с координатами. Множество в Maple обозначается фигурньми 

# скобками, а список - квадратньми. Требуемый нам список с 

# координатами собственного вектора является первьм и единственньм 

# элементом множества. Чтобы его "достать", используем конструкцию 

# SV[1,3] [1] . 

> vl :=convert(SV[l,3] [1] ,matrix); 

> v2:=convert(SV[2,3] [1],matrix); 

> v3:=convert(SV[3,3] [1],matrix); 

1 
vl : = v2 := 

- 3  
0 
1 

vl : = 
- 2  

- 3  
1 

# Поскольку комплексных корней нет, воспользуемся формулой (1.7) 

# Умножим первый (и единственный) столбец матриц vl, v2, v3 

# на экспоненту. SV[i,l] - i-e собственное значение. 

> х1:=mulcol(vl,1,exp(SV[l,1]*t)); 

> x2:=mulcol(v2,1,exp(SV[2,1]*t)); 

> x3:=mulcol(v3,1,exp(SV[3,1]*t)); 

xl := 
e 

0 x2 := 
-3e 

0 
e-3t 

-3t 1 

xl := 

_ 2 e - 2 t  

-3e-2* 

e - 2 t  

# Зададим функцию X(x). Ниже использована довольно сложная 

# конструкция. Мы соединяем в одну матрицу х1,х2,хЗ, которые 

# в своих координатах содержат параметр t и затем заменяем 

# этот параметр с помощью подстановки subs на переменную х, 

# которая является аргументом функции X. Отметим, что 

# конструкция # X:=(t)->augment(xl,x2,x3) будет работать 

# неправильно, поскольку augment(xl,х2,хЗ) не содержит 

# явно t (параметр t скрыт внутри х1,х2,хЗ) и Maple просто 

# его не видит. 

> X:=(x)->(subs(t=x,augment(xl,x2,x3))): 

# Вычисляем матрицу по формуле (1.6) 

> ETA:=multiply(X(t),inverse(X(0))): 

# Зададим начальные условия 

> ХО:=matrix([[-2],[1], [2]]): 

# Найдем по формуле (1.2) решение для начальных условий ХО 

> SOL:=multiply(ETA,XO); 
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г _15p-3t I 13 t I 2 -2t -| 
4 c- -Г ^2^ ^ 3^ 

SOL := e-2* 
5 -3t I 13 „t _ 1 „-2t 
4^ '^12^ 3^ 

# Конечное время. 

> tk:=10: 

# В переменную picl запишем график z(x) на интервале 

# времени от О до tk. Толщну линии установим в 3 точки. 

> picl:=plot([SOL[1,1],S0L[3,1],t=0..tk], 

view=[-5..5,-5..5],thickness=4,linestyle=dashdot): 

# Чтобы удостовериться в правильности найденного решения 

# проинтегрируем систему (1.1) численно. Для этого 

# сформируем матрицу В, содержащую правые части 

# уравнения (1.1). 

> B:=multiply(A,matrix([[x(t)], [y(t)], [z(t)]])); 

# В переменную eq запишем (1.1) в алгебраическом виде. 

> eq:=diff(x(t),t)=B[1,1], 

diff(y(t),t)=B[2,l], 

diff(z(t),t)=B[3,l]; 

eQ ••= ^x{t) = -2x{t) + y{t) + 3z(t), = -2y{t), ^z{t) = x{t) 

# Численно проинтегрируем систему и запишем результат 

# в переменную RES. 

> RES:=dsolve({eq, х(0)=Х0[1,1],у(0)=Х0[2,1],z(0)=X0[3,l]} 

{x(t),y(t),z(t)},range=0..tk,numeric); 

# В переменную pic2 запишем график z(x), полученный 

# в результате интегрирования системы eq. 

> pic2:=odeplot(RES , [x(t),z(t)], t=0..tk, 

view= [-5..5,-5..5], color=black, thickness=l); 

# Покажем на одном рисунке графики pic2 и picl (рис.1.1). 

> display (pic2,picl); 

Определим неподвижные точки системы (1.1) для этого решим систему 

Ах = 0. (1.9) 

# Составим систему (1.9). Запишем в переменную eq2 уравнения. 

# В качестве переменных используем xO,yO,zO. 

> eq2:=geneqns(A,[xO,yO,zO]); 

eq2 := {xO = 0, —2y0 = 0, —2x0 + yO + 3z0 = 0} 

# Решим eq2 относительно [xO,yO,zO]. 

> solve(eq2,[xO,yO,zO]); 
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Рис. 1.1. Сравнение аналитического и численного решения 

[[жО = 0,у0 = О, zO = 0]] 

# Построим фазовую траекторию в окрестности неподвижной точки 

> t0:=-10:tk:=10: у00:=0: 

> phaseportraitC[eq], [x(t),y(t),z(t)],t=tO..tk, 

[[x(0)=0.2,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=2,y(0)=0,z(0)=0], 

[x(0)=4,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=4,y(0)=0,z(0)=2], 

[x(0)=-0.2,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=-2,y(0)=0,z(0)=0] , 

[x(0)=-4,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=-4,y(0)=0,z(0)=-2], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=0.2], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=2], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=4], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-0.2], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-2], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-4]] , 

stepsize=.05, scene=[x(t),z(t)], method=classical[foreuler] , 

view=[-5..5,-5..5], thickness=l, linecolor=black); 

Чтобы лучше понять геометрию решений, создадим анимационный ролик, 
на котором покажем движение изображающих точек на плоскости x,z. 

> plots[animate](DEtools[phaseportrait], 

[[eq], [x(t),y(t),z(t)],t=-1.6..tt, 

[ 
[x(0)=0.2,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=2,y(0)=0,z(0)=0], 
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Рис. 1.2. Фазовые траектории в окрестности неподвижных точек 

[x(0)=4,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=4,y(0)=0,z(0)=2], 

[x(0)=-0.2,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=-2,y(0)=0,z(0)=0], 

[x(0)=-4,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=-4,y(0)=0,z(0)=-2], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=0.2], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=2], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=4], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-0.2], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-2], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-3], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=3], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-l], 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=l], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-4]], 

stepsize=.05, scene=[x(t),z(t)], method=classical[foreuler], 

view=[-5..5,-5..5], thickness=l, linecolor=black], 

tt=-1.5..3, frames=25); 

# Подключаем пакет DEtools. 

> with(DEtools): 

# С помощью DEplotSd создаем пространственный график, на 

# котором изобразим результат решения системы уравнений eq 

# с начальными условиями, перечисленньми в списке.. 

> pic3:=DEplot3d({eq},{y(t),x(t),z(t)},t=-5..5, [ 

[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=0.1], [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=-0.1], 

[x(0)=0,y(0)=-0.1,z(0)=0], [x(0)=0,y(0)=0.l,z(0)=0], 

[x(0)=0.1,y(0)=0,z(0)=0], [x(0)=-0.l,y(0)=0,z(0)=0], 

[x(0)=0.1,y(0)=0.1,z(0)=0],[x(0)=0.1,y(0)=-0.1,z(0)=0], 

[x(0)=-0.1,y(0)=0.1,z(0)=0], [x(0)=-0.1,y(0)=-0.1,z(0)=0], 

[x(0)=0.1,y(0)=0,z(0)=0.1], [x(0)=0.1,y(0)=0,z(0)=-0.1], 

[x(0)=-0.1,y(0)=0,z(0)=0.1], [x(0)=-0.1,y(0)=0,z(0)=-0.1], 

[y(0)=0.1,x(0)=0,z(0)=0.1], [y(0)=0.1,x(0)=0,z(0)=-0.1], 

[y(0)=-0.1,x(0)=0,z(0)=0.1], [y(0)=-0.1,x(0)=0,z(0)=-0.1] 

],scene=[x(t),y(t),z(t)],stepsize=0.1, 

view=[-0.5..0.5,-0.5..0.5,-0.5..0.5] , 
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linecolor=black,thickness=l): 

# Преобразуем матрицы vl,v2,v3 в списки. Координаты вектора 

# умножим на 0.12, чтобы вектора уместились в кубе -0.5..0.5. 

> VI:=convert(transpose(vl*0.12),list)[1]: 

> V2:=convert(transpose(v2*0.12),list)[1]: 

> V3:=convert(transpose(v3*0.12),list) [1]: 

# С помощью PL0T3D построим собственные вектора, использовав 

# команду CURVE для построения линий, заданных двумя точками и 

# TEXT для отображения подписи с названиями векторов 

>pic4:=PL0T3D( 

CURVES([-V1,VI],COLORCRGB,1,0,0)), 

TEXT(Vl*l.l,'vl',COLOR(RGB,1,0,0)), 

CURVES([-V2,V2],COLOR(RGB,1,0,0)), 

TEXT(V2*l.l,'v2',COLORCRGB,1,0,0)), 

CURVES([-V3,V3],COLORCRGB,1,0,0)), 

TEXT(V3*l.l,'v3',COLORCRGB,1,0,0)), 

AXESSTYLECBOX),VIEWC-0.5..0.5,-0.5..0.5,-0.5..0.5)): 

# С помощью animate и display создадим анимацию, на которой будем 

# вращать пространство с собственными векторами и фазовьми 

# кривьми. Ориентацию пространства задает параметр orientation. 

# Внутри этого параметра будем использовать переменную t, которая 

# изменяется при смене кадра. 

>plots[animate]Cdisplay, [pic3,pic4, 

view=[-0.5..0.5,-0.5..0.5,-0.5..0.5], 

orientation=[t, t, 0]],t=0..360,frames=120); 

Дополнительные материалы 

Фазовые кривые в окрестности неподвижной точки (смотреть ролик) 

Геометрия решений и собственные вектора (смотреть ролик) 

Maple листинг (скачать файл) 

1.4 Варианты заданий 

" 1 1 1 "  " 1 1 1 "  " 2 1 0  
1) А = 2 2 0 2) А = - 1 4  0 3) А = 2 2 0 

1 
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О
 

о о 0 1 3 - 1 0  3 

" - 1  1 1 " 1 1  1 " " 3 1 0  
4) А = 5 2 0 5) А = С

О
 0 1 to
 6) А = 2 2 0 

- 2  0 -3 0 1 3 - 1  0 1 
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m 
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Рис. 1.3. Геометрия решений и собственные вектора 
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Глс1Вс1 2 

Метод линеаризации 

Задание 2. Найти и классифицировать неподвижные тючки нелинейной си
стемы 

ж =/(ж);ж G М",ж(0) = жо, (2.1) 

где х- вектор, f{x)-вектор функция; при помощи линеаризации вблизи 
неподвижной точки. Найти собственные значения и собственные векторы 
и изобразить локальные потоки. Сравнить потоки нелинеаризованной систе
мы с потоками исходной системы. Нри наличии е рассм,от,рет,ь случаи е < О, 
е = О, е > О 

2.1 Теоретическая справка 

Для определения неподвижных точек ж уравнения (2.1) нужно решить 
нелинейную систему 

/(ж) = 0. (2.2) 

После того, как неподвижные точки найдены можно перейти к изучению 
решений вблизи этих точек. Для этого для каждой точки ж можно записать 
соответствующую линейную систему: 

ё = ^^/(^)е,еем". (2.3) 

где Df - матрица Якоби 

Г ад ад ад 

df2 ад ад 
Df = дх дх дх 

- дх дх дх 

г д е  / ( ж )  = [ /1 (Ж1,Ж2, . . .Ж„) , /2 (Ж1,Ж2, . . .Ж„) , . . . , /„ (Ж1,Ж2, . . .Ж„)]^ ,  ж = ж + { .  

Для двумерной систем тип особых точек можно определить с помощью 
собственных значений матрицы Df. 
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Ai < О, Л2 < О, Im{\i) = О - устойчивый узел (рисунок 2.1 а); 

Ai > О, Л2 > О, Im{\i) = О - неустойчивый узел (рисунок 2.1 Ь); 

Ai > О, Л2 < О, Im{\i) = О - седло (рисунок 2.1 с); 

Re{\i) < 0,/m(Ai) / О - устойчивый фокус; 

Re{\i) > 0,/m(Ai) / О - неустойчивый фокус (рисунок 2.1 d); 

Re{\i) = 0,/m(Ai) / О - центр (рисунок 2.1 е). 

Если В£(ж) имеет нулевую вещественную часть, то вопрос об устойчиво
сти нельзя решать но линейному приближению и требуются донолнптельные 
псследованпя. 

2.2 Необходимые Maple команды 

Необходимые для выполнения заднпя команды [2]: 

dfieldplot(e(j', vars, trange, xrange, yrange, options) - команда из пакета DEtools, 
которая методом изоклин строит фазовый нотртет для двумерной систе
мы дифференциальных уравнений eq с непзвестнымп функциями vars. 
Выводимая на график область задается интервалами xrange, yrange. 
В option задаются донолнптельные параметры и настройкм, например 
параметр arrows задат разчер стрелок, а dirfield = [х,у] - разбиение 
графика но осям х и у, 

evalf(ef) - вычисляет значение ev, возвращая выражение с вещественными 
коэффициентами; 

jacobian(/, V) - команда пз пакета linalg, вычисляющая матрицу Якоби для 
вектор функции /. Вектор V содержит переменные по которым ищутся 
частные производные 

Вычисление частных производных. В Maple вычисление частных про
изводных осуществляется в несколько этапов. Пусть имеется какая-нибудь 
функция /, зависящая от двух неременных х ж у, которые в свою очередь 
являются функциями времени. 

> f:=a*x(t)+b*(y(t))~2; 

/ := axit) + byit)^ 

Для того чтобы найтп частную производную нужно преобразовать x{t), y{t) в 
X ж у соответственно. Сделать это можно с помощью замены subs: 

> f1:=subs(x(t)=x,y(t)=y,f); 
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Рис. 2.1. Типы фазовых портретов для двумерной систем 
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/1 := ax + Ъу^' 

Теперь можно находить производные 

> flx:=diff(f1,х); 

> fly:=diff(f1,у); 

fix := a 

f l y  := 2by 

После того как частные производные найдены необходимо осуществить обрат
ную замену ж и у на x(t) и y{t) 

> fx:=subs(x=x(t),y=y(t),flx); 

> fy:=subs(x=x(t),y=y(t),fly); 

f x  := a 

f y  ••= 2by(t) 

Конструкции выбора. Иногда бывает необходимо выполнить какое-либо 
действие в случае выполнения того или иного условия. В Maple для реализации 
таких задач используется условный оператор 

if con then stat end if 

где con - это логическое выражение, a stat - совокупность команд, которые 
выполняются если условие истинно. 

2.3 Пример решения 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

Я. 
С''У> / у  I /у»'-' О I • 

Приведем его к нормальной форме 

х = у, 

у = еу — X + х^. 

Рассмотрим сначала случай, когда е < 0. Примем, например, е = —2. Опреде
лим неподвижные точки. 

> restart; 

# Подключаем библиотеку линейной алгебры 

> with(linalg): 

# Задаем систему уравнений 

> eq:=diff(x(t),t)=y(t), diff(y(t),t)=epsilon*y(t)-x(t)+x(t)~3; 
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# Зададим в виде списка функцию правых частей 

> f:=[y(t),epsilon*y(t)-x(t)+x(t)~3]; 

# Найдем неподвижные точки, как решение системы (2.2); 

> solveC [f [l]=0,f [2]=0], [x(t),y(t)]); 

[[x(t) =0 , y ( t ) =0],[x(t) =l , y ( t ) =0],[x(t) = -l , y ( t ) =0]] 

# Мы получили три неподвижные точки. Сосздадим переменные 

# XI, Х2, ХЗ, содержащие координаты этих точек. 

> Х1: = [0,0] : 

> Х2: = [1,0] : 

> ХЗ: = [-1,0] : 

# Для поиска матрицы Df необходимо вычислять частные производные. 

# Заданный вьше список f содержит внутри x(t) и y(t), то есть 

# X и у входят в него, как функции времени. Чтобы найти частную 

# производную f по X необходимо заменить в f выражение x(t) на х. 

# Сделать можно с помощью команды subs, которая осуществляет 

# подстановки. Создадим список fl, получаемый из f заменой x(t) 

# на X и y(t) на у. 

> f1:=subs(x(t)=x, y(t)=y,f); 

/1 := [у,еу -X + х^] 

# Df найдем как матрицу Якоби 

> Df:=jacobian(f1,[х,у]); 

Df = О 1 
— 1 + Зж^ е 

# Рассмотрим случай, когда epsilon=-2. 

> epsilon:=-3: 

# Для каждой из особых точек построим свою матрицу Df 

> Dfl:=subs(x=Xl[l],у=Х1[2], 

matrix(2,2,[Df[1,1],Df[1,2],Df [2,1],Df [2,2]])); 

> Df2:=subs(x=X2[l],y=X2[2], 

matrix(2,2,[Df[1,1],Df [1,2],Df [2,1],Df [2,2]])); 

> Df3:=subs(x=X3[l],y=X3[2], 

matrix(2,2,[Df[1,1],Df[1,2],Df[2,1],Df [2,2]])); 

/1 = 0 1 
-1 - 3  

Df2 = 0 1 
2 - 3  

Df?,= 0 
2 

# Для определения типа неподвижных точек найдем 

# собственные значения матриц Df. Для Dfl 

> eigenvals(Df1); 

1 
- 3  
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\/5 3 \/5 3 

~ Y ~ 2 '  ^ ~ 2 

# Команда efalf вычисляет алгебраические выражения 

# и с ее помощью можно получить результат в более 

# удобном виде 

> evalf(eigenvals(Dfl)); 

> evalf(eigenvals(Df2)); 

> evalf(eigenvals(Df3)); 

-0.381966012, -2.618033988 

0.561552813,-3.561552813 

0.561552813,-3.561552813 

# Таким образом, первая точка устойчивый узел, а вторая и 

# третья - седла. 

# Найдем собственные вектора для неподвижных точек. 

# Для первой точки получаем список, содержащий 

# собственные значения, кратности и собственные вектора 

> SV1:=eigenvects(Df1); 

SV := Л _ 3  

' 2 2 

_ ^ _ 3  

' 2 2 

# Извлекаем из SV список, содержащий координаты собственного 

# вектора. Команда evalf вычисляет алгебраические выражения. 

> Vl_l:=evalf(convert(SVl[l,3] [1],list)); 

> Vl_2:=evalf(convert(SVl[2,3][1],list)); 

Vl^l := [0.2802517078, - 0.1070466272] 

V1^2 := [0.1070466269, - 0.2802517076] 

# Аналогично находим собственные вектора для второй и третьей 

> SV2:=eigenvects(Df2): 

> V2_l:=evalf(convert(SV2[l,3] [1],list)): 

> V2_2:=evalf(convert(SV2[2,3][1],list)): 

> SV3:=eigenvects(Df2): 

> V3_l:=evalf(convert(SV3[l,3] [1],list)): 

> V3_2:=evalf(convert(SV3[2,3] [1],list)): 

# В случае если собственные значения комплексные, eigenvects 

# возвращает вектора, содержащие комплексные числа. Попытка 

# нарисовать такие вектора приводит к ошибке. В таких случаях 

# не будем рисовать эти вектора. Выполним проверку на 

# комплексность собственного значения, и если оно содержит 
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# мнимую часть, запишем в собственные вектора нулевые координаты. 

> if (notdmCevalf (SV1[1,1] ))=0)) then 

V1_1: = [0,0] : 

Vl_2:=[0,0]: 

> if (notdmCevalf (SV2[1,1] ))>0)) then 

V2_l: = [0,0] : 

V2_2: = [0,0] : 

end if: 

> if (notdmCevalf (SV3[1,1] ))>0)) then 

V3_l: = [0,0] : 

V3_2: = [0,0] : 

end if: 

# Перейдем к построению фазовых пространств. 

# Подключим библиотеку DEtools. 

> with(DEtools): 

# Построем глобальный фазовый потрет методом изоклин. 

# Запишем результат в переменную р1 

> р1:=dfieldplot([eq], [x(t),y(t)],t=-2..2, x=-2..2, 

y=-2..2, arrows=medium, color=black, dirfield=[50,50]): 

# В переменную p2 запишем рисунок, содержащий линии, 

# проведенные вдоль собственных векторов в неподвижных 

# точках 

p2:=PL0T( 

CURVES([X1-V1_1,X1+V1_1],C0L0R(RGB,1,0,0)), 

CURVES([X1-V1_2,X1+V1_2],COLOR(RGB,1,0,0)), 

CURVES([X2-V2_1,X2+V2_1],COLOR(RGB,1,0,0)), 

CURVES([X2-V2_2,X2+V2_2],COLOR(RGB,1,0,0)), 

CURVES([X3-V3_1,X3+V3_1],COLOR(RGB,1,0,0)), 

CURVES([X3-V3_2,X3+V3_2],COLOR(RGB,1,0,0)), 

VIEW(-2..2,-2..2),THICKNESS(1)): 

# Покажем pi и p2 на одном графике 

> plots[display](pi,p2,axes=box); 

Ha рисунке 2.2 показаны фазовые нотртеры при различных значениях е 
Вычисления собственных значений для произвольного е показывают, что 

для неподвижной точки с координатами (О, 0) 

end if: 

(2.4) 

а для точек (±1,0) 

(2.5) 
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Рассмотрим собственные значения (2.4). \ ^ / —  4| < е, поэтому веществен
ные части Ai и Л2 при любом е имеют одинаковый знак. В случае е > О соб
ственные значения Ai,2 > О и в неподвижная точка (0,0) является неустойчи
вой, а в случае е < О - устойчивым. Если е G [—2; 2] - точка (0,0) является 
седлом, в случае Если |£:| > 2 - фокусом, а при е = О - центром. 

Рассмотрим собственные значения (2.5). |ve^ + 8|£:, поэтому вещественные 
части Ai и Л2 при любом е имеют разные знаки и неподвижные точки (±1,0) 
является седлами. 

Дополнительные  материалы 

Фазовые кривые в окрестности неподвижной точки линейного осцилятора 
(смотреть ролик) 

Эволюция фазовой плоскости при возростании параметра е (смотреть ролик) 

Maple листинг (скачать файл) 

9)ж + еж + sin(a;) = О, же[-7г;7г], 10)ж + - со8(ж) = О, же[-7г;7г]. 

2.4 Варианты заданий 

1)х + ех^ + х{1 + ж̂ ) = О, 

3)ж + ех + {х + 2)̂  = О, 

5)ж + еж + = О, 

7)ж + ех{1 — ж̂ ) + ж(1 + ж̂ ) = О, 

2)ж + £(х — 1)̂  + ж̂ = О, 

4)ж + £x^ + (ж — 3)^ — ж̂ = О, 

6)ж + еж + ж̂ — 2ж̂  — ж = О, 

8)ж + еж(ж + 1) + ж̂ + 1 = О, 

11)ж — ж̂ + еж(1 + ж̂ ) = О, 

13)ж + ж + ех^ — 2х^ = О, 

15)ж + ж + ж̂ + ех^ = О, 

12)ж + ж + е81п(ж) = О, же[—7г;7г] 

14)ж + ж̂ + ж(1 + ех^) = О, 

16)Ж + Ж̂ + £Х'^ — 2х^ — ж = О, 

18)ж + ж + ех^ 8т(ж) = О, ж G [—тг; тг] 

20)ж + ж̂  + е со8(ж) = О, ж G [—тг; тг] , 

22)ж + ж̂ + (ж + е)^ = О, 

24)ж + (ж — 3)^ — еж̂  = О, 

26)ж + еж + ж̂ + 1 = О, 

28)ж + ж̂ + е = О, 

30)ж + еж  ̂+ (ж + 1) 81п(ж) = О, 

17)ж + ж(е — x^) + ж(1 + x^) = О, 

19)ж + ж(ж + 2)̂  + еж = О, 

21)ж + ж + ж̂ + еж̂  = О, 

23)ж + еж̂  + (ж + 2)̂  = О, 

25)ж + ж̂ + еж̂  = О, 

27)ж + еж(1 + x^) = О, 

29)ж + еж81п(ж) = О, же [—тг ; т г ]  
ж G [—тг; тг] . 
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Глс1Вс1 3 

Отображения Пуанкаре 

Задание 3. Привести систему дифференциальных уравнений, описывающей 
движение системы с внешним, возмущением, к авт,оном,ной системе за счет 
увеличения ее размерности. Найти неподвижные точки и периодические ор
биты. Построить в окрест,ноет,и, периодических орбит линеаризованные отоб
ражения Пуанкаре и исследовать с их помощью устойчивость орбит. 

3.1 Теоретическая справка 

Под от,обра,жен,и,ем, понимают динамическую систему, рассматриваемую 
в дискретные моменты времени. Нелинейная система и ее ноток порождают 
нелинейное отображение 

r̂i+l — Gi^Xn) (̂ 'l) 

где G = фь - нелинейная векторизованная функция. Если в системе имеет
ся цикл из к различных точек pj = G^{po), (j = 0,1, ...,к — 1, G^(ро) = 
G{G^-\po))) и G'^ipo) = ро, то они образуют периодическую орбиту перио
да к. 

Пусть 7 — периодическая орбита некоторого потока ф в R", порождаемого 
нелинейным векторным полем f{x). Возьмем локальное сечение S С М" раз
мерности п—1. В каждой точке ноток трансверсален гиперповерхности S. Обо
значим (единственную) точку, где 7 пересекает S, как р п возьмем некоторую 
окрестность U точки . От,обра,жен,и,е Пуанкаре, Р : U ^ Т, определяется 
для некоторой точки q G U как 

P{q) = фг{д), (3.2) 

где г = т{д) ^ время, требующееся для того, чтобы орбита фг{я) с базой в 
точке q впервые вернулась на S. 

Рассмотрим систему 

x = f{x,t); (ж,t) G М" X R", (3.3) 
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где функция = f{-,t + T) периодична но t с периодом Т. Систему (3.3) 
можно переписать как автономную за счет увеличения размерности на еди
ницу, добавляя время в качестве явной переменной состояния: 

х = /{х,в), 
в = 1] (х,в) G М" X 51. ^ ^ 

Векторное поле / периодично но 9. Можно определить глобальное сечеппе 

S = {(Ж,0) G М" X = ^о}, (3.5) 

так как все решения пересекают S трансверсально ввиду равенства 9 = 1 в 
(3.4). Отображение Пуанкаре Р : S ^ S задается формулой 

Р{хо) =х{хо,Т + 9о), (3.6) 

где x{xo,t) = phit - решение исходной нелинейной системы с базой в точке 
х(хо,9о) = хо-

Линеаризованные в окрестности периодических орбит отображения Пуан
каре удобно использовать для оценки устойчивости этих орбит. Если абсолют
ные значения всех собственных чисел Л матрицы линеаризованного отображе
ния Пуанкаре отличны от единицы, то имеем периодическую точку гипербо
лического типа. Если часть собственных значений но абсолютной величине 
больше единицы, а часть меньше - то это точка седлового тппа. Еслп все 
собственные значения но модулю меньше единицы, то это устойчивый узел 
или сток, и решения, которые начинаются в окрестности этой точки, сходят
ся к ней. Еслп все собственные значения но модулю больше единицы, то это 
неустойчивый узел. Если все собственные числа равны единице, то периоди
ческая точка является центром. 

3.2 Пример решения 

Рассмотрим в качестве примера уравнеппе Матье 

ф + (a^ + bcost) зтф = О, b > 0. (3.7) 

Приведем (3.7) к автономной системе 

ф = у, 
V =—{а"^ + bcos9) втф, (3.8) 
9 = 1. 

Зададим систему (3.8) в Maple 
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> eq:=diff(phi(t),t)=v(t), 

diff(v(t),t)=-(a~2+b*cos(theta(t)))*sin(phi(t)), 

diff(theta(t),t)=l: 

# Найдем неподвижные точки. Включим режим поиска 

# всех решений. 

> _EnvAllSolutions :=true: 

# Приравняем нулю правые части исходной системы 

> solve({v(t)=0,-(a~2+b*cos(theta(t)))*sin(phi(t))=0}, 

{v(t) ,phi(t)» ; 

Ф{г) = iizi,v{t) = 0 

# Здесь _Z1 означает любое целое число. 

# Будем дальше рассматривать две неподвижные 

# точки (0,0) и (Pi,0) 

> Х1: = [0,0] : X2: = [Pi,0] : 

Заметим, что положения равновесия системы (ф, v) = (О, 0) и (0, v) = (тг, 0) 
системы в отсутствие возбуждения (6 = 0) сохраняются и при наличии возбуж
дения (6 7̂ 0). Для всех b имеем нериодические орбиты (О, 0; 9{t)) и (тг, 0; 0{t)), 
где в = во + t. 

Рассмотрим сначала первую неподвижную точку. Линеаризируем систему 
в ее окрестности. 

# Зададим список, содержащий правые части неавтономной системы 

> fl:=[v,-(a~2+b*cos(theta))*sin(phi)]; 

# Найдем матрицу Якоби 

> Df:=jacobian(f1,[phi,v]); 

Df := О 1 
—{а̂  + Ьсо8в)со8ф О 

# Вычислим матрицу Якоби в неподвижной точке. Для этого 

# с помощью subs подставим соответствующие координаты. 

> Df1:=simplify(subs(phi=Xl[1],v=Xl[2],jacobian(f1,[phi,v]))); 

Dfl : = 0 1 
— —  6 cos в 0 

# Умножим Dfl на вектор переменных и с помощью subs 

# заменим в резуьтате названия переменных на 

# соответствующие функции от времени 

> fLl:=subs(v=v(t),phi=phi(t),theta=theta(t), 

multiply(Dfl, [phi,v])); 

Ы := [v{t), (—— bcos в)ф{1)] 
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# Составим линейную систему 

> eqLl:=diff(phi(t),t)=fLl[1], diff(v(t),t)=fLl [2]; 

Исследуем с помощью полученой линейной системы 

ф = У, 
V = —(а^ + Ьсо8в)ф, 
в = 1. 

устойчивость периодической орбиты. Рассмотрим частный случай 6 = 0. 

> Ь=0:  

# Найдем аналитическое решение для линейной системы 

# с начальными условиями phiO, vO. 

> RES:=dsolve([eqLl,phi(0)=phi0,v(0)=v0], [phi(t),v(t)]); 

,,,, —60acos(at) — vOsm(at) ,, , , , , ,, 
RES = {ф{1) = , v{t) = —0Oasin(at) + •uOcos(at)} 

# С помощью найденых решений зададим функции phi(t) и v(t) 

> phi:=(t)->l/a*(phiO*a*cos(a*t)+vO*sin(a*t)); 

> v:=t->-phiO*a*sin(a*t)+vO*cos(a*t); 

# Поскольку возмущение 2Pi периодично, определим 

# отображение Пуанкаре как 

P0: = [phi(2*Pi),v(2*Pi)] ; 

Р О  := 
фОа cos(2a7r) + vO sin(2a7r) 

—0Oasin(2a7r) + •u0cos(2a7r) 

# Найдем линеаризированный оператор DPO 

> DPO:=jacobian(PO,[phiOjvO]); 

DPO cos(2a7r) 
—asin(2a7r) cos(2a7r) 

# Найдем собственные значение этой матрицы 

> lambdal:=eigenvals(DPO)[1]; 

> lambda2:=eigenvals(DP0)[2]; 

Л1 := cos(2a7r) + i sin(2a7r) 
Л2 := cos(2a7r) — isin(2a7r) 

Найденные собственные значения находятся на единичной окружности, то есть 
орбита (0,0] 9{t)) нейтрально устойчива. 

Рассмотрим случай, когда b мал. dsolve уже не позволяет найти аналити
ческое решение. Общее решение можно записать как 

= CiX^{t) + C2X^{t) 
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где x^{t), x'^{t) - два линейно независимых решения. Тогда X{t) = 
- матрица фундаментальных решений. Выберем такую нару независимых ре
шений, чтобы 

x^{t) = 1 
О 

x'^{t) = 0 

1 
Х(0) = 1 = Х-\0) 

Тогда линеаризированное отображение Пуанкаре модно получить как 

DPb = Х{2тт)Х-\0) = Х(27Г)  = 
0̂ (27Г) 0̂ (27Г) 

У^{27Г) V'^{27T) 

Можно показать, что определитель этой матрицы сохраняет свое значение и 
равен единице. 

# Зададим матрицу отображения 

> DPb:=matrix(2,2,[phil,phi2,vl,v2]); 

# Приравняем ее определитель единице 

> eq:=det(DPb)=l; 

eq := ф1у2 — ф2у1 

# Выразим отсюда phi2 

> phi2:=solve(eq,phi2); 

# и найдем собтвенные значения матрицы DPb 

> lambdal:=simplify(eigenvals(DPb)[1]); 

> lambda2:=simplify(eigenvals(DPb) [2]) 

\1 _ г)2 I ф1 I \/v2^+2 lv2+ l^-4: 
^ 2 ' 2 ' 2 

\о _ г)2 I ф1 ^Jv2'2+2 lv2+ l'2-4: 
^ 2 ' 2 2 

# Покажем, что произведение собственных значений равно 1 

> expand(lambdal*lambda2); 

1 

Таким образом, собственные значения либо комплексно сопряжены и име
ют ненулевые мнимые части, либо вещественны и взаимнообратны, либо крат
ны и равны +1 либо -1. 

Дополнительные  материалы 

Maple листинг (скачать файл) 
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3.3 Варианты заданий 

1)ф + е{ф — 2)^ cos(t) +2ф = О, 2)ф + е{ф + 1) sin(t) + ф = О, 

3)ф + еф^ cos(t) 8шф — ф = О, А)ф + е{ф + 1) cos(t) sin^ ф + ф = 

Ъ)ф + еф sin(t) + 0 = 0, 6)ф + е{ф — 1) cos(t) cos^ ф — Зф = 

7)ф + еф"^ cos(t) sin^ ^ + 40 = О, 8)0 + е{ф + 2)^ cos(t) sin^ ф + 30^ 

9) 0 + £ 0  cos(t) sin 0 + 2 0  = О, 10)0 + £0^ cos(t) cos 0 + 2 0  = о ,  

11)0 + £0^ cos(t) + 3 0  = о ,  12) 0 + £0^ cos(t) sin^ 0 + 0 = 0, 

13)0 + e0cos( t )  sin^ 0 + 4 0 = 0, 14)0 + £0^ cos(t) + 0  = 0, 

15)0 + е{ф + 2) cos(t) sin 0 + 0 = 0, 16)0 + еф"^ sin(t) + 50 = 0, 

17)0 + £0^ cos(t) + 0  = 0, 18)0 + е{ф — 1)^ cos(t) cos Ф — ф"^ 

19)0 + £0^ cos(t) COS 0 + 0 = 0, 20)0 + е{ф — 1)^ cos(t) cos^ 0 + 0 

21)0 + £0^ cos(t) cos^ 0 + 3 0 = 0, 22)0 + еф cos(t) cos 0 + 0 = 0, 

23)0 + e(0 — 2) cos(t) cos 0 — 0 = 0, 24)0 + еф"̂  cos(t) sin^ 0 + 0 = 0, 

25)0 + £0^ sin(t) + 5 0 = 0,, 26)0 + е{ф — 2)^ cos(t) sin ф + ф"^ 

27)0 + £0^ sin(t) + 0  = 0, 28)0 + е{ф — 1) cos(t) — 0 = 0, 

29)0 + £0^ cos(t) cos^ 0 + 3 0  = 0, 30)0 + £0^ cos(t) sin 0 + 2 0  = 0. 
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Глс1Вс1 4 

Уравнение Ван дер поля 

Задание 4. Для уравнения Ван дер Поля 

X + аф{х)х + X = l3p{t), (4.1) 

где ф{х) - четная функция, отрицательная при |ж| < 1 м положительная при 
\х\ > 1, p{t) - функция с периодом Т, а, (3 - неотрицательные параметры; 
построить упрощенные системы для, невозмущенного случая ((3=0). Постро
ить фазовый портрет невозмущенной системы. Выявить наличие предель
ных циклов. Для возмущенного случая провести анализ фазовы,х портретов 
при прохождении бифуркаций. 

4.1 Теоретическая справка 

Уравнение Ван дер Поля (4.1) является примером осциллятора с нели
нейным трением, в котором энергия рассеивается при больших амплитудах 
и генерируется при малых амплитудах. Для таких систем типично наличие 
предельных циклов; они колеблются вблизи состояний, в которых приток и 
диссипация энергии сбалансированы, что имеет место во многих физических 
проблемах. 

Бифуркации. Уравнение Ван дер Поля, как и многие другие из рассмат
риваемых в рамках нелинейной динамики системы, включают не только пара
метры движения, но и некоторые коэффициенты, появляющиеся при составле
нии уравнения. Когда эти параметры изменяются, при определенных их зна
чениях могут произойти изменения в качественной структуре решений. Такие 
изменения называют бифуркациями, а соответствующие значения параметров 
^ бифуркационными значениям,и. Ниже будут рассмотрены простейшие би
фуркации изолированных положений равновесия и периодических орбит. По
скольку анализ таких бифуркаций обычно связан с изучением векторного поля 
вблизи вырожденного (бифурцирующего) положения равновесия или замкну

30 



той орбиты, а бифуркационные решения также ищутся вблизи этих предель
ных множеств, то эти бифуркации называют локальными [3]. 

Если 

X = X е R"', IJ. е 

— система дифференциальных уравнений, зависящая от /с-мерного парамет
ра IX, то равновесные решения этой системы совпадают с корнями уравнения 
fi_t{x) = 0. Как следует из теоремы о неявной функции, при изменении ц эти 
положения равновесия описываются гладкими функциями ц вне тех точек, в 
которых матрица Якоби 

dxi дхп 

dfH dfjl 
_ dxi дхп -

имеет нулевое собственное значение {f^{x) = [/Дж),/Дж),/^(ж)] - вектор 
функция правых частей уравнения). График каждой из этих функций пред
ставляет собой некоторую ветвь положений равновесия системы. В положении 
равновесия (хо, Цо), в котором Dxfn имеет нулевое собственное значение, могут 
сходиться несколько ветвей равновесий, такая точка (жо,/хо) называется точ
кой бифуркации. Если ветви равновесия показать в пространстве (х, fS) полу
чим так называемую бифуркационную диаграмму. Бифуркационным множе
ством называется множество точек в пространстве ц для которых структурная 
устойчивость нарушается по одному из сценариев. 

Метод усреднения. Рассмотрим систему вида 

X = ef{x,t,e); ж G f /С  R", О < е ^ 1, (4.2) 

где функция / : R" х R х R+ класса С" > 2, ограничена на ограниченных мно
жествах и имеет по t период Т > 0. Соответствующая автономная усредненная 
система определяется как 

т 

у = е^ J fiy,t,0)dt = efiy). (4.3) 

о 

Теорема 4.1 (об усреднении [4]). Существует замена переменных х = у + 
ew{y,t,e) класса С", приводящая, 4--^ к виду 

y = £ f iy )+£^f i iy , t , £ ) ,  (4.4) 

где fi имеет по t период Т. Кроме того, 

1) если x{t) и y(t) ^ решения систем (4-2) и (4-.3) с базой в точках Xq, уо 
соответственно (при t = 0) и |жо — Уо| = 0{е), то \x{t) — y{t)\ = 0{е) 
на интевале времени t ^ 1/е. 
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2) Еслиро ^ гиперболическая неподвижная точка для (4-3), то существу
ет такое ео > О, что для всех О < е < ео система (4-2) обладает, един
ственной гиперболической периодической орбитой 7e(t) = ро+0{е) того 
же типа устойчивости, что иро. 

3) Если x^{t) G ^ решение системы (4-2), лежащее на устойчивом, 
многообразии гиперболической периодической орбит,ы ^e{t) = Ро + 0{е) 
, a,y^{t) G W^{po) ^ решение системы (4-.3), лежащее на устойчивом 
многообразии гиперболической неподвижной точки ро, причем |ж'^(0) — 

= 0{е), то — y'^(t)| = 0{е) для всех t > 0. Аналогичный ре
зультат имеет место для решений, лежащих на неуст,ойчивы,х мно
гообразиях на интервале t G (—оо,0]. 

Из вывода (3) следует, что теорему осреднения можно использовать для 
анироксимации устойчивого и неустойчивого многообразий и вообще для изу
чения глобальной структуры отображения Пуанкаре для системы (4.2). 

Допустим, что имеется однопараметрическое семейство систем, аналогич
ных (4.2): 

X = ц е R, (4.5) 

а также соответствующее семейство усредненных систем 

y = £Uiy), (4.6) 

Теорема 4.2. Если при IJ, = ixq семейство (4-6) испы,т,ы,вает, бифуркации ти
па «седло -узел» или Хопфа, то для значений ц,, близких к Цо, и дост,ат,очно 
м,алы,х е отображение Пуанкаре для (4-5) испы,т,ы,вает, бифуркацию того же 
типа. 

Необходимо отметить, что метод усреднения непригоден для корректного 
описания всех бифуркаций коразмерности два (типа "вилка"), из-за тонких 
глобальных эффектов, связанных с гомоклинными орбитами. 

4.2 Необходимые Maple команды 

При выполнении практического задания нам предется задавать функции. 
Для создания функций в Maple используется конструкция 

f:=(х1,х2,...,хп)->equation; 

Здесь / - имя функции, х1,х2, ..,хп - передаваемые параметры, equation -
математическое выражение. Псиользование конструкции 

f(х1,х2,...,хп):=equation; 
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в большинстве случаев приводит к ошибкам. 
Укажем также несколько команд, для работы с аналитическими выраже

ниями 

collect (еж, х) - вынесение в выражении ех за скобки сомножителей, заданных 
в множестве х. 

combine (еж, form) - объединение показателей степенных функций, тригоно
метрические и некоторые алгебраические преобразования в выражении 
ex. Требуемое преобразование задается в form 

convert (еж, form, arg) - Приводит исходное выражение ех к требуемой фор
ме, описываемой параметром form, аг '̂-дополнительные аргументы. 

expand (еж, агд) - расширение выражения еж. Это операция, обратная simplify. 
С помошью агд можно задать расширение отдельных фрагментов выра
жения. 

factor (еж, агд) - разложение выражения еж на множители. Параметр arg по
могает задать направление разложения. 

simplify (еж, form) - упрощение математического выражения еж. Панравле-
пие упрощений можно задать с помощью form. 

При решении уравнений с помощью команды solve в результате возвраща
ется множество выражений 

{имя переменной 1=значение 1, имя переменной 2=значение 2, ... }; 

при этом значение не присваивается переменной. Чтобы присвоение произо
шло, необходимо передать результат выполнение solve команде assign. 

4.3 Пример решения 

Рассмотрим в качестве примера случай, когда 

ф{х) = ж^ — 1; 
p{t) = cos wt. 

Приведем уравнение Ван дер поля к виду автономной системы 

X = у — о;Ф(ж), 
у = -х + (3р{в), 
0 = 1, 

X 

где Ф(ж) = J ' нечентая функция, равная нулю при ж = О и ж 
о 

некоторого а > 0. 

(4.7) 

= ±а для 
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> restart; 

# Задаем функции 

> phi:=х->х~2-1: 

> p:=t->cos(omega*t): 

> Phi:=x->int(phi(xi),xi=0..х): 

#Выведем Phi(x) 

> Phi(x); 

1 3 ^ ^ 
3 

# Зададм систему (4.2) 

> eq:=[diff(x(t),t)=y(t)-alpha*Phi(x(t)), 

diff(y(t),t)=-x+beta*p(t)]; 

eq := d /1 \ d 
—x{t) = y{t) -al -x{tf - x{t) j , —y{t) = -x{t) + [3 cos ut 

Двумерная система, получаемая из (4.7) при /3 = 0, весьма проста. Сначала 
предположим, что a ^ 1 - малый параметр. 

# Подставим в уравнения eq beta=0 

> eql:=subs(alpha=0,beta=0,eq); 

eql j^x{t) = y{t) - a - x(t)] , ^y(t) = -x(t) 

В этом случае система (4.7) является возмущением линейного осциллятора. 

(4.8) 
х = у, 
У = -X, 

фазовая плоскость которого заполнена круговыми периодическими орби
тами периода 2тт (рисунок 4.1). 

# Построим фазовый портрет линейного осцилятора 

> dfieldplotC 

[diff(x(t),t) = y(t), diff(y(t),t) = -x(t)], 
[x(t),y(t)],t=-10..10, x=-l . . l ,  y=-l . . l ,  
arrows=mediuiii, color=black, dirfield=[30,30] , 

axes=BOX); 

Используя обычные методы теории возмущений или усреднения, можно 
показать, что ровно одна из этих орбит сохраняется при возмущениях. Ис
пользуем для системы (4.7) обратимое преобразование 

(4.9) 
и cos(t) — sin(t) X 

V — sin(t) — cos(t) . у . 
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Рис. 4.1. Фазовая плоскость системы (4.3) 

# Подключаем библиотеку линейной алгебры. 

> with(linalg): 

# В переменную R1 поместим результат перемножения 

# матриц в правой части (4.4). вместо х и у используем 

# х1, у1. 

> M:=matrix(2,2,[cos(t),-sin(t),-sin(t),-cos(t)]); 

> R1:=multiply(M,[xl,yl]); 

-Rl := {cos{t)xl — sin(t)yl, — sin(t)a;l — cos(t)yl]) 

# Разрешим систему (4.4) относительно x, у 

> RES:=solve({u(t)=Rl[1],v(t)=Rl[2]},{xl,yl}): 

# Выполним присвоение для найденных решений 

> assign(RES); 

# Теперь в переменных х1 и у1 содержатся найденные 

# с помощью solve решения. Упростим их 

> х1:=simplify(х1); 

> у1:=simplify(у1); 

х1 := —v{t) sin(t) + cos{t)u{t) 
yl := — cos{t)v{t) — u{t) sin(t) 

^ / - ' ' ^ -• ^ ̂  ̂  ^ "̂ 4̂ 4 
/ / / ^ J- ^ ^ ^ л W 
////•/ ^ \ \ 

/ / / / / 4 4 4 W W ,  
/ / / / /.ЛГ 4 s. \ \ 
/ / / / / \ \ \ \ 
/ / / / / ̂  / / j' WW 
f ? t f ^ ^ ̂  ^ ̂  ̂  

'4.ww\\ \ \ 
t t t f r r / \ \ \ \ ̂  
f t t f n n ^ f •s 1, \ \ \ ^ 
f r f M ////// / ч A. \ \ 1. V U U 
: И П ! ; M И U U И U 

Itlt Hi 
1 1 t 111 И n \ \ w----///; и i I ] 11 I I 
1 1 и n \ u \ \ \ w — ^  / i и i i i i i \\\\\\\ \ '--////у ^ и i Ы 
www \ / / J ̂  { i и 
W\\ \ V / / J i ^ i i 

у / / ̂  ^ 4 i J 
\ \ \ \ \ \ W V V  ". , - Vj/////// 
\ V V \ \ \ \ \ /  / / / / 

\ V \ / / / / 
V \ ^ ̂  l/ ̂  / / / 
w w w  ^ ^ ^ 

-1 -0.5 0 0.5 1 
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# Подставим эти выражения в невозмущенную систему eql. 

> eq2:=subs(x(t)=xl,y(t)=yl,eql): 

# Разрешим eq2 относительно производных и и v 

> eq3:=solve(eq2,[diff(v(t),t),diff(u(t),t)]): 

# Упростим eq3 и вынесем коэффициент alpha за скобки. 

> eq3:=collect(simplify(eq3[l],trig),{alpha}); 

# Заменем в eq3 функции u(t) и v(t) на u и v, a их 

# производные на Ru и Rv соответственно. 

eq4:=subs(diff(v(t),t)=Rv,diff(u(t),t)=Ru,v(t)=v,u(t)=u,eq3); 

# В результате eq4 содержит список вида [Ru=..., Rv=...]. 

# Выполним для eq4 присвоение, после чего Ru и Rv будут 

# содержать правые части невозмущенной системы. 

> Ru; 

— ̂ acos{t){—3v sin(t) cos(t)^u^ + cos{t)^u^ — sin(t) + sin(t) cos(t)^+ 

3v cos{t)u — 3v^ cos{t)^u + 3v sin(t) — 3 cos{t)u) 

> Rv; 

^asm{t){—3v sin(t) cos(t)^u^ + cos{t)^u^ — sin(t) + sin(t) cos(t)^+ 
О 

3v^ cos{t)u — 3v^ cos{t)^u + 3v sin(t) — 3 cos{t)u) 

# Проведем усреднение возмущенной системы по переменной t. 

> du:=simplify(l/(2*Pi)*int(Ru,t=0..2*Pi)); 

> dv:=simplify(l/(2*Pi)*int(Rv,t=0..2*Pi)); 

В результате получим осредненную систему: 

аи{и^ + — 4) du := — 

dv := — 
/ 2 ^ 2  (4.10) av{u + v — 4) 

8 

Перейдем к переменным г, ф с помощью замены и = rcos{tp), v = rsm{tp) 

> u:=r(t)*cos(psi(t)); 

> v:=r(t)*sin(psi(t)); 

# Покажем, как x и у зависят от г и psi 

> х2 := combine(-v*sin(t)+cos(t)*u,trig); 

> у2 := combine(-cos(t)*v-u*sin(t)jtrig); 

х2 := r{t) cos{t + ̂ {t)) 
у2 := —r{t) cos{t + ^{t)) 

# Подставим u и V в (4.5) и выполним упрощения 

> eq5:=simplify([diff(u,t)=du,diff(v,t)=dv]); 
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Получим линейную относительно производных систему 

fcosip — ripsinip = —^arcosip{r'^ — 4), 

г sin-  ̂+ гф cos ф = — a r  sin'0(r^ — 4). 
8 

Разрешим ее относительно f ш ф 

# Заменем функции от времени на переменные 

> eq6:=subs(diff(r(t),t)=dr,diff(psi(t),t)=dp,r(t)=r, 

psi(t)=psi,eq5); 

# Разрешим систему относительно dr, dp. 

> eq7:=solve(eq6,[dr,dp]); 

eq7 := ar(r^ — 4) , 
dr = , dp = 0 

8 

Таким образом мы получили усредненную систему, которую записали в 
полярных координатах. Данная система точна в первом приближении и имеет 
погрешность 

1р = О + 0{а'^). 

Пренебрегая членами 0{а^), можно утверждать наличие у этой системы 
притягивающей окружности г = 2, состоящей из неподвижных точек, что от
ражает существование однопараметрического семейства почти синусоидаль
ных решений 

X = rit) cosit + ф{1)) 
у =—r{t) sm{t + ф{1)) 

с медленно меняющейся амплитудой r{t) = 2+0(о;^) и фазой ф(1;) = ф'^-\-0{а'^), 
где постоянная ф'̂  определяется начальными условиями. 

Построем для а = 0.3, и = 0.9 несколько фазовых траекторий (рисунок 
4.2) 

> alpha:=0.3: omega:=0.9: 

> DEplot(eql,[x(t),y(t)],t=0.0..15*Pi, 

[[x(0)=0.01,y(0)=0],[x(0)=4,y(0)=0], 

[x(0)=-4,y(0)=0],[x(0)=0,y(0)=4], [x(0)=0,y(0)=-4]], 

scene=[x(t),y(t)],stepsize=0.l,view=[-4..4,-4..4], 

linecolor=black,thickness=2,arrows=mediuiii, 

dirfield=[30,30],thickness=l, axes=BOX); 
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Рис. 4.2. Фазовая плоскость усредненной системы при а = 0.3, ш = 0.9 

Рассмотрим случай, когда /3 7̂ О, /3 ^ 1. Применим к системе (4.7) 27r/w 
периодическое преобразование. 

1 
COSiOt sinwt 

-I — sinwt cos uit 
to 

# Создадим в Maple новый файл 

> restart; 

# Подключим библиотеки 

> with(linalg): 

> with(DEtools): 

# Зададим уравнение Ван дер Поля 

> phi:=х->х~2-1: 

> p:=t->cos(omega*t): 

> Phi:=x->int(phi(xi),xi=0..х): 

> eq:=[diff(x(t),t)=y(t)-alpha*Phi(x(t)), 

diff(у(t),t)=-x(t)+beta*p(t)]: 

# Зададим матрицу преобразования 

> M:=matrix(2,2,[cos(omega*t), 

-sin(omega*t)/omega,-sin(omega*t), 

-cos(omega*t)/omega]); 
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М : = 
COSiOt — -

— sinwt — -

sin wt 

cos wt 
OJ 

# Найдем зависимость x(u,v), y(u,v) 

> R1:=multiply(M, [xl,yl]): 

> RES:=solve({u(t)=Rl[l],v(t)=Rl[2]},{xl,yl»: 

> assign(RES); 

> xl:=simplify(xl); 

> yl:=simplify(yl); 

xl := —v{t) sin(wt) +cos{uJt)u{t) 
yl := —uj{cos{uJt)v{t) +u{t) sin(wt)) 

# Действуя аналогично описанному выше способу построим 

# усредненную систему. 

# От переменных х,у переходим к переменным и,v. 

> eql:=subs(x(t)=xl, y(t)=yl,eq): 

# Разрешаем систему относительно производных. 

> eq2:=solve(eql,[diff(v(t),t),diff(u(t),t)]) : 

# Упрощаем систему. 

> eq3:=simplify(eq2[l],trig): 

# Записываем в переменные Ru и Rv правые части системы. 

> eq4:=subs(diff(v(t),t)=Rv,diff(u(t),t)=Ru, 

v(t)=v,u(t)=u,eq3): 

> assign(eq4): 

# Составляем усредненные уравнения 

> du:=simplify(l/(2*Pi/omega)*int(Ru,t=0..2*Pi/omega)); 

> dv:=simplify(l/(2*Pi/omega)*int(Rv,t=0..2*Pi/omega)); 

du := — 

dv := — 

—Aauuj + au^LO + av'^uui + 4v — Aui'^v 

о 
Ap — Au + av uj — Aavuj + avu и + Av + Auo и 

Suj 

Введем обозначение a = {1 — uP'^jauj. Отметим, что о является величиной 
порядка 0{1). Тогда усредненная система запишется в виде 

а " и 
й = 

2 
и — av — 

4 
(X 

au + v — 
V 

V = — au + v — -
2 

au + v — 
4 

(4.13) 

Промасштабруем и, v с множителем 2, заменим t {2/a)t м опустим члены 
0(а2) 

й = и — av — и{и^ + -и^), 
V = аи + V — v{u^' + v"^) — 7-

(4.14) 
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Рис. 4.3. Бифуркационное множество для усредненного уравнения Ван 
дер Поля 

Отображение вдоль потока усредненных уравнений (4.13) за время 27r/w 
служит анироксимацией отображений Пуанкаре (4.1). В связи с этим иссле
дование фазового портрета системы (4.13) или (4.14) представляет интерес. В 
частности, гиперболические неподвижные точки и гиперболические замкну
тые орбиты системы (4.14) отвечают периодическим орбитам и, соответствен
но, инвариантным торам, несущим множество условно-периодических реше
ний системы (4.1)—(4.7). 

На рисунке приведено бифуркационное множество для усредненного урав
нения Ван дер Поля [5]. Это множество точек, для которых поток системы 
структурно неустойчив. Кривые разделяют пространство параметров 7, а об
ласти, внутри которых фазовые портреты топологически эквиволентны. 

Область I - единственный сток. 

Область II - два стока и седло. 

Область III - единственный источник. 

Область IV  - сток, седло и источник. 

Исследуем новедение системы при прохождении через точку А, имеющую 
координаты (сг, 7) = (1/\/3, л/8/27). Зафиксируем, к примеру, координату а, а 
7 будем менять от л/8/27 — 0.01 до л/8/27 + 0.01. 

# Создадим в Maple новый файл 

> restart; 

# Подключим библиотеки 
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> with(DEtools): 

> with(plots): 

# Зададим точку A 

> Sigma:=sqrt(1/3): 

> gammaO:=sqrt(8/27): 

# Напишем процедуру, которая в завимисости от переданного 

# ей параметра gamma рисует векторное поле и несколько 

# фазовых траекторий. 

# 

# Заголовок процедуры 

> myDraw := proc(z) 

# В переменную р1 запишем график нескольких фазовых траекторий 

> р1:=DEplot([diff(u(t),t)=u(t)-sigma*v(t)-u(t)*(u(t)~2+v(t)~2), 

diff(v(t),t)=sigma*u(t)+v(t)-v(t)*(u(t)~2+v(t)~2)-z], 

[u(t),v(t)],t=-150..150, 

[[u(0)=0.1,v(0)=0],[u(0)=5,v(0)=5],[u(0)=-5,v(0)=5] , 

[u(0)=-5,v(0)=-5],[u(0)=5,v(0)=-5],[u(0)=0.9,v(0)=0], 

[u(0)=l.l,v(0)=0],[u(0)=0.7,v(0)=0.4], 

[u(0)=0.8,v(0)=0.4]], scene=[u(t),v(t)],stepsize=0.1, 

view=[-2..2,-2..2], linecolor=black,thickness=l, 

arrows=none): 

# В переменную pp2 запишем график векторного поля 

> pp2:=dfieldplot([ 

diff(u(t),t)=u(t)-sigma*v(t)-u(t)*(u(t)~2+v(t)~2), 

diff(v(t),t)=sigma*u(t)+v(t)-v(t)*(u(t)~2+v(t)~2)-z] , 

[u(t),v(t)],t=-10..10, u=-2..2, v=-2..2, 

arrows=medium,color=red,dirfield=[30,30],axes=BOX): 

# Совместим графики и покужем результат 

> display(ppl,pp2,axes=B0X, view=[-2..2,-2..2]); 

> end proc: 

# Создадим анимацию. Пусть при смене кадра изменяется пареметр 

# gamma. Причем его начальное значение равно gammaO-0.1, 

# а конечное gammaO+0.1. 

>plots[animate](myDraw, [gamma2], 

gamma2=gamma0-0.1..gammaO+0.1, frames=31); 

Проанализируем иолученый результат. При 7 < 7О система находится в состоя
нии соответствующем третьей зоне на рисунке 4.3, когда на фазовом портрете 
существует единственная неподвижная точка - источник и устойчивый пре
дельный цикл (рисунок 4.4 а). При переходе через 7 = 7О = л/8/27 происходит 
бифуркация. Этому положению соответствует единственная негиперболиче
ская неподвижная точка с нулевым и отрицательным собственным значением 
- вырожденный узел (рисунок 4.4 Ь). При 7 > 7О система находится в пер
вой области области бифуркационного множества 4.3 и имеет единственную 
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неподвижную точку - сток (рисунок 4.4 с). 

Дополнительные материалы 

Эволюция фазового портрета уравнения Ван дер Поля при прохождении че
рез точку бифуркации (смотреть ролик) 

Maple листинг часть 1 (скачать файл) 

Maple листинг часть 2 (скачать файл) 

Maple листинг часть 3 (скачать файл) 

4.4 Варианты заданий 

Задание 1. Для уравнения Ван дер Поля (4.1) получить усредненную 
систему для невозмущенного случая (/3=0). Построить фазовый портрет этой 
системы. Для возмущенной системы построить бифуркационное множество, 
аналогичное иредставленному на рисунке 4.3. В качестве параметров принять 

I)ф = + х — 1-,р = cos Lot 2)ф = + X — 2]р = cos LOt 
3)ф = х"^ + X — 1/2]р = cosuit 4)ф = х"^ — X — 1;р = cos wt 
Б)ф = х'^ — X — 2;р = cos wt 6)ф = х^ — х — 1/2;р = cosuit 
7)ф = — X — 1]р = cosuit 8)ф = 2ж̂  — х — 2;р = cos wt 
9)ф = 2х^ — X — 3/2;р = cosut 10)0 = 2ж̂  — х/2 — 1-,р = cosut 
II)ф = 2х^ — ж/3 — 1;р = cosuit 12)0 = ж /̂3 — х — 1;р = cosuit 
13)0 = 2ж̂  — 2]р = cosout 140 = Зх^ — х — 1]р = cos Lot 
15)0 = Зж̂  — х/2 — 2;р = cos uot 16)0 = + ж — 2; р = sin wt 
17)0 = ж̂ + ж/3 — 1;р = sinuit 18)0 = ж̂ — ж — 1/4;р = sinuit 
19)0 = ж̂ — ж/5 — 2-,р = sinuit 20)0 = ж̂ — ж — 1/2]р = sinuit 
21)0 = Зж̂ — X — 1;р = sinuit 22)0 = 2ж̂  — х — 2;р = sinuit 
23)0 = 2ж̂  — ж — 3/4:]р = sinujt 24)0 = 2ж̂  — ж/2 — 1;р = sinwt 
25)0 = 2ж̂  — ж/3 — 1]р = sinwt 26)0 = ж^/3 — ж — 1/2; р = sinwt 
27)0 = 2ж̂  — 2]р = sinwt 280 = Зж̂  — х — 1;р = sinuit 
29)0 = Зж̂  — ж/2 — 2-,р = sinwt 300 = Зж̂  — ж — 1;р = sinwt 

Задание 2. Провести анализ фазовых портретов усредненной системы 
(4.14) при 

0(ж) = ж̂ — 1; 
p{t) = cos wt, 

когда параметры сг и 7 изменяются как онисано ниже. С помощью анимации 
показать эволюцию фазового портрета. 
Параметры сг и 7 меняются по линейному закону 

1)а = 0.1,7 G [0.25, 0.5] 2)а = 0.25,7 G [0.3, 0.5] 
3)(7 = 0.25,7 G [0.1, 0.3] 4)(7 = 0.5,7 G [0.3, 0.5] 
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Рис. 4.4. Фазовые портреты уравнения Ван дер Поля 
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Ъ)а = 0.5,7 G [0.5, 0.6] 6)а = 0.6,7 G [0.4, 0.7] 

7)а = 0.75,7 G [0.5, 0.75] 8)а = 0.9,7 G [0.5, 0.8] 

9)а = 0.4,7 G [0.25, 0.5] 10)(7 = 0.8,7 G [0.6, 0.8] 

11)7 = 0.2, а G [0.1, 0.5] 12)7 = 0.25, а G [0.5, 0.7] 

13)7 = 0.5, а G [0.25, 0.5] I47 = 0.5, а G [0.5, 0.75] 

15)7 = 0.6, а G [0.5, 0.75] 16)7 = 0.65, а G [0.5, 0.8] 

17)7 = 0.7, а G [0.5, 0.8] 18)7 = 0.75, а G [0.5, 0.8] 

19)7 = 0.8, а G [0.6, 0.9] 20)7 = 0.5, а G [0.25, 0.75] 

Параметры сг и 7 движутся против часовой стрелки ио окружности с центром 
в точке М = ((То,7о), радиус окружности R. 

21)(7о = 1/^, 70 = R = 0.05 22)ао = 1/^, 7о = 7 ^ ,  R = 0.1 

23)(7О = 1/^Д, 70 = R = 0.2 24)(7О = 1/^Д, 70 = л/Щ^, R = 0.3 

25)(7о = 1/\/3,7о = л/8/27, Л = 0.4 26)(7о = 1/2,70 = 1/2, Л = 0.05 

27)(7О = 1/2, 70 = 1/2, R = 0.1 28)(7о = 1/2,70 = 1/2, R = 0.15 

30)(То = 0,7о = О, -R = 0.5 (только нер-
29)(7о = 1/2,70 = 1/2,^ = 0.2 

вый квадрант) 
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Глс1Вс1 5 

Метод Мельникова 

Задание 5. Для данной двумерной периодической по времени системм 

X = f{x) + eg{x,t); х = и 
V 

(5.1) 

получить функцию Мельникова с помощью которой проверить пересекаются 
ли устойчивое и неустойчиво многообразия W^^Pe) и W^^Pe). Для случая пе
ресечений многообразий построить несколько фазовых кривых, подтвержда
ющих переход фазовы,х траекторий из одной области в другую. 

5.1 Теоретическая справка 

Рассмотрим систему (5.1), где 

/ = fiias) 
/2 (ж) 

9 
gi{x,t) 
92ix,t) 

достаточно гладкие (класса С", г >2) и ограниченные на ограниченных мно
жествах, а д имеет но t период Т. Мы полагаем для простоты, что невозму
щенная система гамильтонова: 

/1 = — /2 = - — 
dv ди' 

Пусть на систему наложены также слудующие ограничения: 

1) При е = О система (5.1) обладает орбитой гомоклинпческой к ги
перболической седловой точке ро. 

2) Положим Г° = {q^{t)\t G М} П {ро}- Внутренность Г° заполнена непре
рывным семейством нерподпческпх орбит а G (—1,0). Полагая 
с?(ж,Г°) = inf \х — q\, имеем lim sup d{q"(t)= 0. 

gero teR 
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3) ПУСТЬ ha = а Та ̂  период орбиты q"{t). Тогда Та ̂  диффе-
(ТТа 

ренцируемая функция от ha, причем внутри Г° имеем —— > 0. 
dha 

Лемма. При сделанных выше предположениях, для достаточно малых е 
система (5.1) имеет единственную гиперболическую орбиту = Ро + 0{е). 
Соответственно, отображение Пуанкаре Р*° имеет единственную гиперболиче
скую седловую точку р1° = ро + 0{е). 

Теорема 5.1. Если функция M{to) 

ОС 

M{to)= j -to))Ag{q°{t-to),t)dt (5.2) 

— СЮ 

имеет прост,ые нули и не зависит от, е, то W'"'{p^'°) и W'^{pl°) пересекают
ся трансверсалъно. Если значения M{to) от,делены, от, нуля, то W'^^{pl°) П 
w\pI°)0. 

Внешнее произведение в (5.2) определяется как 

а АЬ = aib2 — 0261. 

Замена переменных t ^ t + to приводит интеграл Мельникова (5.2) к виду 
более удобному для расчетов: 

СЮ 

M{to)= j f{q^{t))Ag{q^{t),t + to)dt (5.3) 

— СЮ 

Важность данной теоремы обусловлена возможностью проверки существо
вания трансверсальных гомоклинических орбит для конкретных дифференци
альных уравнений. Пз присутствия таких орбит следует, что некоторая итера
ция Р*° отображения Пуанкаре имеет инвариантное гиперболическое множе-
ство — подкову Смейла, которое содержит множество (неустойчивых) пери
одических орбит, несчетное множество ограниченных непериодических орбит 
и плотную орбиту. Чувствительность к выбору начальных условий, которую 
она придает потоку для данного дифференциального уравнения, представляет 
большой практический интерес. 

Теорема 5.2. Рассмотрим параметризованное семейство х = f{x)+eg{x, t] ц), 
G М для которого выполнены, гипотезы 1-3. Допуст,им,, что функция Мель-

(дМ\ 
никова M{tQ,ii) имеет (квадратичный) корень: М{т,11ь) = Т;;— {T-il^b) = О, 

V ̂ 0̂ / 

J /ОМ Ф 0. Тогда Цв = fJ'b + 0{е) - бифур

кационное значение, для которого в данном, семействе систем имеют место 
квадратичны,е гомоклинические касания. 
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5.2 Пример решения 

Рассмотрим уравнение Дуффинга с отрицательной линейной жесткостью 
и слабым синусоидальным возбуждением и демпфированием. Записывая это 
уравнение в виде (5.1), получим 

и = V, 

i) = и — w^ + cos uit — 5v), 3 , , . . л  (М)  

где амплитуда силы 7, частота и и коэффициент демпфирования 5 представля
ют собой изменяемые параметры, а е — малый (масштабирующий) параметр. 

Гамильтониан системы (5.4) имеет вид 

V? Н = ^ 
2 2 4 

в чем нетрудно убедиться 

> restart: 

> with(linalg): 

# Задаем гамильтониан 

> H:=v-2/2-u-2/2+u-4/4; 

# Убедимся, что он соответствует исследуемой системе 

> du=diff(H,v); 

> dv=-diff(H,u); 

du = V 

dv = и — u^ 

# Зададим список для правых частей уравнения и для возмущений 

> f:=[diff(H,v),-diff(Н,и)]: 

> g:=[0,gammal*cos(omega*t)-delta*v]: 

# Найдем неподвижные точки невозмущенной системы 

> RES:=solve(f,{u,v}); 

RES := {и = 0,v = 0}, {и = l,v = 0}, {и = —l,v = 0} 

# Определим седловую точку, для этого составим матрицу 

# линеаризированного отображения Пуанкаре и найдем ее 

# собственные значения 

> Df:=jacobian(f,[u,v]); 

> ev:=eigenvals(Df); 

# Выведем координаты неподвижной точки и соответствующие 

# собственные значения. 

> RES[1],subs(RES[1],evalf([ev])); 

> RES[2],subs(RES[2],evalf( [ev])); 

> RES[3],subs(RES[3],evalf( [ev])); 
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{u = 0,v = 0},[1.,-1] 

{u = l,v = 0}, [1.4142135621, -1.414213562 /] 
{и = -l,v = 0}, [1.414213562 I, -1.414213562 /] 

Видно, что седлова точка имеет координаты (и, v) = (О, 0) 
Для рассматриваемой системы полная энергия является первым интегра

лом, то есть 
Н = const = h 

Подставляя координаты седловой точки в уравнение для Гамильтониана по
лучим h = 0. Таким образом гомоклинические траектории, соответствующие 
движению но сепаратрисе описываются дифференциальным уравнением 

Н = — - — + — = 0 
2 2 4 

# Проинтегрируем аналитически последнее уравнение 

> dsolveCdiff(u(t),t)~2/2-u(t)~2/2+u(t)~4/4,u(t)); 

, , г , л г , л л/2 tanh(—t + a y  — 2 
U{t) = And) = -V2.u(t) = 

л/21апЬ(—t + _ClY  — 2 
^ ^ t a n h ( — t  + _C1) 

Решения u{t) = ± \ / 2  соответствуют точкам {u,v) = (±\ /2 ,  0) для которых 
Н=0. Другие два решения описывают невозмущенные гомоклинические тра
ектории 

Для определения константы _С1 подставим в u{t) координаты неподвпж-
НОЙ точки. 

# Зададим функцию u(t,_Cl), используя полученные решения. 

# Перейдем от tanh к sinh. 

> u:=(t,_Cl)->convert((2*tanh(-t+_Cl)~2-2)~(l/2)/ 

tanh(-t+_Cl)jSinh); 

# Найдем константу _C1 из условия, что при t=0 u=0 

> RES2:=solve(u(0,x)=0,x); 

RES2 := 1/2/7Г, - 1/2/7Г 

# Подстановка любого из найденных значений приводит к одному и 

# тому же результату. Чтобы убедиться в этом, найдем разность 

> u(t,RES2[l])-u(t,RES2[2]); 

О 
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-0.5 

-0.2 

-0.6 

Рис. 5.1. Гомоклинические траектории невозмущенной системы 

# Используя найденную константу создадим функцию для левой и правой 

# ветви сепартрисы 

> ul:=t->u(t,RES2[l]): 

> u2:=t->-u(t,RES2[l]): 

# Зависимости v(t) найдем дифференцируя u(t) 

> vl:=t->subs(q=t,factor(diff(ul(q),q))); 

> v2:=t->subs(q=t,factor(diff(u2(q),q))); 

# Построим сепаратрису с помощью найденных решений 

plot([[ul(t)jdiff(ul(t),t),t=0..10] , 

[u2(t)jdiff(u2(t),t),t=0..10], 

[ul(t)jdiff(ul(t),t),t=-10..0], 

[u2(t)jdiff(u2(t),t),t=-10..0]]); 

# Приступим к построению функции Мельникова. Рассмотрим одну из 

# найденных гомоклинических траекторий. 

# Подставим в списки f и g решения ul(t), vl(t) 

> fqO:=subs(u=ul(t),v=vl(t),f): 

> gqO:=subs(t=t+tO,u=ul(t),v=vl(t),g): 

# Тогда согласно (5.3) подинтегральное выражение имеет вид 

> Mint:=factor(fqO[1]*gqO[2]-fqO[2]*gqO[1]): 

# Для удобства в качестве параметров функции М укажем не 

# только to, но и другие параметры системы 

> М:=(хО,х1,х2,хЗ)->int(subs(tO=xO,gammal=xl,delta=x2,omega=x3,Mint),t=-15..15); 

# Здесь мы в качестве пределов интегрирование использовали пределы 

# -15..15. Экспериментальным путем было установлено, что такие приделы 

# позволяют численно вычислить полученный интеграл с точностью до четырех 

# знаков после запятой 

В качестве примера построим зависимость M{to) для 7 = 0.4, 5 = 0.1, и = 1 
(рисунок 5.2). 

plot(M(tO,0.4,0.1,1),t0=-5..5,numpoints=2) 
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Рис. 5.2. Функция Мельникова для левой гомоклинической траектории 

График пересекает ось абсцисс, значит M{to) имеет простые пули и и 
пересекаются трапсверсальпо. 

Построим фазовую траекторию, иллюстрирующую пересечение гомокли-
нических траекторий и переход из одной области движения в другую (рисунок 
5.3). 

# В переменную РО запишем график невозмущенной сепаратрисы 

> РО:=plot([[ul(t)jdiff(ul(t),t),t=0..10], 

[u2(t)jdiff(u2(t),t),t=0..10], 

[ul(t)jdiff(ul(t),t),t=-10..0], 

[u2(t)jdiff(u2(t),t),t=-10..0]] , 

color=[red,red,red,red]): 

# Расчитываем фазовую траекторию и записываем результат 

# в переменную Р1. 

> Р1:=DEplot([diff(x(t),t) = y(t), 

diff(y(t),t) = x(t)-x(t)~3+0.4*cos(t)-0.25*y(t)], 

[x(t),y(t)],t=0..30,[[x(0)=0.3,y(0)=0]], 

scene=[x(t),y(t)],stepsize=0.1, 

view=[-1.5..1.5,-1.5..1.5], linecolor=black, 

thickness=l, axes=BOX, maxfun=0, arrows=none): 

# Строим РО и PI на одном графике 

> display(РО,PI); 
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Рис. 5.3. Переход фазовой траектории из одной области движения в дру
гую 

Дополнительные материалы 

Ниже приведены ссылки на несколько видеороликов, иллюстрирующие по
ведение системы и перетекание траекторий из одной области невозмущенной 
системы в другую при различных соотношениях параметров. Во всех примерах 
и = 1. Серым цветом показаны траектории, которые изначально находились 
во внешней области, зеленым - в левой внутренней, коричневым - в правой 
внутренней. Красным цветом показана сепаратриса невозмущенной системы. 

• Невозмущенная система 7 = О, 5 = О (смотреть ролик). 

• Определяющее влияние оказывает диссипативная сила 7 = 0.01, 5 = 0.2 
(смотреть ролик). 

• Определяющее влияние оказывает периодическое возмущение 7 = 0.1, 
5 = 0.01 (смотреть ролик). 

• Периодическое возмущение и диссипативная сила сопоставимы 7 = 0.1, 
5 = 0.1 (смотреть ролик). 

Maple листинг (скачать файл) 

5.3 Варианты заданий 

Исследовать аналогичным образом систему 
Для вариантов 1-10: 

в = V, 

V = — sm9 + е{а + ̂  cos uot); 
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Для вариантов 11-20: 

Для вариантов 21-30: 

в = V, 

?) = — sin 0 + ав^ + е sin uit); 

в = V, 

V = — sin^ 9 + е cos uot — 5в; 

Построить функцию Мельникова для 1)а = 0.1,7 = 0.1, w = 1; 
2)а = 0.2,7 = 0.1, W = 1; 

3)а = 0.4,7 = 0.1, W = 1; А)а = 0.1, 7 = 0.2, W = 1; 

Ъ)а = 0.1,7 = 0.4, W = 1; 6)q; = 0.1,7 = 0.1,W = 2; 

1)а = 0.2,7 = 0.1, W = 2; 8)о; = 0.4, 7 = 0.1, со = 2; 

9)а = 0.1,7 = 0.2, W = l/vr; 10)о; = 0.1,7 = 0.3, W = 2/7Г; 

11)о; = 1,£ = 0.1, W = 1; 12)о; = 1,£ = 0.2,и = 1; 

13)о; = 2,£ = 0.3,со = 1; 14о; = 2,6 = 0.4, ш = 1: 

1Ъ)а = 1,£ = 0.3,и = 2; 16)о; = 2,£ = 0.3,и = 2/7Г; 

П)а = 1,£ = 0.3, W = 7Г — -тг-1. 18)о; = 0.2, е = 0.3, W = 7Г ; 

19)о; = 0.5, е = 0.2, W = 7Г ; 20)о; = 2, е = 0.1, W = 7Г ; 

21)6: = 0.1,5 = 0.1,W = 1; 22)£ = 0.2,5 = 0.1,W = 1; 

23)6: = 0.3,5 = 0.2, W = 1; 24)6: = 0.4,5 = 0.1, ш = 1; 

25)£ = -0.1,5 = 0.2,W = 1; 26)£ = 0.1,5 = -0.05, W = 1; 

27)£ = 0.1,5 = 0.2, W = 2; 28)£ = 0.1,5 = 0.3, W = 2; 

29)£ = 0.1,5 = 0.1, W = 7Г - 1 .  30)6: = 0.3, 5 = 0.1, W = 7Г - 1  
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