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1. Неопределенный интеграл и первообразная 

 

1.1. Определения 

Интеграл – одно из важнейших понятий математики, возникшее в связи с 

потребностью, с одной стороны, отыскивать функции по их производным 

(например, находить функцию, выражающую путь, пройденный движущейся 

точкой, по скорости этой точки), а с другой – измерять площади, объемы, длины 

дуг, работу сил за определенный промежуток времени и т.п.  

Нахождение неопределенных интегралов, или интегрирование, есть опе-

рация, обратная дифференцированию. При дифференцировании функции F(x) 

ищется ее производная f (x). При интегрировании, наоборот, ищется первообраз-

ная функция. 

Функция F(x) называется первообразной для функции  f (x), если  

F' (x)=f (x). 

Функция f (x) может иметь различные первообразные, но все они отлича-

ются друг от друга только произвольной постоянной С. 

Если F(x) – первообразная для f (x), то F(x)+C – тоже является первообраз-

ной для f(x). Здесь С – произвольная постоянная.  

Все первообразные для функции f (x) содержатся в выражении F(x)+C, ко-

торое называется неопределенным интегралом функции f (x) и обозначается 

 dxxf )( . Здесь   – знак интеграла, f (x) – подынтегральная функция, f (x)dx – 

подынтегральное выражение. 

Таким образом,  dxxf )( =F(x)+C. 

Нахождение первообразной для функции f (x) называется интегрированием 

функции f (x).  

С геометрической точки зрения неопределенный интеграл представляет 

совокупность (семейство) кривых, каждая из которых получается путем сдвига 

одной из кривых параллельно самой себе вверх или вниз, т. е. вдоль оси 0y. 
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1.2. Свойства неопределенных интегралов 

 

         1)     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

         2)   dxxfkdxxfk )()(  

         3) dxxfdxxfd )()(   

         4) Cxfxdf  )()(  

         5) CxaF
a

dxxaf  )(
1

)(  

         6) CbxFdxbxf  )()(  

         7) CbxaF
a

dxbxaf  )(
1

)(  (следствие из 5 и 6 свойств) 

 

ПРИМЕРЫ 

 

1. Вычислить    dxxх sin25 2 . 

Решение. 

Данный интеграл представим в виде суммы двух интегралов (см. свойство 

1)     xdxdxxdxxх sin25sin25 22 , в каждом из которых вынесем за знак инте-

грала множитель-константу (см. свойство 2)   xdxdxxxdxdxx sin25sin25 22 . 

Полученные в итоге интегралы являются табличными:  

CxxCx
x

xdxdxx   cos2
3

5
)cos(2

3
5sin25 3

3
2 . 

 

2. Вычислить   dxxx x )5( 3 4 . 

Решение. 

В данном интеграле также воспользуемся свойством 1 для того, чтобы раз-

бить изначальный интеграл на сумму трех интегралов  

  dxxdxdxxdxхх xх 3 43 4 5)5( . 
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Далее запишем 2
1

хх   и 3
4

3 4 хх  .  

Получим три табличных интеграла: 

   C
xx

dxxdxdxx
x

x

3
75ln

5

2
3

5
3

7
2

3

3
4

2
1

Cxx
x

 3
7

2
3

7

3

5ln

5

3

2
. 

 

3. Вычислить dx
x

xx




5

33 142
. 

Решение. 

Подынтегральную дробь разобьем на три более простые дроби  

 


















dx

xx

x

x

x
dx

x

xx
55

3

5

3

5

33 142142
, 

далее полученный интеграл суммы запишем в виде суммы интегралов (см. свой-

ство 1)  

 





















dxx
dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x

x

x

55

3

5

3

55

3

5

3 142142
 

и в каждом из них вынесем множитель-константу (см. свойство 2)  

 


 dx
x

dx
x

x
dx

x

x

dxx
dx

x

x
dx

x

x

55

3

5

3

55

3

5

3 1
42

142
. 

Теперь преобразуем дроби, записав их в виде степенных функций   

2
1

2
53

2
5

3

5

3

xx
x

x

x

x



 и 6

13
2

5

3

1

2
5

3
1

5

3 

 xx
x

x

x

x
. 

Получив табличные интегралы, вычислим их: 

.
3

2

7

24

3

4

2
3

6
7

4

2
3

242 2
3

6
7

2
32

3
6

7
2

3

2
5

6
13

2
1

CxxxC
xxx

dxxdxxdxx 











  

 

4. Вычислить   dxxx ))3cos()2(sin( . 

Решение. 

Так же как и в предыдущих примерах, воспользуемся свойством 1 для пре-

образования интеграла от суммы в сумму интегралов. Для вычисления первого 

из получившихся интегралов воспользуемся свойством 5, а для вычисления вто-

рого – свойством 6. 
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  Cxxdxxdxxdxxx )3sin())2cos((
2

1
)3cos()2sin())3cos()2(sin(  

                                    Cxx  )3sin()2cos(
2

1
. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

Вычислить. 

1)   dxxxx )25( 323 ;      2) dx
x

xx )
1

53(
4 3

63 2  ;     

3) dx
x

xx



3

2

;       4) dx
x

xx



3

4 34

;   

5)   dxx )74cos( ;         6) 
 dxx )3(2 ;       

7)   2)5(x

dx
;        8) 

5 2)12( x

dx
;       

9) 


dx
x

x
2

3)1(
. 

 

Ответы. 

1) Сххх  2
5

34

5

2

3

2

4

5
;    2) Сххх  4

1
43

5

20
4

3

5

3
;   

3) Схх  6
7

3
8

7

6

8

3
;    4) Схх 


4

5
2 8,05,0 ;   

5) Cx  )74sin(
4

1
;    6) C

x




2ln

2 3

;   

7) C
x






5

1
;     8) Cx  5

3

)12(
6

5
;   

9) C
x

xxx 
1

||ln335,0 2 . 
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2. Основные методы вычисления неопределенного интеграла 

 

2.1.  Внесение под знак дифференциала 

 

Данный метод интегрирования основан на инвариантности формул инте-

грирования. То есть формулы интегрирования, приведенные в таблице интегра-

лов действительны как для независимой переменной  х , так и для некоторой 

функции и=u(x) . Например, 

  Cuudu sincos   или C
n

u
duu

n
n 






 1

1

 и т.д. 

Значит, подынтегральное выражение можно преобразовать таким образом, 

чтобы под знаком дифференциала стояла та же функция, что и в основной 

подынтегральной функции. Тогда полученный интеграл можно вычислить по 

таблице интегрирования и с использованием свойств неопределенного интегра-

ла. Некоторые случаи внесения под знак дифференциала можно записать  сле-

дующими формулами: 

 )(sincos xdxdx ;                     )(cossin xdxdx  ;            )( xx eddxe  ; 

 

)(
2

1 2xdxdx  ;                             )(ln xd
x

dx
 ;                    )(2 xd

x

dx
 . 

  

Пример 

1) Вычислить  
dx

x

x

32
. 

Решение. 

Внесем под знак дифференциала х и воспользуемся 6 свойством неопреде-

ленного интеграла. 

Cx
x

xd

x

xd

xdxdxdx
x

x


















 )3ln(

2

1

3

)(

2

1

3

)(
2

1

)(
2

1

3

2

2

2

2

2

2

2
. 
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2) Вычислить  dx
x

xln
. 

Решение. 

Преобразуем подынтегральное выражение таким образом, чтобы под диф-

ференциалом стал   ln x.  Теперь можно будет пользоваться таблицей интегралов. 

C
x

xxdxd
x

dx
dx

x

x









  2

)(ln
)(lnln)(ln

ln 2

. 

 

3) Вычислить  dx
x

xtg
2

3

cos
. 

Решение. 

Заметим, что )(
cos2

tgxd
x

dx
 . Выполнив это преобразование, можно вос-

пользоваться таблицей интегралов. 

C
xtg

tgxxdtgtgxd
x

dx
dx

x

xtg









  4

)()(
coscos

4
3

22

3

. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1) 
 3

2

2x

xdx
;       2)  1

4
4x

xdx
;       3)   dxxx )3sin( 2 ;    4) 

)(cos 2 xx

dx
; 

5) 
 xx

dx

4
;        6)   xdxx 3sincos ;     7)  dx

x

x
5cos

sin
;      8)  xx

dx
3ln

;     

9)  xx

dx

ln
. 

 

Ответы. 

1) Сх  32 ;    2) Cxarctg )(2 2 ;    3) Cx  )3cos(
2

1 2 ;    

4) Cxtg )(2 ;  5) Cx  4ln2 ;   6) Cx 4sin
4

1
;     

7) C
x


4cos4

1
;    8) C

x


2ln2

1
;    9) Cx lnln . 
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2.2. Замена переменной в неопределенном интеграле 

 

Данный метод вычисления интегралов основан на введении новой пере-

менной, благодаря которой исходный интеграл упрощается и приводится к таб-

личному интегралу. Итак, введем новую переменную t формулой x=g(t), где 

функция g(t) дифференцируема на некотором множестве T и существует обрат-

ная к функции g(t) функция t=g -1(x).  

Теперь надо подставить x=g(t) в исходное подынтегральное выражение 

 dxxf )( .  

В подынтегральной функции f (x) переменная x заменяется на выражение 

g(t), а dx=d(g(t))=g'(t)dt.  

Тогда  

  dttgtgfdxxf )())(()( . 

Отметим, что при интегрировании иногда удобнее подбирать замену пере-

менной в виде t=φ(x), а не x=g(t).  

В получившуюся в результате функцию, зависящую от t, вместо t подста-

вим  g -1(x). Функция g -1(x) – функция, обратная функции g(t).   

 

Примеры 

1) Вычислить 
 xx

dx
. 

Решение. 

Сделаем замену t= x , т.е. x=t2, тогда dx=d(t2)=2tdt.  

Теперь в исходный интеграл вместо x запишем t2 и вместо х  запишем t. 

В получившийся результат вместо t подставим х . 

 

CxCt
t

dt
dt

tt

t

tt

tdt

tdtdx

tx

xx

dx

























 )1ln(2)1ln(2

1
2

)1(
2

2

2
2

2

. 
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2) Вычислить 


dx
e

e

x

x

1

3

. 

Решение. 

Заменим xet  1 , выразим x: )1ln( 2tx  .  

Тогда dt
t

t
tddx

2

2

1

2
))1(ln(




 . 

  

































dttdt

tt

tt
dt

tt

tt

dt
t

t
dx

txet
dx

e

e
x

x

x
22

2

32

2

32

2

2
3

)1(2
)1(

)1(
2

)1(

)2()1(

1

2
)1ln(,1

1

    C
ttt

dttdttdtdttdttdtdttt
5

2
3

4
1

224222)21(2
53

424242

CeeeCttt xxx  2
5

2
3

53 )1(
5

2
)1(

3

4
12

5

2

3

4
2 . 

 

3) Вычислить  dx
x

x

3 2

3cos
. 

Решение. 

Сделаем замену t= 3 x , т.е. x=t3. Тогда dx=d(t3 )=3t2dt. После вычисления 

интеграла вместо переменной t подставим 3 x . 

 

CxCttdt
t

dttt

dttdx

txxt
dx

x

x
















 

3

2

2

2

33

3 2

3

sin3sin3cos3
3cos

3

,cos
. 

 

4) Вычислить 
 92xx

dx
. 

Решение. 

Заменим t= 92 x , т.е. x=
2

92 t
. Тогдаdx= 







 

2

92t
d = )9(

2

1 2 td =
2

1
·2tdt=tdt. 

.
3

92

3

2

33

1
2

9
2

)9(
2

1

)9(
2

1
,92

92
2

2

2

C
x

arctgC
t

arctg

t

dt

tt

tdt

tdtdx

txxt

xx

dx
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5) Вычислить  
dx

x

x

4cos

2sin
4

. 

Решение. 

Заменим t=cos2x, тогда dt=d(cos2x)=2cos x·(-sin x)dx. 

.
2cos

2cos
ln

4

1

2

2
ln

22

1

4sincos2

cos

4cos

cossin2

4cos

2sin

2

2

2

2

44

C
x

x

C
t

t

t

dt

xdxxdt

xt
dx

xx
dx

x

x







































 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

Вычислить. 

1)  dx
x

x

4 3

4sin
;         2) 

 )5(3 23 xx

dx
;      3) 



dx

e

e

x

x

3
2

3

16

;      

4) 




dx
x

e x

53

53

; 5)  
dx

x

x

42cos

4sin
4

;    6) 


dx
x

x

3cos

2sin

4
;    

7)  
dx

e

e
x

x

54

2

. 

 

Ответы. 

1) Cx  )cos(4 4 ;    2) Cx 5ln
2

3 3 2 ;    3) C
e

x
















4
arcsin3

3

;   

4) Ce x 53

3

2
;  5)   Cxarctg  2cos5,05,0 2 ;  

6) Cxx  3coscosln 42 ;      7) C
e

arctg
x










552

1 2

. 

 

2.3. Интегрирование по частям 

 

В методе интегрирования по частям подынтегральное выражение разбива-

ется на два сомножителя: u и dv. Основываясь на этом разбиении, находятся 

функция v и дифференциал du. Далее, используется формула интегрирования по 

частям:   

  vduuvvdu  
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Функции u(x) и v(x) должны быть дифференцируемыми.  

Эта формула используется, если подынтегральное выражение можно пред-

ставить в виде произведения сомножителей u и dv и получившийся интеграл 

 vdu  вычислить проще, чем исходный udv . При этом за u берется та функция, 

которая при дифференцировании упростится, а за dv – та часть подынтегрально-

го выражения, интеграл от которой известен. 

Например, для интегралов вида   dxexP ax)( ,   axdxxP sin)( ,   axdxxP cos)(  за 

u удобнее брать многочлен P(x), а за dv оставшуюся часть подынтегрального вы-

ражения: eaxdx, sin(ax)dx и cos(ax)dx соответственно. Для интегралов вида 

 xdxxP ln)( ,   xdxxP arcsin)( ,   xdxxP arccos)(  за u принимают соответственно ln x, 

arcsin x  и  arccos х, а за dv – P(x)dx. 

 

Примеры 

1) Вычислить   xdxx sin . 

Решение. 

Здесь за u удобнее взять x, а за dv оставшуюся часть подынтегрального вы-

ражения: sinx dx. 

Тогда du=dx, а v=  xdxsin = – cosx. 

Cxxxdxxxx
xvdvxdx

dxduxu
xdxx 












  sincos)cos()cos(

cos,sin

,
sin . 

 

2) Вычислить   dxex x2 . 

Решение. 

Так же как и в предыдущем примере за u лучше взять многочлен x2. За dv 

тогда принимаем exdx. Тогда du=d(x2)=2xdx, v=  dxe x =ex. В данном примере в 

изначальной подынтегральной функции стоял x2 – многочлен второй степени, 

значит, при дифференцировании останется  многочлен первой степени  2x  и по-

лучится новый интеграл  dxxex .  

 











 xdxeex

evdvdxe

xdxduux
dxex xx

xx

x 2
,

2, 2
2

2 . 
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Полученный интеграл тоже вычисляется с помощью формулы интегриро-

вания по частям. За u снова берется многочлен, но теперь уже первой степени   

x, а за dv снова exdx. И тогда du=dx, а v=  dxe x =ex. 

 

.)22(2222

2
,

,
22

222

222

CxxeCeexexdxeexex

dxeexex
evdvdxe

dxduux
dxexexxdxeex

xxxxxxx

xxx

xx

xxxx




















 

 

3) Вычислить  xdxln . 

Решение. 

В данном примере подынтегральная функция содержит только ln x, кото-

рый принимаем за u. Тогда за dv берем dx. Значит du=d(ln x)=
x

1
dx, v=  dx =x. 

Cxxxdxxx
x

dx
xxx

xvdvdx
x

dx
duux

xdx 

















  lnlnln

,

,ln
ln . 

 

4) Вычислить   xdxe x sin . 

Решение. 

В данном примере, в отличие от других, рассмотренных выше нельзя ска-

зать, что разбиение подынтегрального выражения на u и dv очевидно. Если за  

u взять ex, а dv=sinx dx, то du=exdx, v=  xdxsin = - cos x.  

Если же за u принять sin x, а за dv=exdx, тогда du=cos x dx, v=  dxe x =ex.  

В любом из рассмотренных случаев интеграл, полученный в результате 

применения формулы интегрирования по частям, не проще исходного, а за dv 

можно брать любую часть подынтегрального выражения, потому что интеграл 

 dv =v будет найден и для ex и для sin x. Значит можно выбрать любой из спосо-

бов разбиения данного интеграла на u и dv. 

.sinsincos)sinsin(cos

sin,cos

,
)cos()cos(

cos,sin

,
sin


































dxexxexedxexxexe

xvdvxdx

dxeduue
dxexxe

xvdvxdx

dxeduue
xdxe

xxxxxx

xx
xx

xx
x
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Итак, в ходе решения был получен исходный интеграл, который мы вы-

числяем  xdxe x sin . 

Если перенести его в правую часть, то справа получится 2  xdxe x sin , а сле-

ва некоторая функция. 

xexexdxe xxx cossinsin2  . 

Поделим левую и правую части на 2, прибавим постоянную интегрирова-

ния С и получим ответ: Cxxexdxe xx  )cos(sin
2

1
sin . 

Интегралы подобного вида называются циклическими, потому что в ходе 

решения приходят к тому, от чего уходили, т.е. прошли по кругу, сделали цикл. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1)   xdxx cos ;     2)   dxex x)1( ;    3)  xdxx ln ;    4)  arctgxdxx 2 ; 

5)   xdxx sin2 ;   6)   xdxxx cos)32( 2 ;   7)  dxex x25 ;   8)  xdxe x cos2 . 

 

Ответы. 

1) Cxxx  cossin ;  2) Cxex  ;   3)   Cxx  5,0ln5,0 2 ;  

4)   Cxxarctgx
x

 )1ln(
6

1

3

22
3

;   5) Cxxxxx  cos2sin2cos2 ;  

6) Cxxxxx  cos)1(2sin)12( 2 ;   7) Cxxex  )15,0( 242

;  

8) Cxxe x  )cos2(sin
3

1 2 . 
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3. Интегрирование некоторых классов элементарных функций 

 

3.1. Интегрирование дробей, содержащих квадратный трехчлен 

 

Квадратный трехчлен – это сумма вида ax2+bx+c, где a, b, c – постоянные 

величины, константы, а x – это переменная. 

1° Рассмотрим сначала интегрирование дробей вида 
cbxax

NMx




2

, где  

b2 – 4ac < 0 .  

Интеграл от таких дробей вычисляется следующим образом.  

1) В выражении, стоящем в знаменателе выделяем полный квадрат: 

ax2+bx+c=a































2

22

42 a

b

a

c

a

b
x . 

2) Делаем замену t=x+
a

b

2
, тогда  x=t – 

a

b

2
 и  dx=dt.  

3) Также для краткости можно обозначить выражение 
2

2

4a

b

a

c
 =q2.  

4) Подставляем новую переменную в подынтегральное выражение: 

dt
qta

N
a

b
tM

dtdx
a

b
tx

a

b
xt

dx
cbxax

NMx
 






































)(

2

,
2

2
222

. 

5) В числителе раскрываем скобки, а в знаменателе выносим множитель за 

знак интеграла: dt
qt

N
a

b
MMt

a
dt

qta

N
a

b
tM

 
















2222

21

)(

2
. 

6) Далее разбиваем дробь 
22

2

qt

N
a

b
MMt





 на сумму двух дробей    

222222

22

qt

a

b
MN

qt

Mt

qt

N
a

b
MMt













. 
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Получаем два интеграла:  

 






dt
qt

a

b
MN

a
dt

qt

Mt

a 2222

211
. 

7) В первом интеграле вносим в числителе t под знак дифференциала 

Mtdt=
2

1
Mdt2 и получаем табличный интеграл:  

.ln
22

2

1

11 22

22

2
2

2222
Cqt

a

M

qt

dt

a

M
dt

qt

M

a
dt

qt

Mt

a









  

8) Второй интеграл уже является табличным. 

.
12221

2222
C

q

t
arctg

qa

a

b
MN

qt

dt

a

a

b
MN

dt
qt

a

b
MN

a























  

9) Возвращаемся к изначальной переменной x и пользуемся той же заме-

ной 
2

2

4a

b

a

c
 =q2:  













 C
q

t
arctg

qa

a

b
MN

qt
a

M 12ln
2

22

C

a

b

a

c

a

b
x

arctg

a

b

a

c
a

a

b
MN

a

cbх
x

a

M



































2

2

2

2

2

4

2

4

2ln
2

. 

 

Пример 

1) Вычислить 



dx

xx

x

22

22
2

. 

Решение. 

Выделим в знаменателе полный квадрат:  

                 x2 – 2x +2=(x2 – 2·1·x +1) – 1+2= (x – 1)2 +1.  

Сделаем замену t=x – 1, тогда x=t+1, dx=dt.  

 




















dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x

1

2)1(2

,1

1

22

22
22

. 
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Раскроем в числителе скобки  





dt

t

t
dt

t

t

1

2

1

2)1(2
22

 и внесем 2t под знак 

дифференциала .
11

2
2

2

2  


 t

dt
dt

t

t
  

Получим табличный интеграл .1ln
1

2

2

2

Ct
t

dt


   

Далее используем замену t=x – 1: .22ln1ln 22 CxxCt   

 

2) Вычислить  


dx

xx

x

54

13
2

. 

Решение. 

В знаменателе выделим полный квадрат:  

x2 +4x +5=(x2 + 2·2·x + 4) – 4 +5=(x+2)2+1. 

Сделаем замену: t=x +2, тогда x=t – 2, dx=dt. 

dt
t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x
 





















1

1)2(3

,2

2

54

13
22

. 

Раскроем в числителе скобки: .
1

73

1

163

1

1)2(3
222  












dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
  

Разобьем дробь на разность двух дробей и получим два интеграла:  

 























1
7

1
3

1

7

1

3

1

73
22222 t

dt
dt

t

t
dt

tt

t
dt

t

t
. 

В первом интеграле внесем под знак дифференциала tdt=
2

1
dt2, а второй 

интеграл уже табличный: 

Ctarctgt
t

dt

t

dt

t

dt
dt

t

t











  )(71ln
2

3

1
7

12

3

1
7

1
3 2

22

2

22
. 

Вернемся к изначальной переменной x:  

.)2(754ln
2

3
)(71ln

2

3 22 CxarctgxxCtarctgt   
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Задачи для самостоятельного решения 

 

Вычислить. 

1) 



dx

xx

x

122

24
2

;     2) dx
xx

x






122

34
2

;     3) 



dx

xx

x

54

52
2

;   

4) 



dx

xx

x

263

1
2

;        5) 



dx

xx

x

263

2
2

;    6) 



dx

xx

x

12

33
2

;     

7) dx
xx

x






53

15
2

. 

 

Ответы. 

1) Cxx 
2

1
ln 2 ;  

2) Cxarctgxx  )12(
2

1
ln 2 ;  

3) Cxarctgxx  )2(954ln 2 ;  

4) Cxx 
3

2
2ln

6

1 2 ;  

5) Cxarctgxx  )33(
3

1

3

2
2ln

6

1 2 ;  

6) Cxarctgxx 









3

1

3

4

2

5

2

1

2

1
ln

4

3 2 ;  

7) Cxarctgxx 









11

3

11

2

11

13
53ln

2

5 2 . 
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2° Теперь рассмотрим интеграл вида 



dx

cbxax

NMx

2
. Принцип его реше-

ния похож на рассмотренный выше.  

1) В подкоренном выражении знаменателя выделяем полный квадрат: 

ax2+bx+c=a































2

22

42 a

b

a

c

a

b
x . 

2) Делаем замену t=x+
a

b

2
, тогда  x=t – 

a

b

2
 и  dx=dt.  

3) Также для краткости можно обозначить выражение 
2

2

4a

b

a

c
 =q2.  

4) Подставляем новую переменную в подынтегральное выражение: 

dt
qta

N
a

b
tM

dtdx
a

b
tx

a

b
xt

dx
cbxax

NMx









































)(

2

,
2

2
222

. 

5) В числителе раскрываем скобки, а в знаменателе выносим множитель за 

знак интеграла: dt
qt

N
a

b
MMt

a
dt

qta

N
a

b
tM



















2222

21

)(

2
. 

6) Далее разбиваем дробь 
22

2

qt

N
a

b
MMt





 на сумму двух дробей 

222222

22

qt

a

b
MN

qt

Mt

qt

N
a

b
MMt













 

и получаем два интеграла: 







dt
qt

a

b
MN

a
dt

qt

Mt

a 2222

211
.  

7) В первом интеграле вносим в числителе t под знак дифференциала 

Mtdt=
2

1
Mdt2 и получаем табличный интеграл: 

    .
22

2

1

11
2

1
222

1
22

22

2
2

2222
Cqt

a

M
dtqt

a

M

qt

dt

a

M
dt

qt

M

a
dt

qt

Mt

a













 

8) Второй интеграл уже является табличным  

.ln2221 22

2222
Cqtt

a

a

b
MN

qt

dt

a

a

b
MN

dt
qt

a

b
MN

a
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9) Возвращаемся к изначальной переменной x и пользуемся той же заменой  

2

2

4a

b

a

c
 =q2:    



 Cqtt
a

a

b
MN

qt
a

M 222
1

22 ln2  

.
2

ln2 22 C
a

cbх
x

a

b
x

a

a

b
MN

a

cbх
x

a

M










  

 

 

Пример 

1) Вычислить 



dx

xx

x

22

22

2
. 

Решение. 

Выделим в подкоренном выражении полный квадрат: 

x2–2x +2=(x2–2·1·x +1) – 1 +2= (x – 1)2 +1. 

Сделаем замену: t=x – 1, тогда x=t+1, dx=dt. 























dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x

1

2)1(2

,1

1

22

22

22
. 

В числителе раскроем скобки: 






dt

t

t
dt

t

t

1

2

1

2)1(2

22
 и внесем t под знак 

дифференциала  



 11

2

2

2

2 t

dt
dt

t

t
.  

Получили табличный интеграл      




.121
1

2
1

222
1

2

2

2

Ctdtt
t

dt
  

Вернемся к переменной x:  

    .22222212 22
1

22
1

2 CxxCxxCt   

 

2) Вычислить dx
xx

x






53

42

2
. 

Решение. 

В подкоренном выражении выделим полный квадрат:  

                  x2 + 3x + 5= (x2 +2·
2

3
·x+

4

9
) – 

4

9
+5=(x +

2

3
)2 +

4

11
.  

Сделаем замену: t=x +
2

3
, тогда x=t – 

2

3
, dx=dt. 

dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x









































4

11

4
2

3
2

,
2

3
2

3

53

42

2
2

.  
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В числителе раскроем скобки 

















dt

t

t
dt

t

t

4

11

72

4

11

4
2

3
2

22

 и разобьем инте-

грал на разность 






































4

11
7

4

11

2

4

11

7

4

11

2

4

11

72

22222 t

dt
dt

t

t
dt

tt

t
dt

t

t
. 

В первом интеграле внесем под знак дифференциала t: 

 





4

11

4

11

2

2

2

2 t

dt
dt

t

t
 

и получим табличный интеграл 

.
4

11
2

4

11
2

4

11

4

11

2
2

1

22
2

1

2

2

2

CtCtdtt

t

dt


























 

Второй интеграл табличный .
4

11
ln7

4

11
7 2

2

Ctt

t

dt




   

Перейдем к изначальной переменной:  

.53
2

3
ln7532

4

11
ln7

4

11
2 2222 CxxxxxCttt   

 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1) dx
xx

x






53

32

2
;       2) 




dx

xx

x

12

24

2
;  

3)  



dx

xx

x

353

34

2
;   4) dx

xx

x






32

23

2
. 

Ответы. 

1) Cxx  532 ;    2) Cxxxxx  12
4

2
2ln

2

3
122 22 ;  

3) Cxxxxx  353
32

5
3ln32353

3

4 22 ;  

4) Cxxxxx  321ln323 22 . 



23 

3.2. Интегрирование рациональных дробей 

 

В этом разделе рассмотрим интегрирование дробей, в числителе и знаме-

нателе которых находятся многочлены n-ой степени Pn(x) и m-ой степени Qm(x): 

)(

)(

xQ

xP

m

n . Многочлен Pn(x) называется многочленом n-ой степени, если  

Pn(x)=a0 x
n +a1 x

n - 1+a2 x
n – 2+ a3 x n – 3+...+an - 2 x

2 + an - 1 x+an , где аk R . 

 

Интегрирование рациональных дробей состоит из двух этапов: 

1) определяем является ли дробь правильной (если n < m) или неправиль-

ной (если n ≥ m). Если дробь неправильная, нужно выделить целую часть, 

например, путем деления числителя на знаменатель. В результате должна полу-

читься целая часть и правильная дробь, у которой степень числителя будет 

меньше степени знаменателя. Интегрирование целой части не составляет труда, 

а интегрирование правильной дроби описано во втором этапе. 

2) правильную дробь, раскладываем на сумму простейших дробей.  Далее 

интеграл от полученной суммы вычисляется как сумма интегралов от каждой из 

простейших дробей. 

Простейшие дроби – это дроби вида .
)(

;;
)(

;
22 kk cbxx

BAx

cbxx

BAx

ах

А

ах

А










 

 

Разложение правильной дроби на простейшие. 

1° Пусть многочлен в знаменателе Qm(x) имеет т различных действитель-

ных корней: х1=b1, x2=b2, ... xm=bm. Тогда можно записать  

Qm(x)=(x – b1)(x – b2)(x – b3)·...·(x – bm). 

Дробь 
)(

)(

xQ

xP

m

n  запишем в виде: 

)(

)(

xQ

xP

m

n =
mm

n

bx

K

bx

C

bx

B

bx

A

bxbxbxbx

xP














...

)(...))()((

)(

321321

, 

где A, B, C, ... , K  – неопределенные коэффициенты.  
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Чтобы определить значения коэффициентов A, B, C, ... , K , надо: 

1) сумму дробей 
mbx

K

bx

C

bx

B

bx

A











...

321

 привести к общему знаме-

нателю, и упростить числитель, раскрыв скобки и приводя подобные. В резуль-

тате получим дробь, равную исходной 
)(

)(

xQ

xP

m

n .   

2) Коэффициенты, стоящие в числителе Pn(x) и полученные в числителе 

новой дроби при соответствующих степенях х должны быть равны. Приравнива-

ем коэффициенты при одинаковых степенях х в числителе полученной дроби и в 

многочлене Pn(x). Эти равенства записываем в систему.  

3) Решение данной системы и будут искомые коэффициенты  

A, B, C, ... , K. 

Далее записываем полученные числа в числители простейших дробей и 

под интегралом вместо правильной дроби получаем сумму простейших дробей, 

интегралы от которых известны. 































 
mm bx

dx
K

bx

dx
C

bx

dx
B

bx

dx
Adx

bx

K

bx

C

bx

B

bx

A
......

321321  

.||...||||||ln 321 CbxKnbxCnbxBnbxA m   

 

Пример 

1) Вычислить  


dx

xx

x

6

32
2

3

. 

Решение. 

В числителе стоит многочлен третьей степени, а в знаменателе – второй 

степени. Значит, дробь неправильная, и надо выделить целую часть путем деле-

ния.  

6

94
22

6

32
22

3










хх

х
х

хх

х
. 

Получили целую часть: 2х+2 и правильную дробь:
6

94
2 



хх

х
. Теперь надо 

разложить правильную дробь на простейшие. Для этого найдем корни много-

члена, стоящего в знаменателе, т.е. решим уравнение: х2 – х – 6=0. 
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Корни квадратного уравнения ax2+bx+c=0 

находятся по следующей формуле: 
a

acbb
х

2

42

2,1


 . 

 

Получаем следующие корни: х1=3, х2= -2.  

Значит x2 – x – 6=(x – 3)(x+2), т.е. 
23)2)(3(

94

6

94
2 














х

В

х

А

хх

х

хх

х
.  

Полученные простейшие дроби 
23 


 х

В

х

А
 приведем к общему знаменате-

лю, раскроем в числителе скобки и сгруппируем слагаемые по степеням х.  

6

)32()(

6

32

)2)(3(

)3()2(

23 22 

















 хх

ВАВАх

хх

ВВхААх

хх

хВхА

х

В

х

А
. 

Полученная дробь должна быть равна дроби 
6

94
2 



хх

х
.  

Знаменатели у них равны, поэтому надо добиться равенства числителей:  

4х – 9=х(А+В)+(2А – 3В). Приравняем коэффициенты при х и свободные члены 

(без х) и запишем полученные равенства в виде системы: 









ВА

ВА

329

4
. 

Решив систему, получим ответ А=
5

21
, В=

5

1
 . Далее подставляем получен-

ные числа в простейшие дроби: 
2

5
1

3

5
21

23 










 ххх

В

х

А
 и вычисляем полученный 

интеграл. 























 dx

xx

x
dxxdxdx

xx

x
xdx

хх

х

6

94
22

6

94
22

6

32
222

3
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1

35

21
22

2

5
1

3

5
21

22
x

dx

x

dx
dxxdxdx

xx
dxxdx  

C
x

x
xxCxxx

x







5
1

5
21

2
2

)2(

)3(
ln22ln

5

1
3ln

5

21
2

2
2 . 
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Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1) 



dx

xx

x

23

1
2

;     2) 


dx
xx

dx

62
;  3) 




dx

xx

x

209

2
2

2

;   

4)  


dx

xxx

xx

)2)(3)(1(

22

;   5) 



dx

xx

xx

4

53
3

2

;    6) 



dx

xx

xx
3

35

4

5
;   

7) dx
xxx

xx






863

132
23

34

. 

 

Ответы. 

1) Cx  2ln ;    2) C
x

x





5

3

2
ln ;    3) C

x

x
x 
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18

)5(

)4(
ln ;   

4) C
xx

x






5
8

5
2

)2)(1(

)3(
ln ;      5) C

x

xx






8
7

8
5

4
5

)2(

)2(
ln ;   

6) Cxxxx
x

 12ln
64

165
12ln

64

155
ln5

16

5

12

3

;  

7) Cxxxxx  |4|ln5,24|2|ln5,23|1|ln3892 . 

 

2° Пусть многочлен в знаменателе Qm(x) имеет действительные кратные 

(т.е. повторяющиеся) корни:  

х1=x2=...=xk=b1, xk+1=xk+2=...=xl= b2 , ... xm – j =...= xm – 2=xm – 1=bi. 

Тогда можно записать  

Qm(x)=(x – b1)
k (x – b2)

l
 
–  k ·...· (x – bi) 

j . 

Дробь 
)(

)(

xQ

xP

m

n  запишем в виде: 

)(

)(

xQ

xP

m

n =











 k

k

j

i

lk

n

bx

A

bx

A

bx

A

bxbxbx

xP

)(
...

)()(...)()(

)(

1

2

1

2

1

1

21
 

j

i

j

ii
l

kl

bx

K

bx

K

bx

K

bx

B

bx

B

bx

B

)(
...

)(
...

)(
...

)( 2

21

2

2

2

2

2

1

















  . 

Коэффициенты A1, A2, ..., Ak , B1, B2,... Bl , ... ,K1, K2, ... , Kj определяются так 

же, как и в предыдущем случае (см 1° пункты 1) – 3) ). Следует лишь отметить, 

что в данном случае общий знаменатель суммы простейших дробей – это знаме-

натель исходной дроби, т. е. многочлен   

Qm(x)=(x – b1)
k (x – b2)

l
 
–  k ·...· (x – bi) 

j . 
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Пример 

1) Вычислить 



dx

хх

х
32)1(

96
. 

Решение. 

Дробь, стоящая под интегралом – правильная, т.к. в числителе стоит мно-

гочлен первого, а в знаменателе пятого порядка. Значит, раскладываем ее на 

простейшие дроби. Запишем исходную дробь как сумму простейших дробей: 

32232 )1(1)1(

96

x

E

x

D

x

C

x

B

x

A

xx

x











. 

Полученные дроби приведем к общему знаменателю 

.
)1(

)1()1()1()1(

)1(1 32

222233

322 xx

xExxDxxCBxxxA

x

E

x

D

x

C

x

B

x

A










 

В числителе раскроем скобки  





32

222233

)1(

)1()1()1()1(

xx

xExxDxxCBxxxA
 

32

223234334

)1(

222

xx

EExExDxDxDxCxCxCxBxAxAx




 . 

Приведем подобные 





32

223234334

)1(

222

xx

EExExDxDxDxCxCxCxBxAxAx
 

32

234

)1(

)2()2()2()(

xx

EEDxEDCxDCBAxCAx




 . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x в полученном чис-

лителе  

EEDxEDCxDCBAxCAx  )2()2()2()( 234  и коэффициенты ис-

ходного числителя 6x – 9. Полученные равенства запишем в систему: 






















.9

,62
,02

,02

,0

E

ED
EDC

DCBA

CA

 

В исходном числителе слагаемые х4, х3 и  х2 отсутствовали, это означает, 

что коэффициенты при них были равны 0. Запишем систему равенств коэффи-

циентов при соответствующих степенях. 

Решив систему, получим: .9,24,39,15,39  EDCBA  
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Запишем полученные числа в простейшие дроби:  

322

92439

)1(

15

1

39

xxxxx








. 

Проинтегрируем получившуюся сумму.   

              




















 dx

xxxxx
dx

хх

х
32222

92439

)1(

15

1

39

)2()1(

96
 

             


 
 dxxdxx

x

dx
dxx

x

dx 322 92439)1(15
1

39  

.
2

924

1

15

1
ln5,424||ln39)1(15|1|ln39

2

39

211 C
xxxx

x
Cxxxxx 













 

 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1) 



dx

xxx

xx

)12(

23
2

2

;   2) dx
xx

xx





2

2

)1(

44
;    3) 




dx

xx

xx

)2()1(

123
2

2

; 

4) 



dx

xx

x
22 )23(

53
;   5) 




dx

xxx

xx

133

53
23

24

;   6) dx
xxx

xx






)12)(1(

32
2

2

;  

7) dx
xx

x





22 )54(

23
. 

 

Ответы. 

1) C
xx

x





 1

6

)1(
ln

2

;      2) C
xx

x





 1

9

)1(
ln

3

4

;   

3) C
x

xx 



)1(9

12
)2()1(ln 9 720 ;     4) C

xxx

x




















2

63

1

20

2

1
ln

43

; 

5) C
xx

xx
x








2

2

)1(2

7

1

7
1ln83

2
;  6) C

x
x 




1

3
1ln 2 ;  

7) C
xxx

x












5

1

36

17

1

1

36

1

5

1
ln

27

2
. 
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3° Пусть многочлен в знаменателе Qm(x) имеет различные комплексные 

корни, т.е раскладывается на произведение многочленов, каждый из которых не 

имеет действительных корней.    

Тогда 

Qm(x)=(а0 х
2+а1х+а2)(b0 x

2+b1 x+b2)·...·(c0 x
2+c1 x+c2) . 

Дробь 
)(

)(

xQ

xP

m

n  запишем в виде: 

)(

)(

xQ

xP

m

n
= 

 )(...))((

)(

21

2

021

2

021

2

0 cxcxcbxbxbaxaxa

xPn  

21

2

0

21

21

2

0

21

21

2

0

21 ...
cxcxc

CxC

bxbxb

BxB

axaxa

AxA














 . 

В числителе простейших дробей стоят многочлены, степень которых на  

1 ниже, чем степень знаменателя. 

Коэффициенты A1, A2,, B1, B2 ,B3 , ... ,C1, C2 определяются также, как и в 

раньше (см 1° пункты 1) – 3)). В  данном случае общим знаменателем будет 

многочлен  Qm(x)=(а0 х
2+а1х+а2)(b0 x

2+b1 x+b2)·...·(c0 x
2+c1 x+c2) .  

 

Пример 

1) Вычислить dx
xxx

xx






)22)(1(

872
22

2

. 

Решение. 

Многочлены в знаменателе не имеют действительных корней. Запишем 

подынтегральную дробь в виде суммы простейших дробей: 

221)22)(1(

872
2

21

2

21

22

2















xx

BxB

x

AxA

xxx

xx
. Полученные дроби приведем к общему 

знаменателю: 
)22)(1(

)1)(()22)((

221 22

2

21

2

21

2

21

2

21















xxx

xBxBxxAxA

xx

BxB

x

AxA
. В числи-

теле раскроем скобки: 




)22)(1(

)1)(()22)((
22

2

21

2

21

xxx

xBxBxxAxA
 

)22)(1(

2222
22

2

2

21

3

122

2

21

2

1

3

1






xxx

BxBxBxBAxAxAxAxAxA
.  
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Приведем подобные 






)22)(1(

2222
22

2

2

21

3

122

2

21

2

1

3

1

xxx

BxBxBxBAxAxAxAxAxA
 

)22)(1(

)2()22()2()(
22

22121221

2

11

3






xxx

BABAAxBAAxBAx
. 

Далее как и в предыдущих примерах запишем систему уравнений для ко-

эффициентов А1, А2 , В1 , В2 . 





















.82

,722

,22

,0

22

121

221

11

BA

BAA

BAA

BA

 

Решив систему, получим: А1= - 1, А2 =4, В1=1, В2=0. 

Теперь запишем получившиеся дроби в подынтегральное выражение 

.
21

4
22

dx
xx

x

x

x
 















 Первую дробь 

1

4
2 



x

x
 разбиваем на два слагаемых, для  

того, чтобы в первом из них  внести x под знак дифференциала, а второе дало 

табличный интеграл. 



































1
4

12

1

1
4

11

4

11

4
22

2

22222 x

dx

x

dx

x

dx

x

xdx
dx

xx

x
dx

x

x
 

  .)(41ln
2

1 2 Cxarctgx   

 

Вторую дробь интегрируем как дробь, содержащую квадратный трехчлен 

(см. 1.6).  



































112

1

111

1

,1

1

22 22

2

2222 t

dt

t

dt

t

dt

t

tdt
dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x
 

    .)1(22ln
2

1
)(1ln

2

1 22 CxarctgxxCtarctgt    

Осталось сложить полученные результаты  

Cxarctgxxarctgxxdx
xxx

xx





 )1(22ln

2

1
41ln

2

1

)22)(1(

872 22

22

2

. 
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Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1) 
 )1( 2xx

dx
;    2) 

13x

xdx
;     3) 

14

2

x

dxx
;  

4) dx
xx

x






86

6
24

3

;    5) 



dx

xxx

xx

)2)(1(

232
2

2

; 

6) 
 )1()1( 22 xx

dx
;    7) dx

xxx

xxx





234

35

22

442
;   

8) 



dx

xx

xx

43

123
2

2

;    9)  
 31 x

dx
. 

 

Ответы. 

1) C
x

x


1
ln

2
;    2) C

x
arctg

xx

x








 


 3

12

3

1

1
ln 6

2

2

;  

3) Cxarctg
x

x





)(

2

1

1

1
ln 4 ;  4) C

x
arctg

x
arctg

x

x
























22

3

22

3

2

4
ln

2

2

;  

5) C
x

arctgxxx 






 


7

12

14

7
2ln

4

3
1ln 2 ;  

6) C
xx

x









)1(2

1

1

)1(
ln 4

2

2

;  7) Cxarctgxx
x

x
x

 )1(222ln2
2

2
2

2
2

;  

8) C
x

arctgxxx 






 


7

32

7

11
43ln

2

11
3 2 ;   

9) C
x

arctg
x

xx








 






3

12

3

5

1

1
ln

2

. 

 

 

4° Пусть многочлен в знаменателе Qm(x) имеет кратные (повторяющиеся) 

комплексные корни, т.е раскладывается на многочлены, которые могут повто-

ряться.  

Qm(x)=(а0 х
2+а1х+а2)

k ·(b0 x
2+b1 x+b2 )

l ·...·(c0 x
2+c1 x+c2 ) 

j, k+l+...+j=m. 
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Дробь 
)(

)(

xQ

xP

m

n  запишем в виде: 

)(

)(

xQ

xP

m

n
= 

 jlk

n

cxcxcbxbxbaxaxa

xP

).(...)()(

)(

21

2

021

2

021

2

0

 

.
)(

...
)(

...
)(

...
)(

)(
...

)(

21

2

0

212

2

21

2

0

43

21

2

0

21

21

2

0

212

2

21

2

0

43

21

2

0

21

21

2

0

212

2

21

2

0

43

21

2

0

21

j

jj

l

ll

k

kk

cxcxc

CxC

cxcxc

CxC

cxcxc

CxC

bxbxb

BxB

bxbxb

BxB

bxbxb

BxB

axaxa

AxA

axaxa

AxA

axaxa

AxA






















































 

Коэффициенты A1, A2,,... ,A2k  , B1, B2 ,B3 , ...B2 l  ,C1, C2, ... , C2 j определяются 

так же, как и в рассмотренных выше случаях.  

В результате разбиения на простейшие дроби может появиться дробь вида 

kcbxax

NMx

)( 2 


.  

Интегрирование такой дроби выше не рассматривалось.  

Вычисление интеграла от дроби вида 
kcbxax

NMx

)( 2 


. 

1) Выделим в знаменателе полный квадрат выражения, стоящего в скоб-

ках:  






























2

2

2

42 a

b

a

c

a

b
xacbxax .  

2) Сделаем замену 
a

b
xt

2
 , тогда 

a

b
tx

2
  и dx=dt. Обозначим для крат-

кости 









24a

b

a

c
 = q2.  

3) Подставим замену в подынтегральное выражение:  





















































kkk qt

a

Mb
NMt

a
dt

qt

N
a

b
tM

adtdx
a

b
tx

a

b
xt

dx
cbxax

NMx

)(

21

)(

21

,
2

2

)( 22222
. 

Также для более удобного восприятия обозначим K
a

Mb
N 










2
. 



33 

4) Получившийся интеграл распишем как сумму интегралов 











kkk qt

dt
Kdt

qt

t
Mdt

qt

KMt

)()()( 222222
. 

5) В первом интеграле в результате внесения  t  под знак дифференциала, 

получим табличный интеграл 

.
1

)(

2

1
)()(

2

1

)(2

1

)(

122
2222

22

2

22
C

k

qt
qtdqt

qt

dt
dt

qt

t
k

k

kk















  

6) Второй интеграл умножим и разделим на q2: 

dt
qt

q

qqt

dt
kk 




 )(

1

)( 22

2

222
. 

7) Далее в числителе прибавим и отнимем t2: 








dt

qt

tqt

q
dt

qt

q

q kk )(

)(1

)(

1
22

222

222

2

2
. 

8) Полученную дробь представим в виде суммы: 













 dt

qt

t

q
dt

qt

qt

q
dt

qt

tqt

q kkk )(

1

)(

1

)(

)(1
22

2

222

22

222

222

2
      

.
)(

1

)(

1
22

2

21222 








dt
qt

t

qqt

dt

q kk
 

9) Вторую дробь проинтегрируем по частям  








































)1(2

)(
,

)(

,

)()(

122

22
2222

2

k

qt
v

qt

tdt
dv

dtdutu

dt
qt

tt
dt

qt

t k

k
kk

 

.
)()1(2

1

)1(2

)(
122

122

 











k

k

qt

dt

kk

qtt
 

10) Просуммируем результаты: 

.
)()1(2

1

)1(2

)(

)(

1

)( 12222

122

122222  



 










 k

k

kk qt

dt

qkqk

qtt

qt

dt

qqt

dt
 

Таким образом в пунктах 8) и 9) интеграл 
 kqt

dt

)( 22
 был выражен через 

интеграл   122 )( kqt

dt
. 



34 

Пример 

1) Вычислить dx
xxx

xxx





22

23

)22(

41184
. 

Решение. 

Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей: 

x

E

xx

DCx

xx

BAx

xxx

xxx















22222

23

)22(22)22(

41184
. 

Приведем простейшие дроби к общему знаменателю: 

xxx

xxExDCxxxBAx

x

E

xx

DCx

xx

BAx
22

222

222 )22(

)22()()22)((

)22(22 












. 

В числителе раскроем скобки 




xxx

xxExDCxxxBAx
22

222

)22(

)22()()22)((
 

xxx

ExExEExExDxCxBxBxBxAxAxAx
22

324223234

)22(

44442222




   

и приведем подобные   






xxx

ExExEExExDxCxBxBxBxAxAxAx
22

324223234

)22(

44442222
 

.
)22(

4)42()422()42()(
22

234

xxx

EEDBxECBAxEBAxEAx




  

Приравняем полученные в числителе коэффициенты и коэффициенты ис-

ходно числителя: 
























.44

,1142

,8422

,442

,0

E

EDB

ECBA

EBA

EA

 

Решив данную систему, получим значения коэффициентов A = – 1, B = 2,  

C = 2, D = 3,  E = 1. Запишем полученные коэффициенты в числители простей-

ших дробей 
xxx

x

xx

x

xxx

xxx 1

)22(

32

22

2

)22(

41184
22222

23















 и рассмотрим сумму 

интегралов: .
)22(

32

22

2
222  










x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
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Первый интеграл был рассмотрен в 3°. 




































1
3

11

3

,1

1

1)1(

2

22

2
22222 t

dt
dt

t

t
dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

x

x
dx

xx

x
 

.)1(3)32ln(
2

1
)(3)1ln(

2

1

1
3

12

1 22

22

2

CxarctgxxCtarctgt
t

dt

t

dt






   

Второй интеграл рассмотрим более подробно. В знаменателе выделим 

полный квадрат выражения, стоящего в скобках: 1)1(22 22  xxx  и сделаем 

замену t=x+1. 























dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x
2222 )1(

12

,1

1

)22(

32
. 

Разобьем полученный интеграл на сумму интегралов 











222222 )1()1(

2

)1(

12

t

dt
dt

t

t
dt

t

t
 и рассмотрим каждый из них отдельно.  

Интеграл 


dt
t

t
22 )1(

2
 вычисляется путем внесения  t  под знак дифференци-

ала: .
22

1

1

1

)1(

)1(

)1()1(

2
2222

2

22

2

22
C

xx
C

tt

td

t

dt
dt

t

t





















  

В интеграле 
 22 )1(t

dt
 в числителе прибавим и отнимем t2:  








dt

t

tt

t

dt
22

22

22 )1(

1

)1(
. 

Далее разобьем полученный интеграл на два 

dt
t

t
dt

t

t
dt

t

tt













22

2

22

2

22

22

)1()1(

1

)1(

1
, 

первый из которых табличный .)1()(
1)1(

1
222

2

CxarctgCtarctg
t

dt
dt

t

t








  











































)1(2)1(2
)1(2

1
,

)1(

,

)1()1( 22
222

2222

2

t

dt

t

t

t
v

t

tdt
dv

dtdutu

dt
t

tt
dt

t

t
 

Ctarctg
t

t





 )(

2

1

)1(2 2
. 
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Таким образом, второй интеграл  























 dt

t

t

dtdxtx

xt
dx

xx

x
2222 )1(

12

,1

1

)22(

32
 






























  Ctarctg

t

t
tarctg

t
dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
)(

2

1

)1(2
)(

1

1

)1()1(

1

)1(

2
2222

2

22

2

22
 

.)1(
2

1

22

1
)(

2

1

1

2
22

Cxarctg
xx

x
Ctarctg

t

t










  

Теперь сведем все результаты воедино: 

















x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xxx

xxx

22222

23

)22(

32

22

2

)22(

41184
 

  



 Cxxarctg

xx

x
xarctgxx ||ln)1(

2

1

22

1
)1(322ln

2

1
2

2  

C
xx

x
xarctg

xx

x










22

1
)1(

2

7

22
ln

22
. 

 

 

Задачи для самостоятельного решения. 

Вычислить. 

1) 



dx

xx

x
22 )54(

42
;   2) dx

xx

x





22 )54(

32
;    

3) 



dx

xx

x
22 )32(

53
.  

 

Ответы. 

1) C
xx





54

1
2

;    2) C
xx

x
xarctg

xx










54

2

2

7
)2(

2

7

54

1
22

;  

3) C
x

arctg
xx

x

xx







 










2

1

4

2

32

1

2

1

32

1

2

3
22

. 



37 

 

3.3. Интегрирование тригонометрических функций 

 

Способ вычисления интеграла от выражения, содержащего тригонометри-

ческую функцию, зависит от вида подынтегральной функции.  

 

1°  dxxxf )cos,(sin  

В этом случае надо при помощи универсальной тригонометрической под-

становки выразить sin x и cos x через tg  
2

х : sin x=
 
 

2
1

2
2

2 xtg

xtg


, cos x=

 
 

2
1

2
1

2

2

xtg

xtg




 (см. 

Приложение). Чтобы подынтегральная функция не была слишком громоздкой и 

неудобной для интегрирования производится следующая замена:     t= tg  
2

х , т.е. 

x=2arctg t, тогда dx=2·d(arctg t)=2
21

1

t
dt. В получившейся в результате интегри-

рования функции от переменной t надо перейти обратно к tg  
2

х .  

Универсальная тригонометрическая подстановка может использоваться во 

всех случаях, когда подынтегральная функция содержит sin x или cos x , но при 

этом могут получаться сложные подынтегральные выражения, поэтому иногда 

используют другие приемы (см. 2°, 3°). 

 

Пример 

1) Вычислить  x

dx

sin
. 

Решение. 

Делаем замену, описанную выше. 

 
  .

2
lnln

)1(2

)1(2

1

2
1

2

1

2

2,
2

sin 2

2

2

2

2

CxtgCt
t

dt

tt

dtt

t

t
t

dt

t

dt
dx

arctgtxtxtg

x

dx
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Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1)   5cos3sin4 xx

dx
;    2)  

dx
xxx

x

cossin4sin

cos
;   3)   x

dx

sin1
. 

 

Ответы. 

1) 
 

C
xtg





2

2

1
;    2)     Cxtgxtg  5

2
3ln

15

1

2
ln

5

1 2 ;  

3) 
 

C
xtg





1

2

2
. 

 

2° 
 ;)cos,(sin 212 dxxxf nk  

 .)cos,(sin 122 dxxxf nk  

В интегралах этого вида наиболее удобно внести под знак дифференциала 

функцию, стоящую в нечетной степени, а оставшуюся подынтегральную функ-

цию привести к той функции, которая теперь стоит под знаком дифференциала. 

Если 
 dxxxf nk )cos,(sin 212 , тогда  

sin2k+1xdx=sin2kx·sin xdx= sin2kx·(– dcos x)= – sin2kx·dcos x 

и всю подынтегральную функцию надо свести к функции, зависящей только от 

cos x . 

Если же 
 dxxxf nk )cos,(sin 122 , то cos2n+1xdx=cos2n x·cos x = cos2n x·dsin x,  

а в подынтегральной функции все тригонометрические функции выражаются 

через sin x. 

Также интегралы вида 
 dxxxf nk )cos,(sin 212  и 

 dxxxf nk )cos,(sin 122  можно 

решать с помощью замены переменной. В этом случае за новую переменную 

принимается функция, нестоящая в нечетной степени. 

В интеграле 
 dxxxf nk )cos,(sin 212  в нечетной степени не стоит cos x, значит, 

делаем замену t=cos x, тогда x=arccos t, dx=d(arccos t)= dt
t 21

1


 .  
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Напомним, что sin x= x2cos1  (см. Приложение), а sin2k+1x=   12
2cos1




k

x .  

В интеграле 
 dxxxf nk )cos,(sin 122  в нечетной степени не стоит sin x, значит, 

делаем замену h=sin x, тогда x=arcsin h, dx=d(arcsin h)= dh
h21

1


. Напомним, что 

cos x= x2sin1  (см. Приложение), а cos2n+1x=   12
2sin1




n

x .  

 

Пример 

1) Вычислить .
cos

sin
2

3

 dx
x

x
 

Решение. 

В данном примере sin x стоит в нечетной степени, поэтому его и вносим 

под дифференциал: sin3 x=sin2 x·sin xdx=sin2 xd(– cos x)= – sin2 xd(cos x). 

    )cos(
cos

sin
cossin

cos

sin
2

2

2

3

xd
x

x
xdxdxdx

x

x
. 

Теперь sin2 x в числителе выразим через cos x: sin2 x=1 – cos2 x (см. Прило-

жение). 

  .cos
cos

1
cos

1

cos
coscoscoscos1

cos

1

cos
cos

cos

cos

1
cos

cos

cos1
)cos(

cos

sin

1
2

2

2

2

22

2

2

2

Cx
x

Cx
x

xdxxdxd
x

xd
x

x

x
xd

x

x
xd

x

x










































 

Решим этот же пример с помощью замены переменной. В подынтеграль-

ной функции в четной степени стоит cos x: cos –2x.  

Делаем замену t=cos x, dx= dt
t 21

1


 . 

   











































  dt
t

t
dt

tt

t
dt

t
dx

xt

dx
x

x
2

2
2

22

3
2

2
2

3 1

1

11

1

1
cos

cos

sin
 

.cos
cos

111
1

11
22

2

Cx
x

Ct
t

Ct
t

dt
t

dt
t

t
























   

Как и следовало ожидать, результаты в первом и втором случае получи-

лись одинаковыми.  
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2) Вычислить  dxxx sincos3 . 

Решение. 

Этот интеграл тоже вычислим двумя способами: внесением под знак диф-

ференциала и заменой переменной. 

Рассмотрим сначала внесение под знак дифференциала. В подынтеграль-

ной функции в нечетной степени стоит cos x, поэтому его вносим под диффе-

ренциал: cos3 xdx=cos2 x·cos xdx= cos2 x·dsin x.  

  xdxxdxxx sinsincossincos 23 . 

Далее выразим cos2 x через sin x: cos2 x=1 – sin2 x (см. Приложение). 

      xdxxxxdxxxdxx sinsinsinsinsinsinsin1sinsincos 222  

CxxC
xx

xdxx 




   2

7
2

32
7

2
3

2
5

2
1

sin
7

2
sin

3

2

2

7

sin

2

3

sin
sinsinsin . 

Теперь вычислим этот интеграл с помощью замены переменной.   

В подынтегральной функции в нечетной степени не стоит sin x: sin1/ 2x.  

Делаем замену: h=sin x, dx= dh
h21

1


.  

    






















 dhhhdh
h

hhdh
h

dx

xh

dxxx
2

2

2

3
2

2

3 1
1

1
1

1

1
sin

sincos  

    




   C

hh
dhhhdhhhhdhhh

2

7

2

3
1

2
7

2
3

2
5

2
1

22  

CxxChh  2
7

2
3

2
7

2
3

sin
7

2
sin

3

2

7

2

3

2
. 



41 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1)  xdxx 2cossin ;     2)  xdx3cos ;    3)  xdxx 54 cossin ;   

4) 


dx
xx

x
3

3

coscos

sin
;   5)  xdxx 63 sincos ;   6)  dx

x

x
6

5

sin

cos
;   

7)  dx
x

x

2cos

cos
. 

 

Ответы. 

1) C
x


3

cos 3

;     2) C
x

x 
3

sin
sin

3

;   

3) C
xxx


9

sin

7

sin2

5

sin 975

;    4) Cxx 


3
5

3
1

cos
5

3
cos3 ;   

5) Cxx  3sin
48

1
sin

16

1
;     6) C

xxx




sin

1

sin3

2

sin5

1
35

;   

7) C
x

x







1sin2

1sin2
ln

4

2
. 

 

3°  dxxxf nk )cos,(sin 22 , k>0, n>0. 

Для того, чтобы упростить интегралы данного вида применяют формулы 

понижения степени: sin2x=
2

2cos1 x
, cos2x=

2

2cos1 x
.  

Таким образом, все подынтегральное выражение сводится к функции от 

cos(2x) и дифференциалу d(cos 2x).  

 

Пример 

1) Вычислить   xdx2cos . 

Решение. 

   

.2sin
4

1

2

1

2sin
2

1

2

1
2cos

2

1
2cos1

2

1

2

2cos1
cos 2

Cxx

Cxxxdxdxdxxdx
x

xdx
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Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1)  xdx4cos ;   2)  xdxx 22 cossin ;  3)  xdx6sin ;  

4)  xdxx 44 cossin ;   5) dx
x

 








2
cos4 . 

 

Ответы. 

1) Cxxx  2sin
4

1

8

3
4sin

32

1
;      2) Cxx  4sin

32

1

8

1
;   

3) Cxxxx  2sin
6

1
4sin

64

3
2sin

16

5

8

13 3 ;   4) C
xx

x 
2048

8sin

128

4sin

128

3
;  

5) Cxxx  2sin
16

1
sin

2

1

8

3
. 

 

 

4°  dxxxf nk )cos,(sin 22 , k·n<0. 

Если в интегралах данного вида прибегнуть к предыдущему методу реше-

ния, то подынтегральная функция усложнится. Здесь целесообразнее использо-

вать следующее преобразование: tg x=
x

x

cos

sin
 или ctg x=

x

x

sin

cos
 (см. Приложение). 

Таким образом, вся подынтегральная функция становится функцией от tg x или 

от ctg x. Далее, чтобы упростить вид интегрируемого выражения, делаем замену 

для tg x:  

p=tg x, тогда x=arctg p и dx=d(arctg p)=
21

1

p
dp. 

Либо для ctg x: q=ctg x, тогда x=arcctg q и dx=d(arcctg q)= – 
21

1

q
dq. 

В результате интегрирования получаем функцию, зависящую от p или q, и 

возвращаемся к изначальной переменной x: p=tg x или  q=ctg x. 
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Пример 

1) Вычислить  dx
x

x
4

2

cos

sin
. 

Решение. 





















 
2

22

2

2

22

2

4

2

1

,

)1(
cos

1

cos

1

cos

sin

cos

sin

p

dp
dx

arctgpxtgxp

dxxtgxtgdx
x

xtgdx
xx

x
dx

x

x
            

.
331

)1(
33

2

2

22 C
xtg

C
p

dpp
p

dp
pp 


   

 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить. 

1)  dx
x

x
6

4

cos

sin
;    2) dx

x

x


 2cos41

2sin
;     3) dx

x

x


 22

2

)sin1(

sin
.   

 

Ответы.  

1) C
xtg


5

5

;    2) Cx  2cos41ln
4

1
;    3)  C

xtg


3

3

. 
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Приложение 

 

Таблица интегралов 

C
a

x
dxx

a
a 






 1

1

;                       C
a

a
dxa

x
x  ln

;                        Cedxe xx  ; 

  Cx
x

dx
||ln ;                           Cxxdx  cossin ;                 Cxxdx  sincos ; 

Ctgx
x

dx
 2cos

;                        Cctgx
x

dx
 2sin

;                   Cxtgxdx  |cos|ln ; 

Cxctgxdx  |sin|ln ;                C
x

tg
x

dx
 2

ln
sin

;                    C
x

tg
x

dx
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ln
cos


; 

C
a

x
arctg

aax

dx





1
22

;           C
ax

ax

aax

dx








 ln

2

1
22

;       


C
a

x

xa

dx
arcsin

22
; 

CAxx
Ax

dx





2

2
ln ;   C

a

xa
xa

x
dxxa  arcsin

22

2
2222

;       

Caxx
a

ax
x

dxax 
22

2
2222 ln

22
. 

 

Тригонометрические формулы 

сos2α + sin2α = 1;                                                   



tg

cos

sin
;                    




ctg

sin

cos
; 

 

sin 2α=2sinα cosα;                                               cos 2α=cos2α – sin2α=1-2sin2α=2cos2α – 1;                                            

 

sinα sinβ=
2

1
(cos(α - β)-cos(α+β));                      сosα cosβ=

2

1
(cos(α+β)+cos(α-β));                      

 

 sinα cosβ=
2

1
(sin(α+β)+sin(α-β));                        1+ tg2α = 

2cos

1
;            

cos(α  β)=cosα cosβ   sinα sinβ;                        sin(α β)=sinα cosβ   cosα sinβ;                      

 

sin α+sinβ =2sin 






 

2


 cos 







 

2


;             cosα+cosβ=2cos 







 

2


cos 







 

2


;       

sinα – sinβ=2sin 






 

2


cos 







 

2


;              cosα – cosβ= –2sin 







 

2


sin 







 

2


. 
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Универсальная тригонометрическая  

подстановка 

 
 

2
1

2
2

sin
2 xtg

xtg
x


 ;                   

 
 

2
1

2
1

cos
2

2

xtg

xtg
x




 ;               

 
 

2
1

2
2

2 xtg

xtg
tgx


 . 

 

                                                                                                             

                                                                                                                Таблица 1 

Таблица значений тригонометрических функций 

Градусы 0 30 45 60 90 120 135 150 180 

Радианы 0 6
  

4
  

3
  

2
  

3
2  

4
3  

6
5  π 

sin 0 
2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

2

3
 

2

2
 

2

1
 0 

cos 1 
2

3
 

2

2
 

2

1
 0 

2

1
  

2

2
  

2

3
  -1 

tg 0 
3

1
 1 3  ∞ 3  - 1 

3

1
  0 

ctg ∞ 3  1 
3

1
 0 

3

1
  - 1 3  -∞ 

 

Градусы 210 225 240 270 300 315 330 360 

Радианы 6
7  

4
5  

3
4  

2
3  

3
5  

4
7  

6
11  2π 

sin 
2

1
  

2

2
  

2

3
  -1 

2

3
  

2

2
  

2

1
  0 

cos 
2

3
  

2

2
  

2

1
  0 

2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

tg 
3

1
 1 3  -∞ 3  -1 

3

1
  0 

ctg 3  1 
3

1
 0 

3

1
  -1 3  ∞ 
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Индивидуальные задания для самостоятельной работы студентов 
 

Варианты заданий по темам 

Задача 1. Вычислить неопределенные интегралы. 

1.1.    34 3 .xx e dx     1.2.  arctg 4 1 .x dx  

1.3.    33 4 .xx e dx     1.4.   4 2 cos2 .x xdx  

1.5.   4 16 sin4 .x xdx    1.6.    35 2 .xx e dx  

1.7.    21 6 .xx e dx     1.8.   2ln 4 .x dx  

1.9.   2ln 4 1 .x dx     1.10.  2 4 sin2 .x xdx  

1.11. arctg 6 1 .x dx     1.12.  2 4 3 .xe x dx   

1.13.  3 2 9 .xe x dx      1.14. arctg 2 1 .x dx  

1.15. arctg 3 1 .x dx     1.16. arctg 5 1 .x dx  

1.17.  5 6 cos2 .x xdx    1.18.  3 2 cos5 .x xdx  

1.19.  2 3 cos2 .x xdx    1.20.  4 7 cos3 .x xdx  

1.21.  2 5 cos4 .x xdx    1.22.  8 3 cos5 .x xdx  

1.23.  5 sin3 .x xdx    1.24.  2 3 sin2 .x xdx  

1.25.  4 3 sin5 .x xdx    1.26.  7 10 sin4 .x xdx  

1.27.  2 8 sin3 .x xdx    1.28. 
2

.
cos

xdx

x  

1.29. 
2

.
sin

xdx

x      1.30. 
2sin .x xdx  

1.31. 
3

cos
.

sin

x xdx

x  
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Задача 3. Найти неопределенные интегралы. 

3.1. 
2

.
1

dx

x x 
      3.2. 

1 ln
.

x
dx

x


  

3.3. 
2

.
1

dx

x x 
      3.4. 

2 2ln
.

x x
dx

x


  

3.5. 
4 2

.
1

xdx

x x 
     3.6. 

 
3

2

arccos 1
.

1

x
dx

x




  

3.7. tg lncos .x xdx     3.8. 
 

 2

tg 1
.

cos 1

x
dx

x



  

3.9. 

 

3

2
2

.
1

x
dx

x 
     3.10. 

2

1 cos
.

( sin )

x
dx

x x



  

3.11. 
5

sin cos
.

(cos sin )

x x
dx

x x



    3.12. 

 
2

cos sin
.

sin

x x x
dx

x x


  

3.13. 

3

4
.

1

x x
dx

x



      3.14. 
4 2

.
1

xdx

x x 
  

3.15. 
3

.
1

xdx

x 
      3.16. 

1 ln( 1)
.

1

x
dx

x

 

  

3.17. 
 2

3 5

1
.

( 3 1)

x dx

x x



      3.18. 
2

4arctg
.

1

x x
dx

x



  

3.19. 

3

2
.

4

x
dx

x       3.20. 
2

cos
.

2sin

x x
dx

x x



  

3.21. 
3

2cos 3sin
.

(2sin 3cos )

x x
dx

x x



    3.22. 
2

8 arctg2
.

1 4

x x
dx

x



  

3.23. 
 

 
2

1 2 1
.

x
dx

x x




     3.24. 

4
.

1

x
dx

x   
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3.25. 
2

1
.

1

x x
dx

x




     3.26. 

2

1
.

1

x x
dx

x




  

3.27. 
2

arctg
.

1

x x
dx

x



     3.28. 
 

4

2

arctg
.

1

x x
dx

x



  

3.29. 

3

2
.

1

x
dx

x       3.30. 
 

2

2

arcsin 1
.

1

x
dx

x




  

3.31. 
 

1
.

1

x
dx

x x




  

 

Задача 5. Найти неопределенные интегралы. 

5.1. 

3

2

1
.

x
dx

x x



      5.2. 

3

2

3 1
.

1

x
dx

x



  

5.3. 

3

2

17
.

4 3

x
dx

x x



      5.4. 

3

2

2 5
.

2

x
dx

x x



   

5.5. 

3

2

2 1
.

6

x
dx

x x



      5.6. 

3

2

3 25
.

3 2

x
dx

x x



   

5.7. 
   

3 22 3
.

1 2 3

x x
dx

x x x

 

     5.8. 
   

3 23 2 1
.

2 2 1

x x
dx

x x x

 

    

5.9. 
   

3

.
1 1 2

x
dx

x x x     5.10. 
   

3 23 12
.

4 3 2

x x
dx

x x x

 

    

5.11. 
  

3 23 12
.

4 3

x x
dx

x x x

 

     5.12. 
  

3 24 2
.

1 2

x x
dx

x x x

 

   

5.13. 

3

3

3 2
.

x
dx

x x



     5.14. 
  

3 23 12
.

4 2

x x
dx

x x x

 

   

5.15. 

5 3

2

1
.

x x
dx

x x

 

     5.16. 

5 3

2

3 1
.

x x
dx

x x

 

  

5.17. 

5 3

2

2 8 3
.

2

x x
dx

x x

 

    5.18. 

5 3

2

3 12 7
.

2

x x
dx

x x
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5.19. 

5 3

2

9 4
.

3

x x
dx

x x

  

    5.20. 

5 3

2

25 1
.

5

x x
dx

x x

  

  

5.21. 

3 25 5 23
.

( 1)( 1)( 5)

x x x
dx

x x x

  

    5.22. 

5 4 3 22 2 5 7 9
.

( 3)( 1)

x x x x x
dx

x x x

    

   

5.23. 

4 22 5 8 8
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x x

  

     5.24. 

4 24 2 3
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x x

  

    

5.25. 

4 3 23 3 5 2
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x x

  

    5.26. 

4 3 22 2 41 20
.

( 4)( 5)

x x x
dx

x x x

  

   

5.27. 

5 4 36 13 6
.

( 3)( 2)

x x x x
dx

x x x

   

    5.28. 

3 23 12 2
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x x

  

   

5.29. 

4 3 22 2 3 2 9
.

( 1)( 3)

x x x x
dx

x x x

   

   5.30. 

3 22 7 12
.

( 3)( 1)

x x x
dx

x x x

  

   

5.31. 

32 40 8
.

( 4)( 2)

x x
dx

x x x

 

   

 

Задача 6. Найти неопределенные интегралы. 

6.1. 

3 2

3

6 13 9
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.2. 

3 2

3

6 13 8
.

( 2)

x x x
dx

x x

  

  

6.3. 

3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.4. 

3 2

3

6 14 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.5. 

3 2

3

6 11 10
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.6. 

3 2

3

6 11 7
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.7. 

3 2

3

2 6 7 1
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x

  

      6.8. 

3 2

3

6 10 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.9. 

3 2

3

2 6 7 2
.

( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.10. 

3 2

3

6 13 8
.

( 2)

x x x
dx

x x

  

  

6.11. 

3 2

3

6 13 7
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.12. 

3 2

3

6 14 6
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x
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6.13. 

3 2

3

6 10 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.14. 
 

3

3

2
.

2

x x
dx

x x

 

  

6.15. 

3 2

3

3 9 10 2
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.16. 
 

3

3

2 1
.

1

x x
dx

x x

 

  

6.17. 

3 2

3

2 6 7 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.18. 

3 2

3

2 6 5
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

   

6.19. 

3 2

3

2 6 7
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

      6.20. 

3 2

3

2 6 5 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

   

6.21. 

3 2

3

6 4 24
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.22. 

3 2

3

6 14 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.23. 

3 2

3

6 18 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.24. 

3 2

3

6 10 12
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.25. 

3 2

3

6 14 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.26. 

3 2

3

6 15 2
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.27. 

3 2

3

2 6 7 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.28. 

3 2

3

2 6 7
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

   

6.29. 

3 2

3

6 10 52
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.30. 

3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.31. 

3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

 

 

Задача 7. Найти неопределенные интегралы. 

7.1. 
   

3 2

2 2

4 4 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
     7.2. 

   

3 2

2 2

4 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x

  

 
  

7.3. 
   

3 2

2 2

2 7 7 1
.

2 1

x x x
dx

x x x

  

  
    7.4. 

   

3 2

2 2

2 4 2 1
.

1 2 2

x x x
dx

x x x
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7.5. 
   

3 2

2 2

6 9 6
.

1 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
    7.6. 

   

3 2

2 2

2 11 16 10
.

2 2 3

x x x
dx

x x x

  

  
  

7.7. 
   

3 2

2 2

3 6 5 1
.

1 2

x x x
dx

x x

  

 
     7.8. 

   

3 2

2 2

9 21 21
.

3 3

x x x
dx

x x

  

 
  

7.9. 
   

3 2

2 2

6 8 8
.

2 4

x x x
dx

x x

  

 
     7.10. 

   

3 2

2 2

5 12 4
.

2 4

x x x
dx

x x

  

 
  

7.11. 
   

3 2

2 2

2 4 16 12
.

1 4 5

x x x
dx

x x x

  

  
    7.12. 

   

3 2

2 2

3 13 13 1
.

2 1

x x x
dx

x x x

   

  
  

7.13. 
   

3 2

2 2

2 10
.

1 1

x x x
dx

x x x

 

  
    7.14. 

   

3

2 2

3 46
.

1 9

x x
dx

x x

 

 
  

7.15. 
   

3 2

2 2

4 24 20 28
.

3 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
    7.16. 

  

3 2

2 2

2 3 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
  

7.17. 
  

3

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.18. 

  

2

2 2

3
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

7.19. 
  

3 2

2 2

2 4 2 2
.

1 2

x x x
dx

x x x x

  

   
   7.20. 

  

3 2

2 2

2 7 7 9
.

1 2

x x x
dx

x x x x

  

   
  

7.21. 
  

2

2 2

4 3 4
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.22. 

  

3 2

2 2

3 4 6
.

2 2 2

x x x
dx

x x x

 

  
  

7.23. 
  

2

2 2

2 1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.24. 

  

3 2

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

7.25. 
  

3

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.26. 

  

3

2 2

2 2 1
.

1 1

x x
dx

x x x
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7.28. 
  

3 2

2 2

2 1
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
    7.29. 

  2 2

4
.

2 2

x
dx

x x x



  
  

7.30. 
  

3 2

2 2

2 2 2 1
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
   7.30. 

  

3 2

2 2

3 7 12 6
.

3 2 3

x x x
dx

x x x x

  

   
  

7.31. 
  

3 2

2 2

2 3 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
  

 

Задача 13. Найти неопределенные интегралы. 

13.1. 
4 3

1
.

x
dx

x x


      13.2. 

3

3 2

1
.

x
dx

x x


  

13.3. 

31
.

x
dx

x x


      13.4. 

3 3

9 4

1
.

x
dx

x x


  

13.5. 

3 3 2

9 8

1
.

x
dx

x x


      13.6. 

 
2

33

9 5

1
.

x
dx

x x



  

13.7. 
 

2
3 23

2 9

1

.

x

dx
x x



     13.8. 
 

2
3

6 5

1
.

x
dx

x x



  

13.9. 

3 2

2

1
.

x
dx

x


      13.10. 

2

1
.

x
dx

x x


  

13.11. 
 

3
4

8 7

1
.

x
dx

x x



     13.12. 
 

3
34

12 7

1
.

x
dx

x x



  

13.13. 
 

3
3 24

2 6

1

.

x

dx
x x



     13.14. 

4 3

2 8

1
.

x
dx

x x
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13.15. 

3 4 3

2

1
.

x
dx

x


      13.16. 

 
2

4 33

2 4

1

.

x

dx
x x



  

13.17. 
 

4
5

10 9

1
.

x
dx

x x



     13.18. 
 

4
35

5 3

1
.

x
dx

x x



  

13.19. 
 

4
3 25

2 5

1

.

x

dx
x x



     13.20. 
 

4
4 35

202 7

1

.

x

dx
x x



  

13.21. 

5 5 4

252 11

1
.

x
dx

x x


      13.22. 

5 4

2 5

1
.

x
dx

x x


  

13.23. 

3 5 4

215

1
.

x
dx

x x


      13.24. 

 
2

5 43

2 3

1

.

x

dx
x x



  

13.25. 
 

3
5 44

52 2

1

.

x

dx
x x



     13.26. 

3 4

3

1
.

x
dx

x x


  

13.27. 
 

2
43

12 5

1
.

x
dx

x x



     13.28. 

4 3

12 5

1
.

x
dx

x x


  

13.29. 

4 3 2

6 5

1
.

x
dx

x x


      13.30. 

3 5

15 4

1
.

x
dx

x x


  

13.31. 

5 3

5 2

1
.

x
dx

x x
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Индивидуальные задания по вариантам 
 

 

 

Вариант №1. 

 

1) 
 27 x

dx
 

2) dxxx  23  

3) 



dx

xx

x

)1(

2
3

 

4)   xdxx cos)3(  

5)  


dx

xx

x

22

12
2

 

6) 



dx

xx

x

204

208

2
 

7)  


dx

xx

x

124

18
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №2. 

 

1) 









5
sin 2 x

dx
 

2) 


dx
e

e

x

x

3 1
 

3) 



dx

xx

x41
 

4)   dxxx )31ln(  

5)  


dx

xx

x

54

24
2

 

6) 



dx

xx

x

172

196

2
 

7)  


dx

xx

x

82

4
2

 

 

Вариант №3. 

 

1) 
 25 x

dx
 

2) 
92x

xdx
 

3) dx
x

x






1

13

 

4) 
 dxxe x7  

5) 



dx

xx

x

106

36
2

 

6) 



dx

xx

x

186

184

2
 

7)  


dx

xx

x

20

23
2

 

 

 

 

 

Вариант №4. 

 

1)   35x

dx
 

2) 


dx
x

arctgx
21

  

3) 
 1)21(4 xx

dx
 

4)  xdxarctg4  

5)  


dx

xx

x

22

48
2

 

6) 



dx

xx

x

134

172

2
 

7)  


dx

xx

x

6

12
2
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Вариант №5. 

 

1)   dxx)32sin(  

2)  
dx

x

x

cos1

sin
 

3) 
 xx

dx

)4(3
 

4)  xdxx ln3  

5)  


dx

xx

x

54

52
2

 

6) 



dx

xx

x

102

168

2
 

7)  


dx

xx

x

152

19
2

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №6. 

 

1) 
 dxe x 43  

2)  dx
x

x3 ln
 

3) 
 14 xx

dx
 

4)  xdxx 5sin  

5) 



dx

xx

x

106

64
2

 

6) 



dx

xx

x

186

156

2
 

7)  


dx

xx

x

124

65
2

 

 

Вариант №7. 

 

1) 
 247 x

dx
 

2) 


dx
x

tgx
2cos

1
 

3) 



dx

xx

x

11

1
3

6

 

4)   xdxx sin)52(  

5) 



dx

xx

x

52

76
2

 

6) 



dx

xx

x

134

144

2
 

7)  


dx

xx

x

20

75
2

 

 

 

 

 

 

Вариант №8. 

 

1) 
x

dx

2cos 2
 

3) dx
x

x






2

1

4

3

 

4)  dx
x

xln
 

5)  


dx

xx

x

84

88
2

 

6) 



dx

xx

x

102

132

2
 

7)  
dx

xx

x

6

5
2
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Вариант №9. 

 

1) dx
x

 







4

3
cos  

2) 


dx
x

x
3

2

8
 

3) 



dx

xx

x
63

3
 

4)  dx
x

3
arcsin  

5)  


dx

xx

x

136

92
2

 

6) 



dx

xx

x

136

128

2
 

7)  


dx

xx

x

82

25
2

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №10. 

 

1) 
3 2)12( x

dx
 

2)  dx
x

x
32

2

cos
 

3) dx
xx

x






43 )1(

1
 

4)  dxxe x3  

5)  


dx

xx

x

52

104
2

 

6) 



dx

xx

x

84

116

2
 

7)  


dx

xx

x

152

15
2

 

 

Вариант №11. 

 

1)  53x

dx
 

2)   dxxx 2cos22sin  

3) 
12xx

dx
 

4)   xdxx ln)25(  

5)  


dx

xx

x

84

116
2

 

6) 



dx

xx

x

346

304

2
 

7)  


dx

xx

x

32

419
2

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №12. 

 

1) 
 245 x

dx
 

2)  
dx

x

x

112
 

3) 
12xx

dx
 

4)  xdxx 2cos2  

5)  


dx

xx

x

136

128
2

 

6) 



dx

xx

x

294

292

2
 

7)  


dx

xx

x

65

92
2
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Вариант №13. 

 

1) 
 294 x

dx
 

2)   dxee xx 5  

3) 


dx
x

x
3 1

 

4)   dxx )3ln( 2  

5)  


dx

xx

x

102

132
2

 

6) 



dx

xx

x

262

288

2
 

7)  


dx

xx

x

32

9
2

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №14. 

 

1) 


dxe
x 3

4

1

 

2)  
dx

x

xarctg
2

2

1
 

3) 



dx

xx

x

)1(

1
 

4)  xdxx arcsin  

5) 



dx

xx

x

134

144
2

 

6) 



dx

xx

x

346

276

2
 

7)  


dx

xx

x

12

272
2

 

 

Вариант №15. 

 

1)  







 dx

x
3

7

2
sin  

2)   dxxx cos4sin  

3) 


dx
x

x

8

13
 

4)   xdxx sin)2(  

5)  


dx

xx

x

186

156
2

 

6) 



dx

xx

x

294

264

2
 

7)  


dx

xx

x

12112

314
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №16. 

 

1) 
 )35(cos2 x

dx
 

2)  dx
x

x5ln
 

3) 
1x

dx
 

4)   dxx)ln1(  

5)  


dx

xx

x

102

168
2

 

6) 



dx

xx

x

262

252

2
 

7)  


dx

xx

x

2

211
2
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Вариант №17. 

 

1) 
4 2)23( x

dx
 

2) 


dx
x

tgx
2cos

7
 

3)  dx
x

e x

 

4)   xdxx cos)43(  

5)  


dx

xx

x

134

172
2

 

6) 



dx

xx

x

256

248

2
 

7)  


dx

xx

x

45

217
2

 

 

 

 

 

 

Вариант №18. 

 

1) 
 249 x

dx
 

2)   dxxx 5 sincos  

3) 
 xx

dx

14
 

4)  xdxarcctg4  

5) 



dx

xx

x

186

184
2

 

6) 



dx

xx

x

204

236

2
 

7)  


dx

xx

x

65

29
2

 

 

Вариант №19. 

 

1) dx
x

x






32

)32( 3

 

2)  
dx

x

x
4

3

3
 

3) 



dx

x

x
3 1

1
 

4)  xdxx 2ln  

5) 



dx

xx

x

172

196
2

 

6) 



dx

xx

x

172

224

2
 

7)  


dx

xx

x

62

274
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №20. 

 

1) 
 x

dx

5
4

3
 

2)  dx
xx ln

2
 

3) 



dx

x

x

2

1
 

4)  xdxx 3sin2  

5)  


dx

xx

x

204

208
2

 

6) 



dx

xx

x

256

212

2
 

7)  


dx

xx

x

82

13
2
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Вариант №21. 

 

1)  






 
dx

x

5

2
cos  

2)  
dx

x

x

3cos

2sin
2

 

3) 
 )1( xx

dx
 

4)   xdxx 2arcsin)3(  

5)  


dx

xx

x

256

212
2

 

6) 



dx

xx

x

52

104

2
 

7)  


dx

xx

x

32

74
2

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №22. 

 

1) 
 )35(sin 2 x

dx
 

2)  dxxx 56 )sin(  

3) 



dx

x

x

3 5)2(

1
 

4)   xdxx 9cos)9(  

5)  


dx

xx

x

172

224
2

 

6) 



dx

xx

x

136

92

2
 

7)  


dx

xx

x

32

32
2

 

 

Вариант №23. 

 

1) 
 dxe x27  

2)  dx
xx lncos

1
2

 

3) 


dx
x

x

3 2

2 2
 

4)   xdxx 3sin)74(  

5)  


dx

xx

x

204

236
2

 

6) 



dx

xx

x

84

88

2
 

7)  


dx

xx

x

12

12
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №24. 

 

1) 
 25 x

dx
 

2)  
dx

x

x

9cos

sin
2

 

3) 



dx

x

x

3 5)2(

1
 

4)   dxex x2)13(  

5)  


dx

xx

x

256

248
2

 

6) 



dx

xx

x

52

76

2
 

7)  


dx

xx

x

12112

34
2
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Вариант №25. 

 

1) 
14 2x

dx
 

2)  dxee xx )sin(  

3)  dx
x

x

3 2

3sin
 

4)   xdxx arcsin)32(  

5)  


dx

xx

x

262

252
2

  

 

6) 



dx

xx

x

106

64

2
 

7)  


dx

xx

x

2

62
2

 

 

 

 

 

 

Вариант №26. 

 

1)  






 
dx

x
7

5

3
 

2) 
 




x

dxx
2

1
 

3) 


dx
xx

dx

92
 

4)   arctgxdxx )12(  

5)  


dx

xx

x

294

264
2

 

6) 



dx

xx

x

54

52

2
 

7)  


dx

xx

x

45

13
2

 

 

Вариант №27. 

 

1) 
 2278 x

dx
 

2)   dxxx 3 2 1cos2sin  

3) 


dx
x

x

210

4

 

4)  xdxx ln  

5)  


dx

xx

x

346

276
2

 

6) 



dx

xx

x

22

48

2
 

7)  


dx

xx

x

62

35
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант №28. 

 

1) 
84 2x

dx
 

2)  dx
x

x

)2(cos

4
22

 

3) 


dx
e

e

x

x

96

3

 

4)   xdxx 4cos)5(  

5)  


dx

xx

x

262

288
2

 

6) 



dx

xx

x

106

36

2
 

7)  


dx

xx

x

124

76
2
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Вариант №29. 

 

1)  







 dx

x
tg

7
5  

2) 


dx
x

ctgx
2sin

1
 

3)   xx

dx

)7(
 

4)   dxex x3)87(  

5)  


dx

xx

x

294

292
2

 

6) 



dx

xx

x

54

24

2
 

7)  


dx

xx

x

20

65
2

 

 

Вариант №30. 

 

1)  






 
dx

x
ctg

7

34
 

2)  
dx

e

e
x

x

92
 

3) 


dx
e

e

x

x

16

2

 

4)   xdxx 2sin)54(  

5)  


dx

xx

x

346

304
2

 

6) 



dx

xx

x

22

12

2
 

7) 



dx

xx

x

6

56
2
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Варианты контрольной работы 
 

Билет № 1. 

 

1. Закончите формулу  dxx a  

а)  Cex   б)  C
a

xa






1

1

 в) Cx ||ln  г) C
a

a x


ln

 

 

2. Закончите формулу  x

dx
2cos

 

а) Ctgx  б) Cx cos  в) Cx ||ln  г) Cxsin  

 

3. Интеграл   2)2(1 x

dx
 равен… 

а)  Cxarctg )2(
2

1
 б) Cxarctg )2(2  в)   Cx  2)2(1ln  г)   Cx  2)2(1ln

2

1
 

 

4. В интеграле   xdxx cos)3(  в качестве u(x) целесообразно взять 

а)  cosx б) x в) (3 – x) г) xdx 

 

5. Интеграл  
3 2)12( x

dx
 равен… 

а) Cx  3
1

)12(6  б) Cx  3
1

)12(
3

2
 в) Cx  3

1

)12(
3

1
 г) Cx  3

1

)12(
2

3
 

 

6. Вычислите  интеграл 
3

0

sin



xdx  
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Билет № 2. 

 

1. Закончите формулу  dxa x  

а) C
a

xa






1

1

 б)  Cex   в) C
a

a x


ln

 г) Cx ||ln  

 

2. Закончите формулу  x

dx
 

а) Cx ||ln  б) Ctgx  в) Cex   г)  C
a

a x


ln

  

 

3. Интеграл 









5
sin 2 x

dx
 равен… 

а) 5 cos2 x + C 
б) C

x
ctg 










55

1
 в)  C

x
ctg 










5
5  г) C

x
ctg 









55

1
 

 

4. В интеграле   dxxx )31ln( в качестве u(x) целесообразно взять 

а) x б)  ln(1 – 3x) в)  (1 – 3x) г)  (1 – 3x)dx 

 

5. Интеграл 


dx
x3 1

1
  равен… 

а) Сх  3
2

)1(
2

3
 б)  Сх  3

2

)1(
3

2
 в)  Сх 


3

2

)1(
2

3
 г) Сх 


3

2

)1(
3

2
 

 

6. Вычислите интеграл 
2

4

2sin



 x

dx
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Билет № 3. 

 

1. Закончите формулу  xdxsin  

а) Cx cos  б) Cxcos  в) ctgx + C г) – ctgx +C 

 

2. Закончите формулу  dxe x  

а) C
a

a x


ln

 б) Cx ||ln  в)  Cex   г) C
a

xa






1

1

 

 

3. Интеграл    35x

dx
 равен… 

а)  5 ln(5x+3) + C б) 
5

1
ln(5x+3) + C в) 3 ln(5x+3) + C г) 

3

1
ln(5x+3) + C 

 

4. В интеграле 
 dxxe x7  в качестве u(x) целесообразно взять 

а) x б) e – 7x в) e – 7xdx г) – 7x 

 

5. Интеграл   







 dx

x
3

7

2
sin  равен… 

а) C
x









3

7

2
cos  б) - C

x









3

7

2
cos  в) C

x









 3

7

2
cos

7

2
 г) – C

x









 3

7

2
cos

2

7
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Билет № 4. 

 

1. Закончите формулу  x

dx
2cos

 

а) Ctgx  б) Cсtgx  в) Cx cos  г) Cxsin  

 

2. Закончите формулу   dxx a  

а) C
a

xa






1

1

 б) C
a

a x


ln

 в) Cex   г) Cx ||ln  

 

3. Интеграл   dxx)32cos(  равен… 

а) Cx  )32sin(  б) )32sin( x  в) Cx  )32sin(3  г) Cx  )32sin(
3

1
 

 

4. В интеграле   xdxarctg4  в качестве u(x) целесообразно взять 

а) arctg4x б) 4x в) 4xdx г) xdx 

 

5. Интеграл  
1x

dx
 равен… 

а) 2 Сх 1  б) Сх 1  в) - 2 Сх 1  г) - Сх 1  
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Билет № 5. 

 

1. Закончите формулу  dxа x  

а) Cx ||ln  б) Cex   в) C
a

xa






1

1

 г) C
a

a x


ln

 

 

2. Закончите формулу   12x

dx
 

а) C
a

xa






1

1

 б) Carctgх  в) arcctg x + C г) ln (x2+1) + C 

 

3. Интеграл  
 dxe x 43  равен… 

а) 3 e3x – 4 + C 
 

б) 
3

1
e3x – 4 + C в) – 4 e3x – 4 + C г) e3x – 4 + C 

 

4. В интеграле  xdxx ln3   в качестве u(x) целесообразно взять 

а) 3х  б) ln x в) ln xdx г) xdx 

 

5. Интеграл  
 )35(cos2 x

dx
 равен… 

а) 5 tg (5x – 3) + C б) 
5

1
tg (5x – 3) + C в) sin2(5x – 3) + C г) 5 sin2(5x – 3) + C 

 



67 

 

Билет №  6. 

 

1. Закончите формулу  xdxcos  

а) Cxsin  б) Cx  sin  в) Carctgх  г) arccos x + C 

 

2. Закончите формулу   x

dx
2sin

 

а) Carctgх  б) Cctgx   в) Cx cos  г) Cctgx  

 

3. Интеграл     52x

dx
 равен… 

а) ln (2x – 5) + C б) 2 ln (2x – 5) + C в) 
2

1
ln (2x – 5) + C г) 5 ln (2x – 5) + C 

 

4. В интеграле  xdxx 5sin   в качестве u(x) целесообразно взять 

а) x б) sin 5x в) 5x г) sin 5xdx 

 

5. Интеграл  
4 2)23( x

dx
 равен… 

а) Сх  23
3

2
 б) Сх  23

2

3
 в) Сх  23

3

4
 г) Сх  23

2

3
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