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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Фреймы (каркасы) активно проникают в разные области математики. Являясь есте
ственным обобщением базиса Рисса, они предоставляют исследователю новые возмож
ности. В математической литературе России нет пособия для первоначального зна
комства с этими объектами. В известных монографиях И.Я. Новикова, В.Ю. Прота
сова, М.А. Скопиной «Теория всплесков», И. Добеши «Десять лекций по вейвлетам» 
и С. Малла «Вейвлеты в обработке сигналов», предлагаемых профессионалам, уделено 
внимание фреймам в бесконечномерных функциональных пространствах, но практиче
ски нет материала о фреймах конечномерных пространств. 

Ставшая широко цитируемой в англоязычной литературе монография О. Христен-
сена (О. Christensen) о фреймах не переведена на русский язык. 

Данное пособие частично ликвидирует существующий пробел. В нем содержится 
необходимый минимум, после освоения которого можно приступать к чтению статей и 
решению задач. Основное внимание в пособии уделено фреймам Парсеваля — Стеклова 
(такое название предложил акад. B.C. Владимиров), которые ближе других по своим 
свойствам к ортонормированным базисам и потому наиболее известны в приложениях. 

От читателя не требуется специальной подготовки. Пособие вполне доступно студен
там старших курсов, магистрам и аспирантам и может использоваться как в базовых, 
так и в специальных курсах. 



Глава 1 

Фреймы в конечномерных 
пространствах 

1.1. Определение фрейма 
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1.3. Фреймы и операция свертки 

В данном параграфе мы исследуем устойчивость фреймов по отношению к операции 
свертки, которая является интересной для практических приложений. Операции клас
сической обработки сигналов, такие как стационарное удаление шума, передача сиг
нала, упреждающее кодирование, выполняются с помощью линейных инвариантных 
относительно сдвига операторов, каждый из которых может быть представлен в виде 
свертки. 















Глава 2 

Конструкция фреймов Парсеваля — 
Стеклова в конечномерных 
пространствах 

2.1. Конструкция равномерных фреймов 

Парсеваля — Стеклова 

Вторая глава пособия посвящена в основном фреймам Парсеваля — Стеклова. Приве
дена общая схема построения равномерных фреймов Парсеваля — Стеклова в конечно
мерных евклидовых пространствах. Приводятся характеризации наборов вещественных 
чисел, которые являются нормами произвольных (т. е. неравномерных) фреймов Пар
севаля — Стеклова, а также алгоритм построения фреймов Парсеваля — Стеклова для 
каждого такого набора. 

Прежде чем перейти к конструкции равномерных фреймов Парсеваля — Стеклова, 
рассмотрим несколько способов построения фреймов Парсеваля — Стеклова с произ
вольными нормами. 

Первый подход для построения фреймов Парсеваля — Стеклова основан на следу
ющей лемме М.А. Наймарка [12; 13]. 

















2.2. Конструкция фреймов Парсеваля — Стеклова 
с заданными нормами 

Конструкция, описанная в предыдущем параграфе, не обеспечивает равенства норм. 
Поэтому возникает задача выравнивания норм строк ортогональной матрицы после 
удаления некоторого количества столбцов. Такая задача может считаться классической 
и неявно рассматривалась в работах А.Н. Колмогорова [14] и Ю.В. Линника [15]. Общее 
решение задачи описания ортопроекторов, преобразующих ортонормированный базис 
в векторы одинаковой нормы, до сих пор неизвестно [6]. 
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