
ÌÈÍÈÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß È ÍÀÓÊÈ ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ
ÔÅÄÅÐÀÖÈÈ

ÔÅÄÅÐÀËÜÍÎÅ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÅ ÁÞÄÆÅÒÍÎÅ
ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ

Ó×ÐÅÆÄÅÍÈÅ ÂÛÑØÅÃÎ ÏÐÎÔÅÑÑÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ
ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

¾ÑÀÌÀÐÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ¿

Êàôåäðà óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Ë. Ñ. Ïóëüêèíà

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

Óòâåðæäåíî ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèì ñîâåòîì óíèâåðñèòåòà

â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ

Ñàìàðà
Èçäàòåëüñòâî "Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò"

2015



ÓÄÊ 517.95
ÁÁÊ 22.161.6

Ï 88

Ðåöåíçåíòû:

ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Î.À. Ðåïèí,
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Î.Ï. Ôèëàòîâ

Ïóëüêèíà, Ë. Ñ.

Ï 88 Ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè: ó÷åá-
íîå ïîñîáèå / Ë.Ñ. Ïóëüêèíà. � Ñàìàðà : Èçä-âî ¾Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò-
òåò¿, 2015. � 52 ñ.

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî ìåòîäó Äàëàìáåðà è ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðè-
âîäÿòñÿ ïðèìåðû ñ ïîäðîáíûìè îáúÿñíåíèÿìè, à òàêæå ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Òåêñò ñîïðîâîæäàåòñÿ ññûëêàìè íà ó÷åáíè-
êè, à òàêæå íà ñïðàâî÷íèêè è íàó÷íóþ ëèòåðàòóðó.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ
ïî íàïðàâëåíèþ 01.03.01 ¾Ìàòåìàòèêà¿ è ñïåöèàëüíîñòè 01.05.01 ¾Ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿.

ÓÄÊ 517.95
ÁÁÊ 22.161.6

c© Ïóëüêèíà Ë. Ñ., 2015
c© ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Ñàìàðñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿, 2015



1. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Ïóñòü Ïåòÿ è Êîëÿ - ïðîèçâîëüíûå ñòóäåíòû òðåòüåãî êóðñà ìåõìàòà. Ïå-
òÿ è Êîëÿ íà÷àëè èçó÷àòü êóðñ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïîíÿëè,
÷òî åñëè íå âçÿòüñÿ çà êíèãè, òî ìîãóò âîçíèêíóòü ïðîáëåìû.

Îêàçàëîñü, ÷òî ó÷åáíèêîâ ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìíî-
ãî, ïðàâäà, íåêîòîðûå èç íèõ ñêðûâàþòñÿ ïîä íàçâàíèåì "Óðàâíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè". Ìàëü÷èêè ðåøèëè, ÷òî áóäóò ÷èòàòü ðàçíûå êíèãè, à
ïîòîì èõ îáñóæäàòü. Ïåòÿ íà÷àë ñ [1], à Êîëÿ ñ [2]. Ïåòÿ ïðî÷èòàë ââåäåíèå
è ãëàâó I, à Êîëÿ � ââåäåíèå, ïàðàãðàô 1 ãëàâû I è íà÷àë ÷èòàòü ïàðàãðàô
4 ãëàâû II. Îíè ïîíÿëè âîò ÷òî:

óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � ýòî ñîîòíîøåíèå, â êîòîðîå íåèç-
âåñòíàÿ ôóíêöèÿ u(x), ãäå x = (x1, ...xn), âõîäèò âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè

F (x, u,Du,D1u, ..., Dαu) = 0, (1)

ãäå îáîçíà÷åíî

Dαu =
∂|α|u

∂x1
α1...∂xnαn

,

α� ìóëüòèèíäåêñ, öåëî÷èñëåííûå αi ≥ 0, |α| = α1 + ...+ αn;
óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïîðÿäêàm, åñëè îíî ñîäåðæèò õîòÿ

áû îäíó ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêàm è íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà;

óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè è âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå;

óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî îòíîñèòåëü-
íî âñåõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè;

ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðè-
âîäÿò ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî
ïîðÿäêà;

ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûå êëàññû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà: óðàâíå-
íèÿ ìîãóò áûòü ýëëèïòè÷åñêèìè, ãèïåðáîëè÷åñêèìè è ïàðàáîëè÷åñêèìè â
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. Îá ýòîì íàïèñàíî â [1].

Îáñóäèâ ïðî÷èòàííîå, îíè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî íå âñå ïîíÿëè:
Êàê êëàññèôèöèðîâàòü óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà?
Ñóùåñòâóþò ëè óðàâíåíèÿ, íå ïðèíàäëåæàùèå íè ê îäíîìó èç âûäåëåí-

íûõ êëàññîâ?
Çà÷åì ïðèâîäèòü ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó?
Êàê íàéòè ðåøåíèå?

� Íè÷åãî ñòðàøíîãî, ÷òî ïîêà íå ïîíÿëè � ñêàçàë Ïåòÿ, � áóäåì èñêàòü.
�Ïîæàëóé, íóæíî ïî÷èòàòü åùå êàêèå-íèáóäü êíèãè � ïðåäëîæèë Êîëÿ.
�Âîçüìåì îäíó òîëñòóþ [2] è îäíó òîíêóþ [3].
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�À ïîêà ó íàñ íåò ýòèõ êíèã, äàâàé ïîïðîáóåì ñàìè ðåøèòü êàêîå-íèáóäü
óðàâíåíèå, ñàìîå ïðîñòîå íà âèä.

Â ïîèñêàõ òàêîãî óðàâíåíèÿ ìàëü÷èêè ñíîâà îòêðûëè êíèæêè è íàøëè
ïðèìåðû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. �À ó íåêîòîðûõ äàæå åñòü
èìåíà! � âîñêëèêíóë Êîëÿ.

1. ∆u ≡
n∑
i=1

uxixi = 0 � óðàâíåíèå Ëàïëàñà;

2. −∆u = λu � óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà;

3. ut −
n∑
i=1

(biu)xi � óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ;

4. ut −∆u = 0 � óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè;
5. utt −∆u = 0 � âîëíîâîå óðàâíåíèå;
6. utt + uxxxx = 0 � óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòåðæíÿ;
7. ut + uxxx = 0 � óðàâíåíèå Ýéðè;
8. ut + uux − uxx = 0 � óðàâíåíèå Áþðãåðñà;
9. ut + uux + uxxx = 0 � óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèñà;

10. yuxx + uyy = 0 � óðàâíåíèå Òðèêîìè.
Ïîñëå íåêîòîðûõ ðàçäóìèé áûëî ðåøåíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé

óðàâíåíèÿ 3, ïîëîæèâ n = 1, b = const. Äëÿ ïðèäàíèÿ åìó ñèììåòðèè
çàïèñàëè åãî òàê:

aut + bux = 0. (2)

È òóò âîçíèê âîïðîñ: à ïî÷åìó àðãóìåíòû íåèçâåñòíîé ôóíêöèè îáîçíà÷à-
þòñÿ ïî-ðàçíîìó â óðàâíåíèÿõ 1�10? Â 1 è 2 � òîëüêî x, ñ óðàâíåíèåì 10
âñå ïîíÿòíî, òàì òîëüêî äâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî èõ îáîçíà÷èòü
ðàçíûìè áóêâàìè, ÷òîáû èçáåæàòü èíäåêñîâ. À â 3�9 êðîìå x åñòü åùå è t.
×òî ýòî çíà÷èò? Ïîêà íå ïîíÿòíî.

Èòàê, ïîïðîáóåì ðåøèòü óðàâíåíèå (2). Íî êàê? Ýòî óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ëèíåéíîå, îäíîðîäíîå, íî ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ìû íå óìååì
èõ ðåøàòü!
� Áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðèíöèïîì: "åñëè íå çíàåøü, ÷òî äåëàòü, äåëàé,
÷òî óìååøü".
� Äàâàé ïîïðîáóåì íàéòè àññîöèàöèè ñ ÷åì-òî çíàêîìûì. Åñëè íà âðåìÿ
çàáûòü, ÷òî ìû ïûòàåìñÿ íàéòè u(x, t) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), òî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü (2) êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ:
(a, b) è (ut, ux). Ðàç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî ýòè âåêòîðû îð-
òîãîíàëüíû. Åñëè u(x, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), òî âåêòîð (a, b, 0) ëåæèò â
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó ðåøåíèÿ, ò.å. ê èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè,
è â òî÷êå (x, t, u) dx : dt : du = b : a : 0, îòêóäà

dx

b
=
dt

a
=
du

0
.
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�Âñïîìíèë! Áûëî!� âîñêëèêíóë Ïåòÿ.� Â êóðñå ÎÄÓ, íî ñîâñåì íåìíîãî.
×òî äåëàòü äàëüøå, ìîæíî ïðî÷èòàòü â çàäà÷íèêå À.Ô. Ôèëèïïîâà [4], § 20.
Íî ìû è ñàìè ñìîæåì: èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ èìååì

adx = bdt, du = 0, îòêóäà u = const íà ëþáîé êðèâîé ax − bt = const.
(Ïðÿìîé â íàøåì ñëó÷àå, ò.ê. a,b � ÷èñëà). Çíà÷èò, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
aut + bux = 0 ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) = f(ax− bt). � Íó íå ñîâñåì
ëþáàÿ, ïðîèçâîäíûå îíà äîëæíà èìåòü, èíà÷å ìû íå ñìîæåì åå ïîäñòàâèòü â
óðàâíåíèå, à âåäü ìû èìåííî òàê ïîíèìàåì ðåøåíèå: ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå
è ïîëó÷èòü âåðíîå ðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå 5. Ýòî óðàâíåíèå � âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïî-
ñìîòðèì, íåëüçÿ ëè íàéòè åãî ðåøåíèå. Îïåðàòîð óðàâíåíèÿ 5 ìîæíî ôàê-
òîðèçîâàòü.
� à ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ôàêòîðèçîâàòü? �ñïðîñèë Ïåòÿ.
� äà ýòî ïðîñòî "ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè". À òåðìèí � îò ñëîâà factor �
ìíîæèòåëü, à factorize � "ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè"ïî àíãëèéñêè.
� Âîò ÷òî ïîëó÷èì:

(
∂

∂t
− a ∂

∂x
)(
∂

∂t
+ a

∂

∂x
)u = 0. (3)

Îáîçíà÷èì

v = (
∂

∂t
− a ∂

∂x
)u.

Òîãäà èç (3)
vt + avx = 0, (4)

è ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé! Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìû óæå
çíàåì: v(x, t) = f1(x− at).
� À çà÷åì èíäåêñ ó f?
� Íà âñÿêèé ñëó÷àé, âåäü ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ åùå íå íàéäåíî, âäðóã
ïðèãîäèòñÿ.
� Äà, äåéñòâèòåëüíî, èç (3) òåïåðü ïîëó÷èì

ut − aux = f1(x− at).

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ìåòîäîì, êîòîðûé ìû âñïîìíèëè (ñì. [4]), ïðèõîäèì ê
ñèñòåìå

dt

1
= −dx

a
=

du

f1(x− at)
è íàõîäèì åå ïåðâûå èíòåãðàëû

x+ at = const, u−
t∫

0

f1(x− aτ)dτ = const.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî íàïèñàòü â íåÿâíîì
âèäå

F (x+ at, u−
t∫

0

f1(x− aτ)dτ) = 0,

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òàê êàê u âõîäèò òîëüêî â îäèí èç ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ, òî îáùåå ðåøåíèå ìîæíî íàïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

u(x, t)−
t∫

0

f1(x− aτ)dτ = g(x+ at),

ãäå g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.Îáîçíà÷èâ
t∫

0

f1(x− aτ)dτ = f(x− at), ïîëó-

÷èì îáùåå ðåøåíèå

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at).

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
utt − a2uxx. (5)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè f, g îáðàçóþùèå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ,
ïîÿâèëèñü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, è ïîýòîìó ìû çíàåì, ÷òî îíè ïîñòîÿííû âäîëü x− at = const
è x + at = const ñîîòâåòñòâåííî. Íàâåðíîå, ýòî íå ïðîñòî òàê, à ÷òî-íèáóäü
îçíà÷àåò.
� Äàâàé ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíò è ïîñìîòðèì íà ðåàêöèþ óðàâíåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ïåðåéäåì ê äðóãèì ïåðåìåííûì, ïîëîæèâ

ξ = x− at, η = x+ at,

è ïîñìîòðèì, ÷òî èç ýòîãî ïîëó÷èòñÿ.
Ìàëü÷èêè íàøëè ïðîèçâîäíûå (åñëè çàáûëè, ñì. [5], ò.I, ãëàâà V, § 3.)

ux = uξ + uη,
uxx = uξξ + 2uξη + uηη,
ut = −auξ + auη,
utt = a2uξξ − 2uξη + a2uηη

(6)

è, ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå (5), ïîëó÷èëè

uξη = 0. (7)

� Êàêîå ïðîñòîå ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå! À åñëè åãî çàïèñàòü â âèäå (uξ)η = 0,
òî uξ = f1(ξ).
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� Ïî÷åìó?
� Ðàç ïðîèçâîäíàÿ ïî η ðàâíà íóëþ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ uξ íå
çàâèñèò îò η. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðåìåííàÿ ξ.
Ó íàñ ïîëó÷èëîñü ïðîñòåéøåå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
Ðåøèâ åãî, ïîëó÷èì

u(ξ, η) =

∫
f1(ξ)dξ + g(η),

à åñëè îáîçíà÷èòü
∫
f1(ξ)dξ = f(ξ), òî

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η).

Âåðíóâøèñü ê ïðåæíèì ïåðåìåííûì, áóäåì èìåòü

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at),

ò.å. â òî÷íîñòè òî æå, ÷òî ìû ïîëó÷èëè äðóãèì ñïîñîáîì.
Èòàê, ìû óâèäåëè, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íå òàêèå

ñòðàøíûå, êàê íàì ïîêàçàëîñü: ìû äàæå ðåøèëè äâà óðàâíåíèÿ. Ïðàâäà,
ðåøåíèé ñëèøêîì ìíîãî, è íàì íóæíî âûÿñíèòü, ìîæíî ëè âûäåëèòü åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, îáëàäàþùåå êîíêðåòíûìè ñâîéñòâàìè. Çàîäíî ìû ïîíÿëè,
÷òî ïðÿìûå x−at = c, x+at = c èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ utt− a2uxx = 0. À åñòü ëè àíàëîãè äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé?
Íóæíî ïî÷èòàòü êíèãè.

Íà ñëåäóþùåå óòðî ìàëü÷èêè îòêðûëè ó÷åáíèê [1] è ñòàëè ÷èòàòü § 1
ãëàâû I: "Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè". Ïåòÿ � ï. 1, à Êîëÿ � ï.2.

Îáñóäèâ ïðî÷èòàííîå, îíè ðåøèëè, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà èì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíåå, åñëè íà÷àòü ñ îáùåãî ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ (ñì. ï.2), è Êîëÿ ñòàë ðàññêàçûâàòü.
�Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x). (8)

Ïåðâàÿ ñóììà ñîäåðæèò âñå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è íàçûâàåòñÿ
ãëàâíîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (8). Ñîïîñòàâèì óðàâíåíèþ (8) êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó.
� À çà÷åì? � ñïðîñèë Ïåòÿ.
�Âîò óâèäèøü, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ôàêòû ëèíåéíîé àëãåá-
ðû, êîòîðûå ìû çíàåì ñ ïåðâîãî êóðñà. Ïðîäîëæàþ. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0,
íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå,
îáîçíà÷èì èõ a0

ij = aij(x
0). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Q =
n∑

i,j=1

a0
ijpipj (9)
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íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.
Áóäåì òåïåðü äåëàòü ñðàçó äâà äåëà: â óðàâíåíèè (8) ïåðåéäåì ê íîâûì

ïåðåìåííûì ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé çàìåíû

ξk = ξk(x), k = 1, ..., n, (10)

à êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (9) ïðèâåäåì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â âûáðàííîé
òî÷êå x0.
� Íî çà÷åì ìû äåëàåì çàìåíó? È êàêóþ? È ïî÷åìó íåâûðîæäåííóþ?
� Çàìåíó äåëàåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñìîòðåòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ. Êàê îïûò â
õèìèè èëè ôèçèêå: íàëèòü, ñìåøàòü, ïîñìîòðåòü, ÷òî ïîëó÷èëîñü, à çàòåì,
åñëè íå âçîðâàëîñü, äóìàòü, ÷òî ýòî îçíà÷àåò è êàê ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü.
À âîò êàêóþ � çàâèñèò îò òîãî, ÷òî ìû õîòèì ïîëó÷èòü. Ñåé÷àñ ìû õîòèì
âûäåëèòü êëàññû óðàâíåíèé, îáëàäàþùèå íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè,
è íàó÷èòüñÿ îòëè÷àòü îäèí îò äðóãîãî. Çàáåãàÿ âïåðåä, ìîãó ñêàçàòü, ÷òî ýòî
îêàæåòñÿ âàæíûì äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è äëÿ èçó÷åíèÿ êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé. Êàê íàéòè ïîäõîäÿùóþ çàìåíó? Çàãðàíèöà, îé, êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà íàì ïîìîæåò! À íåâûðîæäåííóþ � äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëå
ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì íå ìåíÿëñÿ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ.

Ïåòÿ íàøåë ïðîèçâîäíûå:

∂u

∂xi
=

n∑
k=1

∂u

∂ξk

∂ξk
∂xi

,
∂2u

∂xi∂xj
=

n∑
k,l=1

∂2u

∂ξk∂ξl
+

n∑
k=1

∂u

∂ξk

∂2ξk
∂xi∂xj

.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èëè
n∑

k,l=1

ākl
∂2u

∂ξk∂xl
+

n∑
k=1

b̄k
∂u

∂ξk
+ c̄u = f̄(ξ). (11)

Óðàâíåíèå (11) èìååò òàêîé æå âèä, êàê è (8), íî êîýôôèöèåíòû äðóãèå.
Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (8) è ïðîèçâîäíûå íîâûõ
ïåðåìåííûõ:

ākl =
n∑
i,j

aijαikαjl, (12)

b̄ =
n∑
i=1

biαik +
n∑

i,j=1

aij
∂2ξk
∂xi∂xj

,

ãäå îáîçíà÷åíî αik = ∂ξk
∂xi
.

À â ýòî âðåìÿ Êîëÿ ïðåîáðàçîâàë êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (9). Ïîëîæèâ

pi =
n∑
k

αikqk, (13)
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îí ïîëó÷èë íîâîå âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

Q =
n∑

k,l=1

ā0
klqkql, (14)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé èìåþò âèä

ā0
kl =

n∑
i,j=1

a0
ijαikαjl. (15)

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ãëàâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8) â ðåçóëüòàòå
ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) èçìåíÿþòñÿ òàê æå, êàê è êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôîðìû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (13). Ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) è (13)
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

αik =
∂ξk
∂xi

.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû íå âûáðàëè ïðåîáðàçîâàíèå (10), ïîýòîìó ìàòðèöó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (13) íå çíàåì. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû ñíà÷àëà íàéäåì
ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ (13) èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé, òî íàéäåì è ïðåîá-
ðàçîâàíèå (10).
� Íó, äàâàé ñîîáðàæàòü � ñêàçàë Êîëÿ,� ÷òî ìû çíàåì ïðî êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû è ÷òî íàì ìîæåò áûòü ïîëåçíî?
� Çíàþ! � âîñêëèêíóë Ïåòÿ.
� Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ò.å. ê ñóì-
ìå êâàäðàòîâ), à êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â êàíîíè÷åñêîì âèäå
ëèáî ±1, ëèáî 0.
� À åùå ïî çàêîíó èíåðöèè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è ðàâíûõ
íóëþ êîýôôèöèåíòîâ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî íåâûðîæäåííî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
� Íî òîãäà âñå ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãëàâíîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. Âîò ïî÷åìó íàì íóæíà áûëà
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà!

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèå (8) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, åñëè âñå n êîýôôèöèåíòîâ ā0

kl îòëè÷íû îò íóëÿ
è îäíîãî çíàêà;

ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè âñå n êîýôôèöèåíòîâ ā0
kl îòëè÷íû îò íóëÿ

è îäèí èç íèõ ïðîòèâîïîëîæåí ïî çíàêó îñòàëüíûì;
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ā0

kl ðàâåí
íóëþ.

(Çàìå÷àíèå. Ïðè n > 2 ìîæíî âûäåëèòü è äðóãèå òèïû óðàâíåíèé [1]).
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
ïîëåçíà

Èíñòðóêöèÿ.

1. Âûäåëèòü ãëàâíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.
2. Çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó.
3. Ïðèâåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó. Êîëè÷åñòâî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ è èõ çíàêè â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå ïîçâîëÿò îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì áóäåò íàéäåíî
ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ôîðìó ê ñóììå êâàäðàòîâ. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó
ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ P = (αik),

pi =
n∑
k=1

αikqk.

4. Âûáðàòü íîâûå ïåðåìåííûå ξk òàê, ÷òîáû â òî÷êå x0 âûïîëíÿëîñü ðà-
âåíñòâî

∂ξk
∂xi

∣∣∣
x=x0

= αik

Äëÿ ýòî ìîæíî ïîëîæèòü

ξk =
n∑
i=1

αikxi.

5. Íàéòè ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå.

Ïðèìåð.

uxx + 2uxy − 3uyy − 4uyz + 8uzz + ux − uy = 0.

Ãëàâíàÿ ÷àñòü:
uxx + 2uxy − 3uyy − 4uyz + 8uzz.

Êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû, ïîýòîìó òî÷êó íå íóæíî ôèêñèðîâàòü. Çàïèøåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q = p2
1 + 2p1p2 − 3p2

2 − 4p2p3 + 8p2
3.

Ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, âûäåëÿÿ ïîëíûå
êâàäðàòû.

Q = (p1 + p2)
2 − (2p2 + p3)

2 + 9p2
3.

Ïîëîæèì
q1 = p1 + p2,
q2 = 2p2 + p3,
q3 = 3p3.
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Òîãäà êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q = q2
1 − q2

2 + q2
3,

è ìû âèäèì, ÷òî âñå òðè êîýôôèöèåíòà îòëè÷íû îò íóëÿ, íî îäèí îòëè÷àåòñÿ
çíàêîì îò äâóõ äðóãèõ. Çíà÷èò, ýòî óðàâíåíèå � ãèïåðáîëè÷åñêîå. Òåïåðü
áóäåì ïðèâîäèòü åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïî
èíñòðóêöèè ñòàðûå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå, ñì. (13). À ó íàñ
� íàîáîðîò. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ñäåëàåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

p1 = q1 − 1
2q2 + 1

6q3,
p2 = 1

2q2 − 1
6q3,

p3 = 1
3q3.

Çàïèøåì ìàòðèöó ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

P =

 1 −1
2

1
6

0 1
2 −1

6
0 0 1

3

 .

Òåïåðü â ñèëó ïóíêòà 4 èíñòðóêöèè íàéäåì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðå-
ìåííûõ

A = P T =

 1 0 0
−1

2
1
2 0

1
6 −1

6
1
3


è çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå

ξ = x,
η = −1

2x+ 1
2y,

ζ = 1
6x−

1
6y + 1

3z.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíûå

ux = uξ − 1
2uη + 1

6uζ ,
uxx = uξξ + 1

4uηη + 1
36uζζ − uξη + 1

3uξζ −
1
6uηζ ,

uy = 1
2uη −

1
6uζ ,

uyy = 1
4uηη + 1

36uζζ −
1
6uηζ ,

uz = 1
9uζζ ,

uxy = 1
2uξη −

1
6uξζ −

1
4uηη + 1

6uηζ −
1
36uζζ ,

uyz = 1
6uηζ −

1
18uζζ

è ïîäñòàâëÿåì èõ â óðàâíåíèå. Ãîòîâî!

uξξ − uηη + uζζ − uη = 0.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

1. uxx + 4uxy + 6uyy − 4uyz + 11uzz − 7uy + uz = 0.
2. uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz − 4ux + 5uz = 0.
3. 4uxx − 4uxy − 2uyz + uy + uz = 0.
4. uxy − uxz + ux + uy − uz = 0.
5. uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 2uzz = 0.
6. uxx + 2uxy − 4uxz − 6uyz − uzz = 0.
7. uxx + 2uxy + 2uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 3utt = 0.
8. uxy − uxt + uzz − 2uzt + 2utt = 0.
9. uxy + uyz + uxz − 3x2ux + y sinu+ xe−y = 0.
10. xuxx + yuyy − u = 0.

2. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, n = 2. Âñå îïðåäåëåíèÿ, à òàêæå
èíñòðóêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ åãî ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó ñïðàâåäëèâû, íî â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìîæíî óâèäåòü íåêîòî-
ðûå äåòàëè, ïîëåçíûå äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè.

Ïóñòü n = 2. Óðàâíåíèå (8) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + f(x, y, u, ux, uy) = 0. (16)

Ýòî êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå, íî ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ êëàññèôèêàöèè óðàâ-
íåíèÿ íóæíà òîëüêî ãëàâíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, à îíà ïî-ïðåæíåìó ëèíåéíà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ (16) ìîæíî, êîíå÷íî, ïîëüçîâàòüñÿ îïðå-
äåëåíèåì è èíñòðóêöèåé, íî óäîáíåå � êðèòåðèåì, êîòîðûé ñåé÷àñ ïîëó÷èì.
Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåíèå 1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

â òî÷êå x0 óðàâíåíèå (8) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè ìàòðèöà õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôîðìû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè îíà
çíàêîïåðåìåííà, ïàðàáîëè÷åñêèì � åñëè âûðîæäåíà.

Â ñëó÷àå n = 2 ìàòðèöà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò
âèä (

A B
B C

)
,

è êðèòåðèåì ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ìàòðèöû â ñëó÷àå n = 2 ÿâëÿåòñÿ
çíàê âûðàæåíèÿ AC −B2 â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé:
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Óðàâíåíèå (16) â òî÷êå (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ
ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè B2 − AC < 0,
ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè B2 − AC > 0,
ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè B2 − AC = 0.
Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (16) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íî ïîïðîáóåì íå ïðè-

äåðæèâàòüñÿ èíñòðóêöèè. Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïîëîæèâ

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),

ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áûëî íåâûðîæäåííûì. Äëÿ ýòîãî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

J =

∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ = ξxηy − ηxξy 6= 0.

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå

ux = uξξx + uηηx,
uxx = uξξξ

2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx,

uy = uxiξy + uηηy,
uyy = uξξξ

2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy,

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy

è ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå (16). Ïîëó÷èì

Āuξξ + 2B̄uξη + C̄uηη + f̄(ξ, η, u, uξ, uη) = 0, (17)

ãäå íîâûå êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä:

Ā = Aξ2
x + 2Bξxξy + Cξ2

y ,
B̄ = Aξxηx +B(ξxηy + ηxξy) + Cξyηy,
C̄ = Aη2

x + 2Bηxηy + Cη2
y.

� Ïîñìîòðè � ñêàçàë Ïåòÿ, � âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ā è C̄ î÷åíü
ïîõîæè è âûãëÿäÿò, êàê óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà,
� åñëè èõ ïðèðàâíÿòü íóëþ, äîáàâèë Êîëÿ. È îíè ðåøèëè ïðèðàâíÿòü èõ
íóëþ è ïîñìîòðåòü, ÷òî èç ýòîãî ïîëó÷èòñÿ:
åñëè ξ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Aξ2

x + 2Bξxξy + Cξ2
y = 0, òî Ā = 0,

à åñëè η � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Aη2
x + 2Bηxηy + Cη2

y = 0, òî C̄ = 0.
Ìîæíî ëè íàéòè òàêèå ôóíêöèè ϕ(x, y), ψ(x, y) ÷òîáû ýòè ðàâåíñòâà

âûïîëíÿëèñü? Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

AΦ2
x + 2BΦxΦy + CΦ2

y = 0. (18)
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Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, íî ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ðàçðàáîòàíû, íàïðèìåð, ìåòîä Ëàãðàíæà-Øàðïè [?]. Íî ìû ïî-
ñòóïèì ïðîùå. Èññëåäóåì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: B2−AC > 0, B2−AC =
0, B2 − AC < 0.

1.Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) B
2 − AC > 0. Â ñèëó êðèòåðèÿ

óðàâíåíèå (16) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
A2 + B2 6= 0, ò.å. ýòè êîýôôèöèåíòû íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (18) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ, èíà÷å ãîâîðÿ, ôàêòîðèçóåì:

[AΦx + (B +
√
B2 − AC)Φy][AΦx + (B −

√
B2 − AC)Φy] = 0.

� À êàê òû äîãàäàëñÿ?
� ß ïðåäñòàâèë ñåáå ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (18) êàê êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí,
íàøåë êîðíè è ðàçëîæèë åãî íà ìíîæèòåëè. Âîò ñìîòðè:

At2 + 2Bt+ C = 0, t =
Φx

Φy
,

íàõîæó êîðíè, ðàñêëàäûâàþ íà ìíîæèòåëè, è, âîçâðàùàÿñü ê t = Φx
Φy
, ïîëó-

÷èì

[AΦx + (B +
√
B2 − AC)Φy][AΦx + (B −

√
B2 − AC)Φy] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ôàêòîðèçàöèè óðàâíåíèå (18) ðàñïàäàåòñÿ íà
äâà:

AΦx + (B +
√
B2 − AC)Φy = 0, AΦx + (B −

√
B2 − AC)Φy = 0,

è îíè ëèíåéíû. Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñèñòåìû

dx

A
=

dx

B +
√
B2 − AC

;
dx

A
=

dx

B −
√
B2 − AC

,

êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Ady − (B +
√
B2 − AC)dx = 0, Ady − (B −

√
B2 − AC)dx = 0,

à ñòàëî áûòü, è òàê:

Ady2 − 2Bdxdy + Cdx2 = 0. (19)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Åñëè Φ = φ(x, y) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18), òî ñîîòíî-

øåíèå φ(x, y) = c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (19);
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åñëè φ(x, y) = c � îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (19), òî ôóíêöèÿ Φ =
φ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (18).

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [1], ãëàâà I, § 1.
Ïóñòü ϕ(x, y) = c, ψ(x, y) = c � èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ (19).
Îïðåäåëåíèå 2. Êðèâûå

ϕ(x, y) = c, ψ(x, y) = c

íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (16).
Êñòàòè, îáà óðàâíåíèÿ, (18) è (19), íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè,

èëè óðàâíåíèÿìè õàðàêòåðèñòèê.
� À ïîìíèøü,� ñêàçàë Ïåòÿ, � íàì óæå âñòðå÷àëèñü íåêîòîðûå êðèâûå,
êîãäà ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèå êîëåáàíèé?
� Äà, è, õîòÿ îíè áûëè ïðÿìûìè, íî îêàçàëèñü èíòåðåñíûìè îáúåêòàìè.
Íóæíî åùå ðàç îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèþ êîëåáàíèé è ðàññìîòðåòü åãî, èñ-
ïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ. Ñîñòàâèì äëÿ íåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå:

dx2 − a2dt2 = 0.

Ðåøåíèå íàéòè ëåãêî:

(dx− adt)(dx+ adt) = 0 ⇒ dx

dt
= ±a ⇒ x− at = c, x+ at = c.

Îêàçûâàåòñÿ, òå çàìå÷àòåëüíûå ïðÿìûå, êîòîðûå ó íàñ ïîÿâèëèñü ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé, ñóòü íå ÷òî èíîå, êàê õàðàêòåðèñòèêè!

Íî âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (16). Åñëè çà íîâûå ïåðåìåííûå âçÿòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (18), òî, êàê ìû óæå çàìåòèëè, Ā = C̄ = 0 è
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∂2u

∂ξ∂η
= F1(ξ, η, u, uξ, uη). (20)

� À åñòü ëè ãàðàíòèÿ, ÷òî B̄ 6= 0?
�Äà, åñòü: â ñëó÷àå B2−AC > 0 óðàâíåíèå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ, ïîýòîìó óñëîâèå ξxηy − ηxξy 6= 0 âûïîëíåíî, à íåïîñðåäñòâåííûìè
âû÷èñëåíèÿìè íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

B̄2 − ĀC̄ = (B2 − AC)(ξxηy − ηxξy)2.

Åñëè â êà÷åñòâå ξ, η ìû áåðåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18), òî Ā = C̄ = 0 è â
ýòîì ñëó÷àå

B̄2 = (B2 − AC)(ξxηy − ηxξy)2 > 0.

Ñîîòíîøåíèå (20) � êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

â ñëó÷àå n = 2.
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Ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâà äåéñòâè-

òåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.

2. Ïóñòü òåïåðü B2 − AC = 0, ò.å. óðàâíåíèå (16) � ïàðàáîëè÷åñêîå. Ðà-
çóìååòñÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ (16) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Òîãäà õîòÿ áû îäèí èç
êîýôôèöèåíòîâ A,B îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü A 6= 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
õàðàêòåðèñòèê, êîòîðîå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ òàê:

(AΦx +BΦy)
2 = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Φ = ϕ(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ AΦx+
BΦy = 0, òî ýòà æå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ BΦx +CΦy = 0.

Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò îäíî ñåìåéñòâî äåéñòâèòåëüíûõ õà-

ðàêòåðèñòèê.

� Â êà÷åñòâå îäíîé èç íîâûõ ïåðåìåííûõ ìû âîçüìåì ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê. À ãäå ìû âîçüìåì âòîðóþ?
� Ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ, ëèøü áû ÿêîáèàí ïîëó÷èâøåãîñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó ìû âûáåðåì åå êàê ìîæíî ïðîùå.
Ïóñòü

ξ = ϕ(x, y)
η = ψ(x, y).

Òîãäà î÷åâèäíî Ā = 0, à

B̄ = (A
∂ϕ

∂x
+B

∂ϕ

∂y
)
∂ψ

∂x
+ (B

∂ϕ

∂x
+ C

∂ϕ

∂y
)
∂ψ

∂y
= 0.

Íàêîíåö, íàéäåì

C̄ =
1

A
(A
∂ψ

∂x
+B

∂ψ

∂y
) 6= 0,

è ìû ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà:

uηη = F2(ξ, η, u, uξ, uη).

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå âòîðîé ïåðåìåííîé, åñëè A 6= 0, ìîæíî áûëî âçÿòü
ψ(x, y) = x.

3. Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå B2 − AC < 0, ò.å. óðàâíåíèå (16) �
ýëëèïòè÷åñêîå. Åñëè êîýôôèöèåíòû A,B,C àíàëèòè÷íû â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè (x0, y0), òî óðàâíåíèå (18) èìååò â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå

ϕ(x, y) = ϕ1(x, y) + iϕ2(x, y).

Ïîëîæèì
ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y).
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Ðàçäåëÿÿ â òîæäåñòâå

A

(
∂ϕ

∂x

)2

+ 2B
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+ C

(
∂ϕ

∂y

)2

= 0

äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì

A

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

= A

(
∂η

∂x

)2

+ 2B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(
∂η

∂y

)2

,

A
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+B

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ C

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Ā = C̄, B̄ = 0, è ìû ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé âèä ýëëèï-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

uξξ + uηη = F3(ξ, η, u, uξ, uη).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1. uxx + 2uxy − 3uyy = 0.
Îïðåäåëèì òèï ýòîãî óðàâíåíèÿ. B2 −AC = 1 + 3 = 4 > 0, � óðàâíåíèå

ãèïåðáîëè÷åñêîå. Çàïèøåì åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ôîðìå (19):

dy2 − 2dxdy − 3dy2 = 0.

Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå ñíà÷àëà êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî dy
dx :(

dy

dx

)2

− 2
dy

dx
− 3 = 0 ⇒ dy

dx
= −1,

dy

dx
= 3.

Òåïåðü ðåøèì ïîëó÷åííûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà:

x+ y = c, 3x− y = c.

Íàéäåííûå èíòåãðàëû � õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ ðàñ-
ñìàòðèâàåì.

Ïîëîæèì
ξ = x+ y,
η = 3x− y

è íàéäåì ïðîèçâîäíûå. Êîëÿ áûñòðî èõ íàøåë:

ux = uξ + 3uη,
uxx = uξξ + 6uξη + 9uηη,
uy = uξ − uη,
uyy = uξξ − 2uξη + uηη,
uxy = uξξ + 2uξη − 3uηη.
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� Êàê ýòî ó òåáÿ òàê áûñòðî ïîëó÷àåòñÿ?�ñïðîñèë Ïåòÿ.
�ß âñå âðåìÿ ïîëüçóþñü îäíîé ôîðìóëîé: ux = uξξx + uηηx.
�Òîãäà uy = uξξy + uηηy?
�Íó êîíå÷íî! È âòîðûå ïðîèçâîäíûå íàõîäèì ïî òåì æå ïðàâèëàì. Âñïî-
ìèíàé ìàòàíàëèç!

Òåïåðü ïîäñòàâèì íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â èñõîäíîå óðàâíåíèå è ïîëó-
÷èì

uξη = 0.

2. uxx − 2uxy + uyy + 2ux − 5uy − 3u = 0.
Îïðåäåëèì òèï ýòîãî óðàâíåíèÿ. B2 − AC = 1 − 1 = 0 � óðàâíåíèå

ïàðàáîëè÷åñêîå. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

dy2 + 2dxdy + dx2 = 0.

Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷èì åãî îáùèé èíòåãðàë x+ y = c. Ïîëîæèì

ξ = x+ y,
η = x

è íàéäåì ïðîèçâîäíûå.

ux = uξ + uη,
uxx = uξξ + 2uξη + uηη,
uy = uξ,
uyy = uξξ,
uxy = uξξ + uηξ.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì åãî êàíîíè÷åñêèå âèä:

uηη − 3uξ + 2uη − 3u = 0.

3. uxx + 4uxy + 5uyy = 0.
Îïðåäåëèì òèï ýòîãî óðàâíåíèÿ. B2 − AC = 4 − 5 = −1 � óðàâíåíèå

ýëëèïòè÷åñêîå. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

dy2 − 4dxdy + 5dx2 = 0

è íàéäåì åãî èíòåãðàëû.

y = (2± i)x+ c⇒ y − 2x± ix = c.

Ïîëîæèì
ξ = 2x− y,
η = x,
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íàéäåì ïðîèçâîäíûå, ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå è ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé
âèä

uξξ + uηη = 0.

Ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ òàê æå, êàê è â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
4. uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy − yuy = 0.
�Îáðàòè âíèìàíèå, çäåñü êîýôôèöèåíòû � ôóíêöèè, à íå ÷èñëà, êàê â

òðåõ ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ. Îïðåäåëèì òèï ýòîãî óðàâíåíèÿ. B2 − AC =
cos2 x + 3 + sin2 x = 4 > 0 � óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîå, ïðè÷åì, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî êîýôôèöèåòíû íå ïîñòîÿííû, îíî ãèïåðáîëè÷åñêîå íà âñåé ïëîñ-
êîñòè.
�À ìîæåò áûòü èíà÷å?
�Äà, íî îá ýòîì ÷óòü ïîçæå.
Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

dy2 + 2 cosxdxdy − (3 + sin2 x)dx2 = 0

è íàéäåì åãî èíòåãðàëû

dy

dx
= −cosx± 2 ⇒ y = − sinx± 2x+ c.

Ïîëîæèì
ξ = 2x+ sinx+ y,
η = 2x− sinx− y.

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå. Íóæíî áûòü âíèìàòåëüíûìè, òàê êàê çàìåíà â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷èëàñü íåëèíåéíîé.

ux = uξ(2 + cos x) + uη(2− cosx),
uxx = uξξ(2 + cos x)2 + 2uξη(2 + cos x)(2− cosx) + uηη(2− cosx)2−
−uξ sinx+ uη sinx,
uy = uξ − uη,
uyy = uξξ − 2uξη + uηη,
uxy = uξξ(2 + cos x)− uξη(2 + cos x) + uηξ(2− cosx)− uηη(2− cosx).

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå è ïîëó÷èì

16uξη + (sinx+ y)uξ − (sinx+ y)uη = 0.

Òåïåðü âûðàçèì êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå,
èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ, îòêóäà sinx+ y = ξ−η

2 , è ïîëó÷èì êàíîíè÷å-
ñêèé âèä

uξη +
ξ − η

32
(uξ − uη) = 0.
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5. Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêîå óðàâíåíèå

yuxx + uyy = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàì óæå âñòðå÷àëîñü â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ñ. 2, ýòî óðàâíå-
íèå Òðèêîìè. Îïðåäåëèì òèï ýòîãî óðàâíåíèÿ. B2 − AC = −y, ïýòîìó åãî
òèï îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì y : åñëè y > 0, òî óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîå, y < 0
�ãèïåðáîëè÷åñêîå, à ïðè y = 0 îíî, êàê ãîâîðÿò, ïàðàáîëè÷åñêè âûðîæäà-
åòñÿ. Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Ô. Òðèêîìè â
íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà [6] ïîëîæèëè íà÷àëî öåëîìó íàïðàâëåíèþ â òåîðèè
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òè-
ïà. Î òîì, êàê ðàçâèâàëàñü ýòà òåîðèÿ è êòî âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â åå
ðàçâèòèå, ìîæíî ïðî÷èòàòü â [7], [8] (ãë. IV). Íàçîâåì çäåñü ëèøü íåêîòîðûå
èìåíà: Ìàðèÿ ×èáðàðèî, Êýòëèí Ìîðàâåö, Ô.È. Ôðàíêëü, À.Â. Áèöàäçå.
Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ � íàïðè-
ìåð, â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ òðàíñçâóêîâîé ãàçîâîé äèíàìèêîé.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â îáëàñòè,
ãäå åãî òèï ñîõðàíÿåòñÿ:

1. uxx − 6uxy − 7uyy + 3ux − 5uy = 0.

2. uxx − 6uxy + 10uyy + ux − 3uy = 0.

3. uxx + 2uxy + uyy − 8ux + 9uy + 15u = 0.

4. uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0.

5. y2uxx + 2xyuxy + 2x2uyy + yuy = 0.

6. tg2 xuxx − 2y tg xuxy + y2uyy + tg3 xux = 0.

7. yuxx − uyy = 0.

8. xuxx + yuyy = 0.

9. uxx − yuyy = 0.

10. eyuxy − uyy + uy = 0.
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3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïðîäîëæèì èçó÷àòü óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Ìû óâèäåëè, ÷òî óðàâíå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â íåêîòîðîé
îáëàñòè, ãäå óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò ñâîé òèï. Ãëàâíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â êà-
íîíè÷åñêîì âèäå îäèíàêîâà äëÿ âñåõ óðàâíåíèé îäíîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî
èíîãäà êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ òàêîé ïðîñòîé, ÷òî ìîæíî íàéòè åãî
îáùåå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. uxy = 0 ⇒ u(x, y) = f(x)+g(y). (Ìû ïîëó÷èëè ýòîò ðåçóëüòàò âûøå).
2. uxy + a(y)ux = 0.
Ïðåäñòàâèì ýòî óðàâíåíèå, ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åíûé ðàíåå îïûò, ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ∂
∂x(uy + a(y)u) = 0, îòêóäà uy + a(y)u = g1(y), ãäå g1(y) � ïðîèç-

âîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä u(x, y) = C(x)e−

∫
a(y)dy. Ïðèìåíèâ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé

ïîñòîÿííîé (õîòÿ â íàøåì ñëó÷àå � ýòî ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé), ïîëó÷èì ðåøåíèå íåîäîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

u(x, y) = (f(x) + g(y))e−
∫
a(y)dy.

Ýòî è åñòü îáùåå ðåøåíèå.
�ß íå ñîâñåì ïîíÿë, êàê ìû íàøëè åãî.
�Èùåì ðåøåíèå â âèäå u(x, y) = C(x, y)e−

∫
a(y)dy, ãäå C(x, y) íåèçâåñò-

íà. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì Cy(x, y) = g1(y)e
∫
a(y)dy. Èíòåãðèðóåì:

C(x, y) =
∫
g1(y)e

∫
a(y)dydy + f(x), îáîçíà÷àåì:

∫
g1(y)e

∫
a(y)dydy = g(y), è

ïîëó÷àåì ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ôóíêöèþ u(x, y) = C(x, y)e−
∫
a(y)dy îáùåå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ.
�Òåïåðü ïîíÿòíî. Òîãäà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

uxy + b(x)uy = 0 ⇒ u(x, y) = (f(x) + g(y))e−
∫
b(x)dx.

Íåìíîãî ïîäóìàâ, ìàëü÷èêè íàøëè îáùåå ðåøåíèå åùå îäíîãî óðàâíåíèÿ:

uxy + aux + buy + abu = 0 ⇒ u(x, y) = (f(x) + g(y))e−ay−bx.

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå óðàâíåíèÿ èìåþò áåñ÷èñ-
ëåíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé, îáùèå
ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìû íå íàøëè. Êñòàòè, íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè óäàåòñÿ î÷åíü ðåäêî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü êîíêðåòíîå ðåøåíèå, íóæíî çíàòü äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âîçìîæíû ðàç-
ëè÷íûå ôîðìû äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîëåáàíèè áåñêîíå÷íîé ñòðóíû.
�À ðàçâå òàêîå âîçìîæíî?
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�Â æèçíè � íåò, íî ìû òàê ãîâîðèì, êîãäà ñòðóíà íàñòîëüêî äëèííàÿ, ÷òî
òî, ÷òî ïðîèñõîäèò íà åå êîíöàõ, íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ
êîëåáàíèÿ òîãî åå ó÷àñòêà, êîòîðûé ìû ìîæåì íàáëþäàòü. Ýòîò ïðîöåññ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé

utt − a2uxx = 0. (21)

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñòðóíà èìååò êîíôèãóðàöèþ, çàäàííóþ ôóíêöè-
åé ϕ(x), à íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ψ(x). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(21) � ýòî îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ îñüþ
Ox, â ëþáîé òî÷êå (x, t). Òîãäà ðàâåíñòâà

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (22)

îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) íàéäåíî:

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at). (23)

Ïîïðîáóåì âûðàçèòü ôóíêöèè f è g ÷åðåç çàäàííûå ôóíêöèè ϕ è ψ. Äîïó-
ñòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (21)�(22) ñóùåñòâóåò. Òîãäà, ïîëîæèâ â (23) t = 0,
ïîëó÷èì

u(x, 0) = f(x) + g(x) = ϕ(x).

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî t îò îáùåãî ðåøåíèÿ (23):

ut(x, t) = af ′(x− at)− ag′(x+ at),

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîìåæóòî÷íîìó àðãóìåíòó, è ïîëîæèì
t = 0 :

ut(x, 0) = af ′(x)− ag′(x) = ψ(x).

Íàì íóæíî íàéòè ôóíêöèè f, g èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ. Îäíàêî âî âòî-
ðîì èç íèõ ó÷àñòâóþò ïðîèçâîäíûå, à íå ñàìè ôóíêöèè. Èíòåãðèðóÿ âòîðîå
ðàâåíñòâî, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

f(x) + g(x) = ϕ(x),

f(x)− g(x) = 1
a

x∫
x0

ψ(ξ)dξ + C,

ðåøèâ êîòîðóþ, ïîëó÷èì:

f(x) = 1
2ϕ(x) + 1

2a

x∫
x0

ψ(ξ)dξ + C
2 ,

g(x) = 1
2ϕ(x)− 1

2a

x∫
x0

ψ(ξ)dξ − C
2 .
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Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ôóíêöèè â îáùåå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì íóæíî áûòü
âíèìàòåëüíûìè ê àðãóìåíòàì! Ïîëó÷èì ôîðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè,
îíà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà:

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ. (24)

�Óðà, ìû ïîëó÷èëè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè!
�Íåò, ýòîãî ìû íå ìîæåì ïîêà óòâåðæäàòü.
�Ïî÷åìó, âîò ôîðìóëà.
�Äà, íî ýòà ôîðìóëà ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.
Íî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôîðìóëà (24) äåéñòâèòåëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(21), åñëè ϕ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîñòî ïîäñòàâèòü åå â
óðàâíåíèå (21). Â åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ è áåç ôîðìóëû
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ (21) ìîæíî ïðî÷èòàòü â [3], ãëàâà III, § 3. Òàì æå äîêàçàíà è
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ìîæíî òàêæå ïðî÷èòàòü â
[1], ãëàâà II, § 2. Â ýòîì ïàðàãðàôå äàíî îïðåäåëåíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé
êîððåêòíî, è åùå ìíîãî èíòåðåñíîãî. À ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â îáëàñòè
{(x, y) : −∞ < x <∞, y > 0} :

uxx + 2uxy − 3uyy = 0,
u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå � ãèïåðáîëè÷åñêîå, òàê êàê B2 −AC = 1 + 3 = 4 > 0 âñþäó.
Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè:

dy2 − 2dxdy − 3dx2 = 0,
dy

dx
= −1,

dy

dx
= 3, x+ y = c, 3x− y = c.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, äëÿ ÷åãî ïåðåéäåì ê íîâûì ïå-
ðåìåííûì ξ = x + y, η = 3x − y. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû âûøå, â ðàçäåëå
Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà

ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ñðàçó çàïèøåì êàíîíè÷åñêèé âèä:

uξη = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ òîæå óæå íàéäåíî:

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η).

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì:

u(x, y) = f(x+ y) + g(3x− y).
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Ïðèìåíèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

f(x) + g(3x) = 3x2,
f ′(x)− g′(3x) = 0.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

f(x) + g(3x) = 3x2,
f(x)− 1

3g(3x) = C,

ðåøèâ êîòîðóþ, íàéäåì ôóíêöèè

f(x) = 3
4x

2 + C
4 ,

g(3x) = 9
4x

2 − C
4

è ïîäñòàâèì èõ â îáùåå ðåøåíèå. Âñå î÷åíü ïðîñòî, íî íóæíî áûòü âíèìà-
òåëüíûì ïðè ïîäñòàíîâêå. ×òîáû íå ñäåëàòü îøèáêó, îáîçíà÷èì àðãóìåíò
3x = t→ x = t

3 . Òîãäà g(t) = 1
4t

2 è ìû ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ t = 3x− y,

u(x, y) =
3

4
(x+ y)2 +

1

4
(3x− y)2 = 3x2 + y2.

Ïðèìåð 2. ( Ýòîò ïðèìåð ïîòðóäíåå). Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â
îáëàñòè {(x, y) : −∞ < y <∞, x > 0} :

x2uxx − 2xyuxy − 3y2uyy = 0, x > 0,

u(x, 1) = 0, uy(x, 1) = x
7
4 .

Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê

x2dy2 + 2xydxdy − 3y2dx2 = 0

è íàéäåì ñíà÷àëà êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà

dy

dx
=
y

x
,
dy

dx
= −3

y

x
,

à çàòåì, ðåøèâ ýòè óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèñòèêè

y

x
= c, yx3 = c.

Ïîëîæèì ξ = yx3, η = y
x è íàéäåì ïðîèçâîäíûå.

ux = 3uξx
2y − uηx−2y,

uxx = 9uξξx
4y2 − 6uξηy

2 + uηηx
−4y2 + 6uξxy + 2uηx

−3y,
uy = uξx

3 + uηx
−1,

uyy = uξξx
6 + 2uξηx

2 + uηηx
−2,

uxy = 3uξξx
5y + 2uξηxy − uηηx−3y + 3uξx

2 − uηx−2.
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Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå, àêêóðàòíî ïîäñ÷èòûâàÿ êî-
ýôôèöèåíòû, è ïîëó÷èì ïîñëå äåëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè ñìåøàííîé ïðî-
èçâîäíîé uξη − 1

4x3yuη = 0. Òàê êàê x3y = ξ, òî êàíîíè÷åñêèé âèä ïîëó÷åí:

uξη −
1

4ξ
uη = 0.

Êàê õîðîøî, ÷òî ìû óìååì íàõîäèòü îáùåå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ (ñì.
ïðèìåð uxy + a(x)uy = 0). Åñëè çàìåòèòü, ÷òî â íàøåì ïîñëåäíåì ïðèìåðå
a = − 1

4ξ , òî ëåãêî ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå:

u(ξ, η) = (f(ξ) + g(η)) e
1
4

∫
dξ
ξ = (f(ξ) + g(η)) ξ

1
4 .

Âåðíåìñÿ ê ñòàðûì ïåðåìåííûì:

u(x, y) =
(
f(x3y) + g(x−1y)

)
x

3
4y

1
4 .

Òåïåðü áóäåì íàõîäèòü ôóíêöèè f, g. Äëÿ óäîáñòâà íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèç-
âîäíóþ îò îáùåãî ðåøåíèÿ.

uy(x, y) =

(
x3f ′(x3y) +

1

x
g′(
y

x
)

)
x

3
4y

1
4 +

1

4

(
f(x3y) + g(

y

x
)
)
x

3
4y−

3
4 .

Ïðèìåíèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì äâà ðàâåíñòâà

f(x3) + g( 1
x) = 0,(

x3f ′(x3) + 1
xg
′( 1
x)
)
x

3
4 = x

7
4 .

�Êàê æå ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü âòîðîå ðàâåíñòâî?
�Äà, çäåñü íå òàê ïðîñòî...
�Âîò åñëè áû áûëî íå x3f ′(x3), à 1

3x
2f ′(x3), è íå 1

xg
′( 1
x), à − 1

x2g
′( 1
x), òî ìû

áû ñìîãëè.
�Ñìîòðè, åñëè ìû âûíåñåì x çà ñêîáêè, òî òàê è ïîëó÷èòñÿ! Óðà! À òî, ÷òî
ñòåïåíü ó x çà ñêîáêàìè òåïåðü áóäåò äðóãàÿ, ýòî ñîâñåì íå ñòðàøíî, âñå
ðàâíî ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü.
�Íó, òîãäà çà äåëî.

Âîò ÷òî ïîëó÷èëîñü: ñíà÷àëà âûíåñëè çà ñêîáêè x(
x2f ′(x3) +

1

x2
g′(

1

x
)

)
x

7
4 = x

7
4 .

Ïîòîì, ñîêðàòèâ íà x
7
4 , ïðîèíòåãðèðîâàëè∫

x2f ′(x3)dx =
1

3
f(x3),

∫
1

x2
g′(

1

x
)dx = −g(

1

x
)
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è ïðèøëè ê ñèñòåìå {
f(x3) + g( 1

x) = 0,
1
3f(x3)− g( 1

x) = x+ C,

îòêóäà íàøëè

f(x3) =
3

4
x+

3

4
C, g(

1

x
) = −3

4
x− 3

4
C.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ôóíêöèè â îáùåå ðåøåíèå, ïîëó÷èëè ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè:

u(x, y) =
3

4
x

7
4 (y

7
12 − y−

3
4 ).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè:
1. uxx − uyy + 2ux + 2uy = 0, u(x, 0) = x, uy(x, 0) = 0, |x| <∞, y > 0.

2. uxx+2uxy−3uyy = 0, u(x, 0) = 0, uy(x, 0) = x+cosx, |x| <∞, y > 0.

3. xuxx + (x+ y)uxy + yuyy = 0, |y| <∞, x > 0,
u(x, 1

x) = x3, ux(x,
1
x) = 2x2.

4. x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0, u(1, y) = y, ux(1, y) = y, y < 0.

5. uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0,
u|y=sinx = x+ cosx, uy|y=sinx = sinx.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
uxy = 0, ∞ < x, y <∞, u|y=0 = u0(x), uy|y=0 = u1(x)
ñóùåñòâóåò òîëüêî òîãäà, êîãäà u0 ∈ C2(R1), u1(x) ≡ const. Ïîêàçàòü,

÷òî ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî è âñå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå u(x, y) = u0(x) + f(y) − f(0) + e[u1(0) − f ′(0)], ãäå ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç êëàññà C2(R1).

7.Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè

uxx − uyy = 0, u|y=0 = u0(x), uy|y=0 = u1(x),

ãäå u0(x), u1(x) çàäàíû íà èíòåðâàëå (−1, 1) è u0 ∈ C2(0, 1), u1 ∈ C1(0, 1),
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êâàäðàòå {|x− y| < 1, |x+ y| < 1)}.

Çàäà÷è 6 è 7 íåìíîãî òðóäíåå ïðåäûäóùèõ. Áóäåò ïîëåçíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ó÷åáíèêàìè, íàïðèìåð, [1] èëè [2].
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4. Êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû

Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè, ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñòðóíà Î×ÅÍÜ äëèííàÿ, ïî-
ýòîìó òî, ÷òî ïðîèñõîäèò íà åå êîíöàõ, îêàçûâàåò òàêîå ìàëîå âëèÿíèå íà
ïðîöåññ êîëåáàíèÿ, ÷òî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íî åñëè ñòðóíà èìååò êîíå÷-
íûå ðàçìåðû, òî ðåæèì íà åå êîíöàõ ïðèäåòñÿ ó÷èòûâàòü. Âîçíèêàþùèå ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ñòðóíû äëèíîé l :
0 ≤ x ≤ l. Îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ
îñüþ x, ìû îáîçíà÷èëè u(x, t).

1. Ïóñòü èçâåñòåí çàêîí äâèæåíèÿ êîíöîâ ñòðóíû:

u(0, t) = µ1(t),
u(l, t) = µ2(t).

(25)

2. Ïóñòü èçâåñòíû ñèëû, ν̃i(t), ïðèëîæåííûå ê êîíöàì ñòðóíû. Â ñèëó çàêîíà
Ãóêà íàòÿæåíèå T (x, t) = k(x, t)ux(x, t), ãäå k(x)�ìîäóëü Þíãà. Îáîçíà÷èì
ν1(t) = 1

k(0) ν̃1(t), ν2(t) = 1
k(l) ν̃2(t). Òîãäà íà êîíöàõ ñòðóíû

ux(0, t) = ν1(t),
ux(l, t) = ν2(t),

(26)

3. Ïóñòü êîíöû çàêðåïëåíû óïðóãî, ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, ïðóæèíîê.
Òîãäà óïðóãàÿ ñèëà çàêðåïëåíèÿ âûçûâàåò íà êîíöå íàòÿæåíèå, ñòðåìÿùååñÿ
âåðíóòü ñìåñòèâøèéñÿ êîíåö â ïðåæíåå ïîëîæåíèå. Ýòà ñèëà ñîãëàñíî çàêîíó
Ãóêà ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ, è ïîýòîìó íà êîíöàõ ñòðóíû â ýòîì ñëó÷àå

ux(0, t) = h[u(0, t)− θ(t)],
ux(l, t) = −h[u(l, t)− θ(t)], (27)

h = α
k , α�êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè çàêðåïëåíèÿ, θ(t)�ñìåùåíèå êîíöà ñòðó-

íû îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, åñëè òàêîâîå èìååò ìåñòî. (Çàìåòèì, ÷òî ìîãóò
áûòü è ðàçëè÷íûå êîýôôèöèåíòû hi äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ. Ìû èõ
âçÿëè ðàâíûìè äëÿ ïðîñòîòû.)

Ðàññìîòðèì âàæíûé âî âñåõ îòíîøåíèÿ ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ 1�3 îäíî-
ðîäíû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî åñëè µi(t) = 0, òî êîíöû æåñòêî çàêðåïëåíû:

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, (28)

åñëè νi(t) = 0, òî êîíöû ñâîáîäíû:

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, (29)

åñëè θ(t) = 0, òî êîíöû óïðóãî çàêðåïëåíû:

ux(0, t)− hu(0, t), ux(l, t) + hu(l, t). (30)
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�Êîëÿ, òû õîðîøî âñå îáúÿñíèë, íî íåóæåëè áîëüøå íåò íèêàêèõ âàðèàíòîâ
çàêðåïëåíèÿ?
�Õîðîøèé âîïðîñ�ñêàçàë Êîëÿ. � ß ïðîñòî íå óñïåë ñêàçàòü, ÷òî âàðèàí-
òîâ ìíîæåñòâî, íî íåò ñìûñëà èõ âñå ïåðå÷èñëÿòü. Äà è ìàëî ëè ÷òî ìîæåò
ïðîèçîéòè íà êîíöàõ ñòðóíû. Íî çíàÿ ôèçè÷åñêèå çàêîíû è ó÷èòûâàÿ îãðà-
íè÷åíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðûõ ïîñòðîåíà ìîäåëü êîëåáàíèé ñòðóíû, ìîæíî èõ
âûâåñòè. Íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ñèòóàöèè îïèñàíû â [1] ñ. 45-46, à òàêæå â
Ïðèëîæåíèÿõ ê ãëàâå II (ñ. 148-188). Çàìå÷ó òàêæå, ÷òî óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû
çàïèñàëè, ìîæíî êîìáèíèðîâàòü. Íàïðèìåð, ëåâûé êîíåö æåñòêî çàêðåïëåí,
à ïðàâûé ñâîáîäåí. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0.

�Äàâàé óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû�ñêàçàë Ïå-
òÿ.
�Êñòàòè, çàäà÷è, â êîòîðûõ çàäàíû è íà÷àëüíûå, è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà-
çûâàþò ñìåøàííûìè èëè íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà÷àìè.
� Íàì ïî-ïðåæíåìó íóæíî íàéòè îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ, è ïî-ïðåæíåìó çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íî òåïåðü ïîÿâèëèñü åùå
è ãðàíè÷íûå. Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Äàëàìáåðà, ïðèñïîñîáèâ åå
ê íîâîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé íóæíî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ?
� Äóìàþ, íåò�ñêàçàë Êîëÿ, � è âîò ïî÷åìó.
� Â çàäà÷å Êîøè ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) çàäàíû â (−∞,∞), à â ñìåøàííîé
çàäà÷è îíè çàäàíû â [0, l]. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Äàëàìáåðà (24) è ïîëîæèì
â íåé x = l

2 . Òîãäà ïðè t = l
a àðãóìåíò ôóíêöèè ϕ(x − at) áóäåò ðàâåí − l

2 ,
à ôóíêöèÿ ϕ(x) íàì èçâåñòíà òîëüêî â [0, l]. Çíà÷èò, íóæíî ïðèäóìàòü, êàê
ïðèñïîñîáèòü ýòó ôîðìóëó â íîâûõ óñëîâèÿõ.

�Âñïîìíèë!�âîñêëèêíóë Ïåòÿ. Îá ýòîì íàïèñàíî â [9]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà, íóæíî çàäàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
ϕ(x) è ψ(x), ïðîäîëæèòü íà âñþ îñü.
�Íó, åå åùå íóæíî íàéòè, à ó íàñ íà ñòîëå ó÷åáíèê À.Í.Òèõîíîâà è À.À.
Ñàìàðñêîãî. Â íåé îïèñàí äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ �
ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

5. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, èëè ìåòîä Ôóðüå.

Èçëîæèì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû, çàêðåï-
ëåííîé íà êîíöàõ.

5.1. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû.

Íàéòè â îáëàñòè Q = (0, l)× (0,∞) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt − a2uxx = 0, (31)
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óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, l] (32)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (33)

Ïîä ðåøåíèåì áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(x, t) ∈ C(Q̄) ∩ C2(Q) è óäîâëå-
òâîðÿþùóþ (31)�(33).

Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è â âèäå

u(x, t) = X(x)T (t). (34)

Ïîäñòàâèì (34) â óðàâíåíèå (31)è ïîïûòàåìñÿ íàéòè ôóíêöèè X(x), T (t)
òàê, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿëî (31):

X(x)T ′′(t)− a2X ′′(x)T (t) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ óðàâíåíèå (31) è îäíîðîäíîå, íóëü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
çàäà÷è íàñ íèêàê íå óñòðàèâàåò, òàê êàê çàâåäîìî íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (32). Ïîýòîìó ìû ñìåëî ìîæåì ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà X(x)T (t) :

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
. (35)

Âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåâ íà ýòî ðàâåíñòâî, ìû âèäèì, ÷òî â ëåâîé åãî ÷àñòè
ñòîèò ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò t, (òàê êàê a ïîñòîÿííàÿ), à â ïðàâîé �
ôóíêöèÿ òîëüêî îò x. ×òîáû ôóíêöèÿ (34) áûëà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (31),
ðàâåíñòâî (35) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, ò.å. äëÿ âñåõ 0 < x <
l, t > 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ôóíêöèè ðàâíû ïîñòîÿííîé:

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= k, (36)

è ìû ïðèõîäèì ê äâóì óðàâíåíèÿì

T ′′(t)− ka2T (t) = 0, (37)

X ′′(x)− kX(x) = 0. (38)

Åñëè ôóíêöèè T (t), X(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (37) è (38) ñîîò-
âåòñòâåííî, òî u(x, t) = X(x)T (t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (31). Ýòî î÷åíü
õîðîøî, íî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, òàê êàê ïîêà
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íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î âûïîëíåíèè èëè íåâûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ è íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé. Íà÷íåì ñ ïîïûòêè óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Èç (34) ïðè x = 0, x = l ïîëó÷àåì X(0)T (t) = 0, X(l)T (t) = 0. Òàê êàê
ìû èùåì íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî íå ìîæåì äîïóñòèòü, ÷òîáû T (t) ≡ 0,
ïîýòîìó X(0) = 0, X(l) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (31)�(33) óäîâëåòâî-
ðÿëî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (33), ôóíêöèÿ X(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íå
òîëüêî óðàâíåíèþ (38), íî è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïîëó÷åííûì
âûøå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèþ X(x) íóæíî èñêàòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

Íàéòè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è

X ′′(x)− kX(x) = 0,
X(0) = X(l) = 0.

(39)

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è (39), íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ðåøåíèÿ �ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷è. Ñêîðåå âñåãî, íåòðèâèàëüíûå
ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñåõ k. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà ïà-
ðàìåòð k ïîëîæèòåëåí, ðàâåí íóëþ è îòðèöàòåëåí.

1. k > 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (38) èìååò âèä

X(x) = C1e
√
kx + C2e

−
√
kx.

Ïðèìåíèâ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

X(0) = C1 + C2 = 0, X(l) = C1e
l
√
k + C2e

−l
√
k = 0,

îòêóäà
C1 = −C2, C1(e

l
√
k − e−l

√
k) = 0.

Òàê êàê k äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî C1 = C2 = 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, X(x) ≡ 0.

2. k = 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (38) èìååò âèä

X(x) = C1x+ C2

è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì X(x) ≡ 0.
Ó íàñ îñòàëàñü ïîñëåäíÿÿ íàäåæäà.
3. k < 0. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì −k = λ2. Óðàâíåíèå (38) çàïèøåòñÿ â

âèäå
X ′′(x) + λ2X(x) = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ µ2 +
λ2 êîìïëåêñíûå: µ = ±λi, è îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê:

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx.
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Ïðèìåíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Èç óñëîâèÿ X(0) = 0 ñëåäóåò C1 = 0. Èç
âòîðîãî óñëîâèÿ X(l) = 0 ñëåäóåò C2 sinλl = 0. Åñëè C2 = 0, òî ìû îïÿòü
ïîëó÷èì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Íî ó íàñ åñòü åùå îäíà âîçâîæíîñòü óäîâëå-
òâîðèòü âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ:

sinλl = 0,

îòêóäà λl = πn, à çíà÷èò, ïðè λn = πn
l âñå-òàêè ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå

ðåøåíèÿ Xn(x) = sin πnx
l .

Èòàê, ìû íàøëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (39):

λn =
πn

l
, Xn(x) = sin

πnx

l
. (40)

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæè-
òåëÿ, êîòîðûé ìîæíûé ïîëîæèòü ðàâíûì åäèíèöå.

Ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ëåãêî íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (37):

Tn(t) = An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
.

Ìû èñêàëè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, è ìû èõ íàøëè:

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = (An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
) sin

πnx

l
.

Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (31) è ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì (33).

Âîíèêàåò äâà âîïðîñà: íå ñëèøêîì ëè ìíîãî ðåøåíèé è êàê óäîâëåòâî-
ðèòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî íàéòè îòâåò ñðàçó íà îáà
âîïðîñà.

Áóäåì òåïåðü èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (31)�(33) â âèäå ðÿäà, ÷ëåíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íàéäåííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ:

u(x, t) =
∞∑
n=1

(An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
) sin

πnx

l
. (41)

Ðàç ó íàñ ïîÿâèëñÿ ðÿä, òî íåïðåìåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î åãî ñõîäèìîñòè.
Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà ìû îáñóäèì ïîçæå, à ñåé÷àñ ïîñòàðàåìñÿ íàéòè
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî åãî êîýôôèöèåíòîâ, ðàñïîëàãàÿ ëèøü äâóìÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Ïîëîæèì â (41) t = 0. Òîãäà èç ïåðâîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ϕ(x) =
∞∑
n=1

An sin
πnx

l
. (42)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðÿä (41) ïî t, à çàòåì ïîëîæèì t = 0. Â ñèëó âòîðîãî
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ψ(x) =
∞∑
n=1

Bn
πna

l
sin

πnx

l
. (43)

�×òî-òî çíàêîìîå�ñêàçàë Êîëÿ.
�Äà ýòî æå ðÿäû Ôóðüå!�âîñêëèêíóë Ïåòÿ.
Åñëè ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôó-
ðüå, òî êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

An = 2
l

l∫
0

ϕ(x) sin πn
l xdx,

Bn = 2
πna

l∫
0

ψ(x) sin πn
l xdx.

(44)

Èòàê, åñëè ðÿä (41) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, à òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ðÿ-
äû, ïîëó÷åííûå ôîðìàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî t è ïî x äâàæäû, òî
â ñèëó îáîáùåííîãî ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè [1] ñóììà ýòîãî ðÿäà è áóäåò
èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (31)�(33).

Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (41) è ðÿäîâ èç âòîðûõ ïðî-
èçâîäíûõ ìîæíî íàéòè â [1] (ñ. 97 � 101), íî íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ è
ðàññóæäåíèÿ çäåñü ïðèâåäåì.

Èòàê, íàì íóæíî èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

u(x, t) =
∞∑
n=1

(An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
) sin

πnx

l
,

ut(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂un
∂t

=
πa

l

∞∑
n=1

n(−An sin
πnat

l
+Bn cos

πnat

l
) sin

πnx

l
,

uxx(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂2un
∂x2

= −(
π

l
)2
∞∑
n=1

n2(An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
) sin

πnx

l
,

utt(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂2un
∂t2

= −(
π

l
)2
∞∑
n=1

n2(An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
) sin

πnx

l
,

êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé ìàæîðèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî-
âûìè ðÿäàìè:

∞∑
n=1

(|An|+ |Bn|),
∞∑
n=1

n(|An|+ |Bn|),
∞∑
n=1

n2(|An|+ |Bn|).
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Òàê êàê

An = ϕn, Bn =
1

πan
ψn,

ãäå ϕn, ψn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé ϕ(x), ψ(x) :

ϕn =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
πn

l
xdx, ψn =

2

πna

l∫
0

ψ(x) sin
πn

l
xdx,

òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=1

nk|ϕn|, k = 0, 1, 2,

∞∑
n=1

nk|ψn|, k = −1, 0, 1.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå ([2], ñ.122-
123. [9], ò.II, ãëàâà VI), ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, îáîñïå÷èâàþ-
ùèå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

ϕ(x) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî, èìååò òðåòüþ êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è

ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0;

ψ(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîä-
íóþ âòîðîãî ïîðÿäêà è

ψ(0) = ψ(l) = 0.

5.2. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû.

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì

utt − a2uxx = f(x, t). (45)

Ïóñòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òå æå, ÷òî è â çàäà÷å (31)�(33). Òàê
êàê â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïî-
êà áóäåì ïðåäïîëàãàòü òîëüêî, ÷òî îíà äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî âðÿä ëè ìû
ñìîæåì ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå, êàê ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ. À åñëè äàæå è ñìîæåì, òî íå ïîëó÷èì ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, òàê êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî X(x) áóäåò
íåîäíîðîäíûì. Íî òîãäà ìû è íå íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, à èìåííî îíè
äàëè íàì âîçìîæíîñòü èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì è íàéòè åãî, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé è ïîëíîòîé èõ ñèñòåìû.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (45), (32), (33) êàê ñóììó äâóõ ôóíêöèé
u = u0+v, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî- êðàåâîé çàäà÷è:

Çàäà÷à H. Íàéòè ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

u0
tt − a2u0

xx = 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

u0(x, 0) = ϕ(x), u0
t (x, 0) = ψ(x)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u0(0, t) = 0, u0(l, t) = 0.

Çàäà÷à NH. Íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

vtt − a2vxx = f(x, t),

óäîâëåòâîðÿþùåå íóëåâûì íà÷àëüíûì äàííûì

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0.

�Ëîãè÷íî,�ñêàçàë Êîëÿ, íî ïî÷åìó òû èõ òàê îáîçíà÷èë?
�H îòHomogeneous�îäíîðîäíûé,NH îòNonhomogeneous�íåîäíîðîäíûé.
Çàäà÷ó H ìû òîëüêî ÷òî ðåøèëè. Ïîýòîìó ñðàçó ïåðåéäåì ê çàäà÷å NH è
áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îäíîðîäíîé

çàäà÷è:

v(x, t) =
∞∑
n=1

Vn(t)Xn(x). (46)

Â íàøåì ñëó÷àå
Xn(x) = sin

πnx

l
.

� À ïî÷åìó íå íàïèñàòü ýòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ôîðìóëå (46)?
� Íà âñÿêèé ñëó÷àé. Âåäü â äðóãîé çàäà÷å ìîãóò áûòü äðóãèå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè.

Ïîäñòàâèì (46) â óðàâíåíèå (45), ÷òîáû íàéòè ôóíêöèè Vn(t). Ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

∞∑
n=1

[V ′′n (t) + ω2Vn(t)] sin
πnx

l
= f(x, t),

34



ãäå îáîçíà÷åíî ω = aπn
l . Â ëåâîé ÷àñòè � ðÿä ïî ñèíóñàì, åãî êîýôôèöèåíòû

� âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Åñëè ìû èõ íàéäåì, òî ïîòîì íóæ-
íî áóäåò ðåøèòü î÷åíü ìíîãî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êñòàòè, äëÿ
òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(x, t) óäîâëåòâîðÿëà íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Vn(0) = 0, V ′n(0) = 0. (Âûïîëíåíèå íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ãàðàíòèðóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè).

Èòàê, ñåé÷àñ ìû äîëæíû ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
� Åñëè áû â ïðàâîé ÷àñòè òîæå áûë ðÿä, òî ìû ïðèðàâíÿëè áû êîýôôèöè-
åíòû ðÿäîâ...
�Òàê äàâàé ñîçäàäèì â ïðàâîé ÷àñòè ðÿä, ðàçëîæèâ ôóíêèþ f(x, t) â ðÿä
Ôóðüå ïî ñèíóñàì!

È ìàëü÷èêè ïðèíÿëèñü ðàñêëàäûâàòü ôóíêöèþ â ðÿä. Âîò ÷òî ó íèõ
ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èëîñü:

∞∑
n=1

[V ′′n (t) + ω2Vn(t)] sin
πnx

l
=

∞∑
n=1

fn(t) sin
πnx

l
,

ãäå fn(t) = 2
l

l∫
0

f(x, t) sin πnx
l dx � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x, t).

Ïðèðàâíÿâ òåïåðü êîýôôèöèåíòû, ïðèøëè, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ â íóëå, ê çà-
äà÷å Êîøè äëÿ êàæäîãî n :

V ′′n (t) + ω2Vn(t) = fn(t),
V (0) = 0, V ′n(0) = 0.

(47)

� Òàêèå çàäà÷è ìû ðåøàëè íà âòîðîì êóðñå! Ðåøåíèå äëÿ êàæäîãî n äàåòñÿ
ôîðìóëîé

Vn(t) =
1

ω

t∫
0

fn(τ) sin
πna(t− τ)

l
dτ.

(Ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ, êîòîðûé èçëàãàåòñÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî îáûêíîâåííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.)

Íàéäÿ Vn(t), ìû íàøëè è v(x, t). Ðåøåíèå çàäà÷è NH ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

u(x, t) =
∞∑
n=1

(ϕn cos
πant

l
+

l

πan
ψn sin

πant

l
) sin

πnx

l
+

+
∞∑
n=1

l

πan

t∫
0

fn(τ) sin
πna(t− τ)

l
dτ. (48)
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5.3. Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è íà-
ó÷èëèñü åå ðåøàòü, äàæå åñëè óðàâíåíèå íåîäíîðîäíî. À ÷òî äåëàòü, åñëè
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåîäíîðîäíû? Óïðîñòèì ñíà÷àëà çàäà÷ó, ðàññìîòðåâ îä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå:

utt − a2uxx = 0,

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t),

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x).

Èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå u(x, t) = X(x)T (t). Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå â
óðàâíåíèè, ïîëó÷èì äâà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îäíî
èç êîòîðûõ

X ′′(x)− kX(x) = 0.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìû ñìîãëè ïîëó÷èòü îäíîðîäíûå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ X(0) = 0, X(l) = 0, ÷òî ïðèâåëî ê çàäà÷å Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ, íàøëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Xn(x), à çàòåì è ðåøåíèå ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì.

�×òî æå ïîëó÷èòñÿ â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé?
�Ïîêà íå çíàþ. À âîò ÷òî íå ïîëó÷èòñÿ� òàê ýòî çàäà÷àØòóðìà-Ëèóâèëëÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîïðîáóåì íàéòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàê, êàê ýòî äåëàëè â
ñëó÷àå îäíîðîäíîé çàäà÷è:

u(0, t) = X(0)T (t) = µ1(t), u(l, t) = X(l)T (t) = µ2(t).

Ïîíÿòíî, ÷òî íèêàêèõ ðàçóìíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿX(x) ìû íå íàéäåì,
òåì áîëåå îäíîðîäíûõ.

Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ v(x, t), ïîëîæèâ v(x, t) = u(x, t) −
w(x, t), ãäå ôóíêöèÿ w(x, t) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ÷òî
è èñêîìîå ðåøåíèå u(x, t) :

w(0, t) = µ1(t), w(l, t) = µ2(t).

� À óðàâíåíèþ ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü?
�Ýòîãî íå òðåáóåòñÿ, íî åñëè ñëó÷àéíî òàê ïîëó÷èòñÿ, íå ñòðàøíî.
�À êàê íàéòè ýòó ôóíêöèþ?
�Ïðèäóìàòü. Íî ìîæíî âûâåñòè ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ, âîò íàïðèìåð â ñëó÷àå
ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

w(x, t) = µ1(t) +
x

l
[µ2(t)− µ1(t)].

�Ïîíÿòíî, òåïåðü ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

vtt − a2vxx = a2wxx − wtt,
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v(0, t) = 0, v(l, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ(x)− w(x, 0), vt(x, 0) = ψ(x)− wt(x, 0).

Íå ñòðàøíî, ÷òî óðàâíåíèå òåïåðü íåîäíîðîäíîå, â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå ïðèâåäåí ìåòîä ðåøåíèÿ. Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü ñõåìó ðåøåíèÿ ïåð-
âîé íà÷àëüíî- êðàåâîé çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ
óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû, â òîì ÷èñëå, äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ñâîäèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê îäíîðîäíûì, ââîäÿ íîâóþ íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ

v(x, t) = u(x, t)− w(x, t), w(0, t) = µ1(t), w(l, t) = µ2(t).

Ïðèõîäèì ê çàäà÷å îòíîñèòåëüíî v(x, t) :

vtt − a2vxx = f(x, t) + a2wxx − wtt,

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ(x)− w(x, 0), vt(x, 0) = ψ(x)− wt(x, 0).

2. Ðåøàåì ýòó çàäà÷ó òàê, êàê îïèñàíî âûøå, ò.å. èùåì ðåøåíèå â âèäå ñóììû

v(x, t) = v0(x, t) + v1(x, t),

ãäå v0(x, t) è v1(x, t) ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷:

v0
tt − a2v0

xx = 0,

v0(0, t) = 0, v0(l, t) = 0,

v0(x, 0) = ϕ(x)− w(x, 0), v0
t (x, 0) = ψ(x)− wt(x, 0).

v1
tt − a2v1

xx = f(x, t) + a2wxx − wtt,
v1(0, t) = 0, v1(l, t) = 0,

v1(x, 0) = 0, v1
t (x, 0) = 0.

3. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è:

u(x, t) = v0(x, t) + v1(x, t) + w(x, t).

Èòàê, ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû
ìîæíî ðåøèòü, ñëåäóÿ ïîëó÷åííîìó ðåöåïòó. Íåèçáåæíî âîçíèêàþò âîïðî-
ñû, êàê áûòü â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ:
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äðóãèå;
óðàâíåíèå äðóãîå.
�ß äóìàþ, � ñêàçàë Ïåòÿ, � íóæíî ïðèìåíèòü ìåòîä "ìèññ Ìàðïë".
�???
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�ìåòîä àíàëîãèé. Ïîñìîòðåòü âíèìàòåëüíî, ÷òî èçìåíèëîñü, è ïîñòàðàòüñÿ
ïðèìåíèòü óæå èçâåñòíûå ìåòîäû â íîâîé ñèòóàöèè. Ïðè ýòîì âíèìàòåëüíî
ñëåäèòü çà âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ è ìîäèôèöèðîâàòü èõ, åñëè ýòî
íåîáõîäèìî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïðèìåð 1.

utt + 2ut = uxx − u,
ux(0, t) = 0, u(π, t) = 0, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x.

Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, ÷åì ýòà çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëüíîé. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òîá â ýòîé çàäà÷å äðóãîå óðàâíåíèå è äðóãèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïî-
ïûòàåìñÿ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ïî óæå èçâåñòíîé ñõåìå. Èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
u(x, t) = X(x)T (t). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå è äåëåíèÿ íà X(x)T (t)
ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ:

X ′′(x)− kX(x) = 0, T ′′(t) + 2T ′(t) + (1− k)T = 0.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé X ′(0) = 0, X(π) = 0 è ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

X ′′(x)− kX(x) = 0, X ′(0) = 0, X(π) = 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè k ≥ 0 íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé íåò. Ðàñ-
ñìîòðèì k < 0. Îáîçíà÷èâ, êàê è âûøå, −k = λ2, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx,

ïðèìåíèâ ê êîòîðîìó êðàåâûå óñëîâèÿ X ′(0) = 0, X(π) = 0, ïîëó÷èì
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = 2n+1

2 è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Xn(x) = cos 2n+1
2 x.

Òåïåðü ðåøèì âòîðîå èç óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ.

T ′′(t) + 2T ′(t) + (1 + λ2)T = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå µ2 + 2µ + (1 + λ2) = 0 èìååò êîìïëåêñíûå
êîðíè µ = −1± λi, ïîýòîìó åãî ðåøåíèåì áóäóò ôóíêöèè

Tn(t) = e−t(An cosλnt+Bn sinλnt).

×àñòíûå ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû, è ìû ïðèñòóïàåì ê ïîèñêó ðåøåíèÿ, êîòîðîå
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Èùåì åãî â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
n=0

e−t(An cos
2n+ 1

2
t+Bn sin

2n+ 1

2
t) cos

2n+ 1

2
x.
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Ïðèìåíèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Èç ïåðâîãî ñëåäóåò

∞∑
n=0

An cos
2n+ 1

2
x = 0⇒ An = 0.

Èç âòîðîãî:

−
∞∑
n=0

Bn
2n+ 1

2
= x.

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ψn ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x â ðÿä ôóðüå ïî cos 2n+1
2 x :

ψn =
2

π

π∫
0

x cos
2n+ 1

2
xdx.

Âû÷èñëèâ èíòåãðàë, ïîëó÷èì

ψn =
4

2n+ 1

(
(−1)n − 2

π(2n+ 1)

)
.

Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Bn
2n+1

2 = ψn, ïîëó÷èì

Bn =
8

(2n+ 1)2

(
(−1)n − 2

π(2n+ 1)

)
è ðåøåíèå çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, t) = 8e−t
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2

[
(−1)n − 2

π(2n+ 1)

]
sin

2n+ 1

2
t cos

2n+ 1

2
x.

Ïðèìåð 2.

utt + 2ut = uxx + 8u+ 2x(1− 4t) + cos 3x,

ux(0, t) = t, u(π/2, t) =
πt

2
, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x.

Òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è íåîäíîðîäíû, ñâåäåì èõ ê îäíîðîä-
íûì. Íåìíîãî ïîäóìàâ, ïîëîæèì w(x, t) = xt è ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ

v(x, t) = u(x, t)− w(x, t).

Ïîäñòàâèâ u = v + w â óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê çàäà÷å:

vtt + 2vt = vxx + 8v + cos 3x,
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vx(0, t) = 0, v(π/2, t) = 0, v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0.

Òåïåðü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îäíîðîäíû, è ìû ðåøàåì çàäà÷ó ïî ñõåìå, ïðåäëî-
æåííîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ íåîäíîðîäíûãî óðàâíåíèÿ, ò.å. èùåì ðåøåíèå
â âèäå v(x, t) = v0(x, t) + v1(x, t), ãäå

v0
tt + 2v0

t = vxx + 8v0,

v0
x(0, t) = 0, v0(π/2, t) = 0, v0(x, 0) = 0, v0

t (x, 0) = 0.

Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå è âîñïîëüçîâàâøèñü îïûòîì ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çà-
äà÷è, ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè:

λn = 1 + 2n, Xn(x) = cos(1 + 2n)x.

Òàê êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îäíîðîäíû, òî v0(x, t) = 0, è ìû ïåðåõîäèì ê
íàõîæäåíèþ v1(x, t), êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è

v1
tt + 2v1

t = v1
xx + 8v1 + cos 3x,

v1
x(0, t) = 0, v1(π/2, t) = 0, v1(x, 0) = 0, v1

t (x, 0) = 0.

�Íî ýòî æå çàäà÷à îòíîñèòåëüíî v(x, t), çà÷åì ìû åå èñêàëè â âèäå ñóììû?
�Íàì íóæíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ïîýòîìó ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó îòíî-
ñèòåëüíî v0(x, t). À çàäà÷è ñîâïàëè òîëüêî ïîòîìó, ÷òî â çàäà÷å îòíîñèòåëüíî
v(x, t) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå. Îäíàêî èíäåêñ ìîæíî òåïåðü îïóñòèòü.

Ñëåäóÿ ñõåìå, áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ v(x, t) â âèäå

v(x, t) =
∞∑
n=0

Vn(t) cos(1 + 2n)x.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

∞∑
n=0

(
V ′′n (t) + 2V ′n(t) + [(1 + 2n)2 − 8]Vn(t)

)
cos(1 + 2n)x = cos 3x.

�Òåïåðü íóæíî ðàçëîæèòü cos 3x â ðÿä Ôóðüå?
�Ìîæíî, íî ëåíü...
�Ëåíü � äâèãàòåëü ïðîãðåññà! Åñëè íåìíîãî ïîäóìàòü, ïðåæäå ÷åì âû÷èñ-
ëÿòü èíòåãðàëû, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò
îäíà èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ýòè ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó òîëüêî
îäèí êîýôôèöèåíò áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ: ïðè n = 1. Òàê êàê ôóíêöèè Vn(t)
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Vn(0) = 0, V ′n(0) = 0, òî âñå Vn(t), êðîìå
V1(t), ðàâíû íóëþ êàê ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Êîøè, à V1(t) íàéäåì êàê
ðåøåíèå çàäà÷è

V ′′1 (t) + 2V ′1(t) + V1(t) = 1,
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V1(0) = 0, V ′1(0) = 0.

Ïîëó÷èì:
V1(t) = 1− (1 + t)e−t,

òîãäà
v(x, t) = [1− (1 + t)e−t] cos 3x

è ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷èì â âèäå ñóììû:

u(x, t) = [1− (1 + t)e−t] cos 3x+ xt.

5.4. Çàäà÷à î êîëåáàíèè ìåìáðàíû.

Â îòëè÷èå îò ñòðóíû ìåìáðàíà èìååò äâà èçìåðåíèÿ, ïîýòîìó óðàâíåíèå
åå ìàëûõ êîëåáàíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

utt = a2(uxx + uyy). (49)

Âî ìíîãèõ ïðèáîðàõ èñïîëüçóþòñÿ êðóãëûå ìåìáðàíû, çàêðåïëåííûå ïî êðàþ,
è ìû íà÷íåì êàê ðàç ñ ýòîãî ñëó÷àÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ìåìáðàíû
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à ðàäèóñ åå ðàâåí l. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü,
â êîòîðîé íàì ïðåäñòîèò íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëó-
áåñêîíå÷íûé öèëèíäð Q = Ω× (0,∞), ãäå Ω � êðóã x2 + y2 < l2, à ãðàíèöà
îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò � îêðóæíîñòü x2 +y2 = l2.
Â ñëó÷àå êðóãîâûõ îáëàñòåé ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êî-
îðäèíàòàì, ÷òî ìû è ñäåëàåì, ïîëîæèâ

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Ïðîäåëàâ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂ϕ2

)
.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå
ñìåùåíèÿ è íà÷àëüíûå ñêîðîñòè íå çàâèñÿò îò óãëà ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
ëþáîì t èñêîìîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé ϕ ([10], ãëàâà XI, § 8, ñ.
361), è óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r

)
, (50)

à îáëàñòü Q = (0, l) × (0,∞). Èòàê, íóæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (50),
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u(l, t) = 0 è íà÷àëüíûì äàííûì

u(r, 0) = φ(r), ut(r, 0) = ψ(r).
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Çàäà÷à ïîõîæà íà òå, êîòîðûå ìû ðåøèëè, íî åñòü è îòëè÷èÿ. Ìû ïîêà
íå çíàåì, êàêîå âëèÿíèå îíè èìåþò íà ïðîöåññ ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïîñòàâèì
ýêñïåðèìåíò: ïîïðîáóåì è çäåñü ïðèìåíèòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(r, t) = R(r)T (t). Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è
âûøå, ïðèõîäèì ê äâóì óðàâíåíèÿì

T ′′(t) + λ2T (t) = 0,

R′′(r) +
1

r
R′ + λ2R = 0. (51)

�À ïî÷åìó ìû ðàññìàòðèâàåì ñðàçó òîò ñëó÷àé, êîãäà k < 0, åñëè ïðîâîäèòü
àíàëîãèþ ñ çàäà÷àìè î êîëåáàíèè ñòðóíû?
�Ìû îáÿçàòåëüíî ðàññìîòðèì è äâà äðóãèõ ñëó÷àÿ.

È ìàëü÷èêè ïðîäîëæèëè ðåøàòü çàäà÷ó. Îäíàêî, âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåâ
íà óðàâíåíèå (51), îíè çàäóìàëèñü:

ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, íî êîýôôèöèåíòû åãî óæå íå
ïîñòîÿííûå! Êàê íàéòè åãî îáùåå ðåøåíèå?
�Êàæåòñÿ, íà âòîðîì êóðñå ìû òàêîå óðàâíåíèå íå âñòðå÷àëè. ×òî äåëàòü?
�Äàâàé ïîëèñòàåì êíèãè. Íà÷íåì ñ Ý.Êàìêå [11], òàì ìíîãî âñÿêèõ óðàâíå-
íèé.

Ìàëü÷èêè îòêðûëè ãëàâó II, "Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óâèäåëè íà ñ. 449 î÷åíü ïîõîæåå íà (51) óðàâíåíèå

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0. (52)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (51) óìíîæèòü íà r2, òî îíî ñòà-
íîâèòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (52) äëÿ ν = 0. Íó íå ñîâñåì. Ìû ïîëó÷èì âîò
òàêîå óðàâíåíèå:

r2R′′ + rR′ + λ2r2R = 0.

Ìíîæèòåëü λ2 â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì íåìíîãî ïîðòèò êàðòèíó. Ñäåëàåì
çàìåíó, ïîëîæèâ λr = x. Òîãäà

Rr =
1

λ
Rx, Rrr =

1

λ2
Rxx,

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå ïîëó÷èì

x2R′′ + xR′ + x2R = 0.

Ìû óæå ïðîâåëè ñåðüåçíîå ðàññëåäîâàíèå, íî âñå åùå íå çíàåì, êàê ýòî
óðàâíåíèå ðåøèòü. Ïðîñòî íàñòîÿùèé äåòåêòèâ. Äóìàþ, íàì íóæåí Øåð-
ëîê Õîëìñ.
�Íåò, íàì íóæåí Âàòñîí!
�Ïî÷åìó?
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�Äà, èìåííî Ã.Í. Âàòñîí è åãî êíèãà "Òåîðèÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé"[12], âåäü
ýòî óðàâíåíèå Áåññåëÿ! Íî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òåì, ÷òî èçëîæåíî â êíèãàõ
[2] (ãëàâà XIII), [1] (Äîïîëíåíèå II, ÷àñòü I.).

Ìàëü÷èêè îòêðûëè êíèãó [2], ïðî÷èòàëè è ñìîãëè íàïèñàòü îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (51):

R(r) = C1J0(λr) + C2Y0(λr). (53)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîäåðæèò äâà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà è íåèçâåñò-
íûé ïàðàìåòð. Â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ñòðóíû ó íàñ áûëî äâà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿ, è ìû ñìîãëè îïðåäåëèòü ïàðàìåòð è îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ. Ñåé-
÷àñ ó íàñ òîëüêî îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå!

Ìàëü÷èêè îïÿòü ñòàëè ÷èòàòü ó÷åáíèê [2] è îáðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî
ôóíêöèÿ Y0(x) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè x → 0. Ïàðàìåòð λ 6= 0, îä-
íàêî r = 0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå. Óòî÷íèì, ÷òî
ìû ïîíèìàåì ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû. Áóäåì
èñêàòü îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå èç êëàññà C2(Q)∩C(Ω̄× (0,∞)). Ïðèñóòñòâèå
â ôîðìóëå ðåøåíèÿ ôóíêöèè Y0(λr) íå ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü îãðàíè÷åííîå
ðåøåíèå. ×òîáû óñòðàíèòü ýòî ïðåïÿòñòâèå, ïîëîæèì C2 = 0. Òàêèì îáðà-
çîì, òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ñûãðàëî ðîëü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Ïðèìåíèì òåïåðü íàñòîÿùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó-
÷èì

J0(λl) = 0. (54)

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ sinλl = 0, ê êîòîðîìó ìû ïðèøëè ïðè ðåøåíèè
ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû, ìû íå ìîæåì âû-

ïèñàòü êîðíè óðàâíåíèÿ (54), îäíàêî íàì äîñòàòî÷íî èìåòü èíôîðìàöèþ
î ñóùåñòâîâàíèè, êîëè÷åñòâå è êà÷åñòâå êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòà èí-
ôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà â êíèãå [2] (ãëàâà XIII), è ñ åå ïîìîùüþ ìû
ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íàøåé çàäà÷è:

λn =
µn
l
, R(r) = J0(

µn
l
r), (55)

ãäå µn � êîðíè ôóíêöèè Áåññåëÿ J0(x).
Ïðèâåäåì çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâ (ñì.[2]) íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ôóíê-

öèÿõ Áåññåëÿ.
×àñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (52) ÿâëÿþåòñÿ ôóíêöèè Jν(x), J−ν(x)�

ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà ν è −ν ñîîòâåòñòâåííî.

Jν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k(x2)2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)
.

Åñëè ν íå ðàâíî öåëîìó ÷èñëó, òî Jν(x), J−ν(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (52) èìååò âèä

u(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x).

43



Åñëè ν = n, òî Jn(x) è J−n(x) ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàé-
òè âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå îò Jn(x). Òàêîå ðåøåíèå
íàéäåíî, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà è èìååò âèä

Yν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ν = n ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ � íåîïðåäåëåí-
íîñòü âèäà 0

0 . Ïîñëå ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ïîëó÷èì äëèííóþ ôîðìó-
ëó (ñì.[2], ñ. 159, ô.18 ), êîòîðóþ çäåñü ïðèâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ n = 0 :

Y0(x) =
2

π
J0(x) ln

x

2
− 2

π

∞∑
k=0

(−1)k(x2)2k

(k!)2

Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)
.

Âñå êîðíè ôóíêöèè Jν(x) ïðè ν > −1 âåùåñòâåííû, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëî-
æåíû íà îñè Ox îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0 è íå èìåþò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ
òî÷åê.

Ôóíêöèè Áåññåëÿ îáëàäàþò âàæíûì ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè:

l∫
0

xJν(
µix

l
)Jν(

µjx

l
)dx =

{
l2

2 [J ′ν(µi)]
2 = l2

2 J
2
ν+1(µi), i = j,

0, i 6= j.
(56)

Ñïðàâåäëèâû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

J ′ν(x) = Jν−1(x)− ν

x
Jν(x),

J ′ν(x) = −Jν+1(x) +
ν

x
Jν(x),

Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x)− Jν−1(x).

Ïðåäñòàâëåíèå

f(x) =
∞∑
k=1

AkJν(µk
x

l
),

ãäå êîýôôèöèåíòû ak îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Ak =
2

l2J2
ν+1(µk)

l∫
0

xf(x)Jν(µk
x

l
)dx, (57)

íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå-Áåññåëÿ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ([1], ñ. 681):
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Âñÿêàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x), îãðàíè÷åííàÿ ïðè
x = 0 è îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè x = l, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â àáñî-
ëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

f(x) =
∞∑
k=1

AkJν(
µk
l
x),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (57).
Òåïåðü ìîæåì âåðíóòüñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î êîëåáàíèè êðóãëîé ìåì-

áðàíû. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. â âèäå

u(r, t) =
∞∑
n=1

(An cos
aµn
l
t+Bn sin

aµn
l
t)J0(

µn
l
r).

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàéäåì êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà.
Ïîëîæèâ t = 0, ïîëó÷èì

∞∑
n=1

AnJ0(
µn
l
r) = φ(r),

îòêóäà â ñèëó ôîðìóëû (57)

An =
2

l2J2
1 (µn)

l∫
0

rφ(r)J0(µn
r

l
)dr.

Èç âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïîñëå íåîáõîäèìûõ äåéñòâèé (íàéäåì ïðî-
èçâîäíóþ, ïîëîæèì t = 0) ïîëó÷èì

Bn =
2

aµnlJ2
1 (µn)

l∫
0

rψ(r)J0(µn
r

l
)dr.

Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è. Îíî èìååò î÷åíü ãðîìîçäêèé âèä,
ïîýòîìó ìû åãî âûïèñûâàòü íå áóäåì, à ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé.

Ïóñòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ìåìáðàíû èìååò ôîðìó ïàðàáîëîèäà âðà-
ùåíèÿ, à íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, ò.å.

u(r, 0) = h(1− r2

l2
), ut(r, 0) = 0.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå Bn = 0, à êîýôôèöèåíòû An íàéäåì,
âû÷èñëèâ èíòåãðàë

l∫
0

r(1− r2

l2
)J0(

µn
l
r)dr.
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�Íî êàê âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë?
�Äà, òàêèõ èíòåãðàëîâ ìû íå âñòðå÷àëè íà çàíÿòèÿõ ïî ìàòàíàëèçó. Íî
åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ êíèãà, áîëüøàÿ è òîëñòàÿ, "Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì,
ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé"[13], òàì ìû è ïîñìîòðèì.
�Îîî, êàêàÿ êíèãà! Îãðîìíàÿ î÷åíü! À âäðóã ìû íàéäåì òî, ÷òî íàì íóæíî,
â êàêîé-íèáóäü êíèãå ïîìåíüøå?

È îíè íàøëè, â [2], íà ñ. 176 òàêèå ôîðìóëû:

x∫
0

ξJ0(ξ)dξ = xJ1(x),

x∫
0

ξ3J0(ξ)dξ = 2x2J0(x) + (x3 − 4x)J1(x).

Çàïèøåì òåïåðü èíòåãðàë, êîòîðûé íàì íóæíî âû÷èñëèòü, â âèäå ñóììû
äâóõ

l∫
0

r(1− r2

l2
)J0(

µn
l
r)dr =

l∫
0

rJ0(
µn
l
r)dr − 1

l2

l∫
0

r3J0(
µn
l
r)dr,

è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ µn
l r = ξ. òîãäà ïîëó÷èì

l∫
0

rJ0(
µn
l
r)dr =

l2

µ2
n

µn∫
0

ξJ0(ξ)dξ =
l2

µn
J1(µn),

1

l2

l∫
0

r3J0(
µn
l
r)dr =

l2

µ4
n

µn∫
0

ξ3J0(ξ)dξ =
l2(µ3

n − 4µn)

µ4
n

J1(µn).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

An =
2

l2J2
1 (µm)

l∫
0

hr(1− r2

l2
)J0(

µn
l
r)dr =

8h

µ3
n

J1(µn),

è ðåøåíèå çàäà÷è â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

u(r, t) = 8h
∞∑
n=1

1

µ3
nJ1(µn)

J0(
µn
l
r) cos

aµn
l
t.

Äà, òàêèå çàäà÷è ðåøàòü íå î÷åíü ïðîñòî. Íóæíî ïðèâëåêàòü ñàìûé ðàçíî-
îáðàçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Íî òåïåðü ñòàëî ïîíÿòíåå, äëÿ ÷åãî ìû

46



ðåøàëè çàäà÷è ïî ìàòàíàëèçó, àëãåáðå, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèè ñòðóíû 0 < x < l ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà-
÷àëüíûõ äàííûõ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

a). Îäèí êîíåö (x = 0) æåñòêî çàêðåïëåí, à äðóãîé (x = l) ñâîáîäåí.
b). Îáà êîíöà ñâîáîäíû.
c). Îäèí êîíåö (x = l) çàêðåïëåí óïðóãî, à äðóãîé (x = 0) ñâîáîäåí.
2. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèè ñòðóíû 0 < x < l ñ çàêðåïëåííûìè êîí-

öàìè, åñëè íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ, à íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå èìååò
ôîðìó:

a) u(x, 0) = 3 sin 5πx
l ,

b) ïàðàáîëû, îñüþ ñèììåòðèè êîòîðîé ñëóæèò ïðÿìàÿ x = l
2 , à âåðøèíîé

� òî÷êà ( l2 , 4).

3. utt = uxx + 7, u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.

4.utt = uxx + cos t, u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.

5. utt − uxx = 0, u(0, t) = t+ 1, u(1, t) = t3 + 2,
u(x, 0) = x+ 1, ut(x, 0) = 0.

6. utt − uxx + 2ut = 4x+ 8et cosx, ux(0, t) = 2t, u(π2 , t) = πt,
u(x, 0) = cos x, ut(x, 0) = 2x.

7. utt − uxx − 2ut = 4t(sinx− x), u(0, t) = 3, ux(
π
2 , t) = t2 + t,

u(x, 0) = 3, ut(x, 0) = x+ sinx.

8. utt − 3ut = uxx + 2ux − 3x− 2t, u(0, t) = 0, u(π, t) = πt,
u(x, 0) = e−x sinx, ut(x, 0) = x.

Â çàäà÷àõ 9, 10 íàéòè îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå:
9. utt = uxx + 1

xux + (t2 + 1)J0(µ8x), u(1, t) = 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, µ8 > 0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ J0(µ) = 0.

10.utt = uxx + 1
xux −

9u
x2 , u(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = J3(µ1x), µ1 > 0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ J0(µ) = 0.
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