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П Р Е Д И С Л О В И Е

При рассмотрении многих явлений в различных областях физи

ки (например, в механике, динамике, теории электричества и маг

нетизма) важную роль играют направленные величины. Изучение 

таких явлений методами векторной алгебры оказывается наиболее 

естественным и обладает исключительной простотой и наглядностью. 

Это же относится и к решению многих геометрических задач.

В настоящем пособии в краткой форме излагаются все необхо

димые теоретические сведения по векторной алгебре, вполне доста

точные для глубокого изучения этого раздела математики. Большое 

количество задач и примеров геометрического и механического ха

рактера несомненно должно помочь лучшему усвоению понятий и ме

тодов векторного исчисления.

Все задачи и примеры снабжены краткими решениями, которые 

станут понятными каждому, кто проявит твердое желание в них разо

браться. Следует заметить, что задачи, приведенные в тексте посо

бия, в отличие от примеров, имеют самостоятельное теоретическое 

значение: их решения часто используются при решении многих дру

гих задач и примеров. Поэтому задачи следует особенно тщательно 

проработать.

При работе над пособием образцом для авторов послужила за

мечательная книга Н.Е.Кочина "Векторное исчисление и начала тен

зорного исчисления” , в которой содержится классическое изложение 

материала, относящегося к векторной алгебре.



В конце иособия приведены примеры для устного решения, за

дачи повышенной трудности, а также 25 вариантов индивидуальных 

заданий (по 8 задач в каждом варианте). Примеры для устного реше

ния рассчитаны на то, что после достаточной работы над пособием, 

когда будут прочно усвоены теоретические положения и приобрете

ны необходимые навыки в решении задач, действительно могут быть 

решены устно.

Авторы надеются, что пособие окажется полезным для всех, кто 

по нему будет самостоятельно изучать векторную алгебру. Это от

носится в первую очередь к студентам технических вузов . Однако 

оно может быть использовано и школьниками старших классов.

В заключение авторы обращаются к читателям с просьбой на

правлять свои отзывы о пособии на кафедру прикладной математики 

СГАУ. Все критические замечания будут рассмотрены и по возмож

ности учтены при последующих изданиях пособия.



Скалярные и векторные величины

В математике и физике рассматриваются величины двух типов: 
скалярные и векторные.

Скалярная величина при выбранной единице меры полностью 
определяется числом, ее измеряющим.

Типичный пример скалярной величины — отвлеченное число,
являющееся отношением любых двух однородных величин. На
пример:

а —  угол, измеренный в радианах: 
гI —  коэффициент полезного действия машины; 
р —  коэффициент трения и т.д.

Примеры скалярных величин, имеющих размерность:
т — масса [кг]; I  — длина [л*]; t —  время [с]; 
р —  давление [н/м2]; р — плотность [кг/м3];
А  — работа [м-.м]; W — энергия [da*cj;
N — мощность [дж/с];
ср —  потенциал электростатического поля [в] и т.д.

♦  Сравнивать скалярные величины можно только в том слу
чае, когда они имеют одинаковые размерность и природу.

Векторная величина характеризуется положительным числом, 
измеряющим ее в определенных единицах меры, а также направле
нием в пространстве.

Простейшими векторными величинами являются так называемые 
геометрические векторы — направленные отрезки.

Обозначения векторов:
а; а; АВ.

Численное значение называется величиной (модулем или длиной) 
вектора и обозначается так:

а; [а |; \АВ\.
Единичный вектор имеет длину, равную единице: 

а 0; а° =  1.

Считается, что нулевой вектор 0  имеет нулевую длину и не имеет 
определенного направления.

Каждому физическому вектору может быть поставлен в соответ
ствие геометрический вектор, длина которого равна численному зна
чению данного вектора, а их направления в пространстве совпадаю т.



На чертежах (или рисунках) векторы изображаю'!' стрелками, 
имеющими определенные длины и направления:

В /

Рис.1

♦ Начальную точку вектора называют точкой его приложения.

Простейшим вектором является направленный отрезок АВ:
А — начало, В — конец вектора.

Рассмотрим движете материальной точки М  вдоль кривой Г 
(рис.2).

Другие примеры векторных величин:

В —  вектор электромагнитной индукции;
Е — напряженность электростатического поля и т.д..

Различают три типа векторов:
Закрепленный вектор — точка приложения такого вектора фиксиро-

Скользящий вектор — точка приложения вектора может перемещать
ся вдоль линии его действия; при этом направление вектора 
должно оставаться неизменным.

Свободный вектор — точка приложения вектора может быть пере
мещена в любую точку пространства; направление вектора при 
этом должно оставаться неизменным.

В векторной алгебре изучаются свободные векторы и операции 
над ними.

г =  О М  —  радиус-вектор точки М;

дг —  перемещение точки М за про
межуток времени дt\

v и а — скорость и ускорение точки 
М соответственно.

О
Рис. 2

вана.



Равенство векторов

Сравнивать можно только векторы одинаковой размерности и 
природы .

Равенство векторов а и b :
а = Ь

означает, что эти векторы имеют равные модули ( а =  Ь ) и одинако
вые направления в пространстве.

Равные векторы лежат ли- 
/  /  бо на одной и той же пря-
---------- мой, либо на двух парал-

а /  Ъ /  лельных прямых (рис. 3).
г -----------f  Заметим, что в послед-

/  нем случае на равных век-
а 6 торах можно построить па

раллелограмм.
Рис.З

Основные свойства равных векторов:

1. Если а =  Ь, то Ь =  а —  симметричность.

2. Если а =  b, а b =  с, то а =  с —  транзитивность.

3. Если а =  с и Ь =  с, то а =  b — равенство третьему.

Сложение векторов

Векторы а и b (одинаковой размерности и природы) складыва
ются по правилу параллелограмма.

А именно, вектор а + Ь по величи
не и направлению совпадает с диаго
налью параллелограмма, смежными 
сторонами которого являются слага
емые векторы а и b (рис.4).

При сложении векторов можно также воспользоваться правилом 
многоугольника, которое иллюстрирует рис.5.

R  = а +  b + с, где 
R  — результирующий вектор.

Рис. 5

*7<



Очевидно, что указанные выше правила сложения векторов экви
валентны: они всегда приводят к одному и тому же результату. Од
нако суммирование трех и более векторов удобнее выполнять по пра
вилу многоугольника.

Операция сложения векторов обладает следующими свойствами:
1. а + b =  b + а — комму тативность;
2. ( a + b ) + c  =  a + (b  +  с) —  ассоциативность;
3. а +  0  = а — свойство нулевого вектора.

З а д а ч а  1

Выяснить, какому условию должны удовлетворять три вектора 
а , b и с , чтобы из них можно было образовать треугольник.

Из рисунка видно, что 

а +  Ь 4- с =  ©  .

Противоположный вектор. Вычитание 
векторов

Вектором, противоположным вектору а называется вектор —а, 
модуль которого ] — а | =  а, а направление —  противоположно напра
влению вектора а (рис.6).

Рис. 6

Свойства противоположных векторов:

1. а +  ( - а )  = 0  ;
2. —( — а) = а.

С помощью противоположных векторов может быть введена опе
рация вычитания векторов. А именно, разность векторов а и Ь опре
деляется равенством

а — b = a +  (—Ь).



В С

А D

А В + А Ъ  = л7:; 

А В -  AD  =  DB.

Рис. 7

Умножение вектора на число

Пусть а —  вектор, А —  действительное число. 
По определению считаем

а А = А а =  Ь.

При этом |Ь | = |А| а, а направление вектора b :

либо совпадает с направлением а, если А > О, 
либо противоположно направлению а , если А < 0.

Операция умножения вектора аа число обладает следующими 
свойствами:

1. А(а +  b ) = А а +  А b ;

2. (А +  д ) а  =  А а +  д а ;

3. А ( д а )  =  (А д ) а ;

4. 0 • а = 0; 1 • а =  а.

П р и м е р  1. Показать, что можно построить треугольник, 
стороны которого равны и параллельны медианам данного треуголь
ника.

Решение: a + b  +  c = 0 ;  BD =  D C . 

Из рисугаса видно, что
А

В

Циклической перестановкой находим

b
ш2 =  а +  — ,

т , =  с + - .
а

Q



З а д а ч а  2

Найти т0 —  радиус-вектор точки С , делящий отрезок АВ  на части 
в отношении АС  : СВ  =  то : п, если известны г ,  и г ,  — радиусы- 
векторы начала и конца данного отрезка.

Решение:
АС = ц АВ; 
ц _  тп 

п

С В  =  (1 -  ц)АВ;
m

=> ц =
1 — /7. п г m +  н '

тс =  Гд +  ЛС =  (1 -  ц )гА +  р. г 

тггА +  т г в
Те = m +  п (1)

В частном случае, когда точка С  —  середина 
отрезка АВ, имеем

=  - ( г д + г а). (2)

П р и м е р  2. Показать, что если диагонали четырехугольни
ка делят друг друга пополам, то четырехугольник есть параллело
грамм.

Решение:
В С

А В =  А О -  ВО;

D C  =  -О Т )  +  ОС;

АО =  ОС, ВО  =  (ТО; 

= >  АВ — DC.

Коллинеарные векторы

Дна вектора а и b называются коллинсарными, если они парал
лельны одной и той же прямой.

Нулевой вектор (-) следует счи тать коллинеарным любому векто- 
РУ а.



Если коллинеарные векторы а и b не нулевые, то существует 
единственное отличное от нуля число А такое, что выполняется ра
венство

а =  А Ь или Ь =  — а . (3)
Л

Коллинеарные векторы а и b лежат на одной и той же прямой или на 
двух параллельных прямых; направления этих векторов одинаковые, 
если (А > 0), или противоположные при (А < 0) (рис. 8).

Рис. 8

Условие (3) коллинеарности векторов а и b можно записать в 
следующем симметричном относительно обоих векторов виде:

а а +  /3 Ь =  0 . (4)

Здесь а и /? —  некоторые действительные числа, не ранные нулю од
новременно.

Частные случаи коллинеарных векторов.

1. Вектор а и противоположный ему вектор — а.
Имеем в этом случае:

а =  ( - 1) ( - а ) ;  - а = ( - 1)а .

2. Вектор а и единичный вектор а0 того же направления, что и 
вектор а . Очевидно, что

а — а а0; а0 =  -  а .
а

Полезное замечание. Если векторы а и b не коллинеарны, то 
равенство вида (4) может быть выполнено только в том случае, ко
гда а — Р — 0. Этот факт используется при решении многих задач 
векторной алгебры.



П р и м е р  3. Доказать, что диагонали параллелограмма в 
точке их пересечения делятся пополам.

Решение:

b +  A (a  — Ь )  = р ( а + Ь )

= >  1 — А =  р, А =  р

З а д а ч а  3 

Выяснить геометрический смысл уравнения

г =  гЛ +  А е , (5)

где А —  параметр, принимающий любое действительное значе
ние; е — заданный вектор; г —  переменный радиус-вектор текущей 
точки М.

Решение:

Из рисунка видно, что уравнение (5) 
есть уравнение прямой £, проходящей 
через данную точку А и параллельной 
вектору е.

З а д а ч а  4

Пусть гЛ, гд и г — радиусы-векторы точек А, В и М  соответ
ственно, связаны между собой соотношением

г =  р г л +  i/rB .

Доказать, что необходимым и достаточным условием того, чтобы 
Л, В  и М  лежали на одной прямой, является выполнение равенства

р + I/ =  1.



Радиусы-векторы гл и r s считаем не- 
ко л линеарными, ибо в противном слу
чае числа р и v, как нетрудно убе
диться, могут быть произвольными.

А. Пусть точки А, В  и М  лежат на 
одной прямой. Тогда 

г - г Л =  1/ (ги -  гл)
= >  Г =  (1  -  1/ ) Т л +  1/ Г д  .

Б. Пусть г =  р гА +  urBy [I +  v =  1. 
Тогда

г -  гд = г ( г в -  гл) . 

Откуда следует, что векторы М  А  и В А коллинеарны.

Компланарные векторы. Разложение вектора 
на составляющие

Векторы а , b и с называются компланарными, если они парал
лельны одной и той же плоскости.

Пусть а и b — неко л линеарные векторы (рис. 9).

Эти векторы определяют не
которую плоскость Р, которой 
они оба параллельны.

Рис. 9
Любой вектор с , параллельный плоскости векторов а и b , мо

жет быть представлен, и, притом, единственным образом, в виде сле
дующей суммы:

с = а а +  Д Ь , (6)

где о и Д —  некоторые определенные числа.
Правую часть формулы (6) принято называть разложением век

тора с на две составляющие, параллельные соответственно векторам 
а и Ь (рис.9).

Условие компланарности трех векторов а, b и с может быть 
записано в следующем симметричном относительно данных векторов 
виде:

а а + Д  b + 7 С = в. (7)

Здесь а , Д, 7 —  некоторые числа, одновременно не равные нулю.



♦  Заметим, что из выполнения равенства (7) для неколли- 
неарных векторов а , b и с следует, что 

а — Р — 7 =  0.

Если рассматриваются задачи на плоскости, в которых неколли- 
неарные векторы а и Ь считаются фиксированными, а все остальные 
векторы представлены в виде разложений по этим векторам, то при
нимается следующая терминология:

Совокупность векторов {  а, Ь }  называют базисом, а сами век
торы а и Ь базисными.

Формула (6) —  разложение вектора с по данному базису. 
Числа а и /3 —• координаты вектора с в данном базисе. 

Базис { а, b }  называют ортогональным, если его векторы 
а и Ь перпендикулярны.

Единичные базисные векторы называют ортами.

Базис из единичных ортогональных векторов называют 
ортонормированным.

Векторы ортонормированного базиса на плоскости обознача
ют i и j .

Изучение векторов в трехмерном пространстве приводит к ре
зультатам, аналогичным рассмотренным выше.

Например, справедливо следующее утверждение:

Если а , Ь и с — некомпланарные векторы, то любой вектор d 
может быть представлен, и, притом,единственным образом, в виде 
следующей суммы:

d =  aa  +  /?b + 7 c , (8)

где «,/?, 7 — некоторые определенные числа —  координаты вектора 
d в данном базисе {а , Ь, с }.

Векторы ортонормированного базиса в трехмерном пространстве 
обозначают i , j  , k .

З а д а ч а  5

Показать, что необходимое и достаточное условие того, чтобы 
четыре точки А, В, С  и М ,  радиусы-векторы которых связаны со
отношением

г =  А га +  р г в + м г 0,

лежали в одной плоскости, состоит в том, чтобы

А + р + v — 1.



М

Считаем, что точки А, 1? и С не лежат 
на одной прямой.

А В— гн- г А, А С -  гс - г Л, А М =  г - г л .

А. Пусть точка М  лежит в плоскости 
точек А, В и С. Тогда векторы А Д  АС 
и AAf компланарны:

=>  т -г л =  а»(гя - г л) + 1/(г<5- г л); 
=>  г =  ( 1 - р  - и ) г л +  Ц Т У + U T c -

Б. Пусть выполняются условия:
г = ArA+/irs -l-i/rc ; A + p + i/ = l.

Тогда X — I — ц -  v, г - rA = / i(rB -  гЛ)-и Д г с -  гА).

Отсюда следует, что векторы А Д  АС и A M  компланарны.

З а д а ч а  6

Доказать, что три медианы треугольника пересекаются в одной 
точке, которая делит каждую из них на отрезки в отношении 2:1, счи
тая от вершины.

Найти радиус-вектор точки пересечения медиан треугольника, 
если известны радиусы-векторы его вершин.

Решение:
а Ь

mi — — Ь — — ; Ш2 — а +  — ;

b
a m i + ^ m 3 + — =  ©

{ а

-

f + 0 =  0,

+  г  +  ч = 0

а =  -  , 0 =  -  3 ’ 3
A P  - . P D -  2 :1 ; 

2
Гр =  Гд +  -  1X1] ,

a — тс — гв, Ь =  гЛ -  гс

=> Гр =  g (гЛ +  ГВ +  ГС).

Полезно заметить, что выражение для тР оказалось, как и следовало 
ожидать, симметричным относительно г„, гв и гс .



З а д а ч а  7

В треугольнике ЛВС  известны его стороны а, b и с. Найти длины 
отрезков BD  и DC, на которые биссектриса A D  делит сторону ВС.

Решение:
а + b +  с =  © ;

АВ  +  B D  =  AD  

Ь>/с Ь\ /с с а\
с +  Ла =  c ( j - i )  =  " ( ; + 5 + i )

B D  =
Ь +  с ’

6с 
6 + с

DC
ab 

Ь +  с т

♦ Заметим, что отрезки B D  и DC пропорциональны при
лежащим сторонам треугольника:

B D . D C  =  с :Ь .

З а д а ч а  8

Центр тяжести двух материальных точек М } и М 2, в которых 
сосредоточены массы mi и m2, находится в точке С, которая лежит 
на отрезке М, М 2 и делит его на части в отношении, обратно пропор
циональном массам.

Найти радиус-вектор гс , если известны Г] и г2 —  радиусы- 
векторы точек М\ и М2.

Решение:

М2
Mi С  : М 2С  =  m2 : mi, 

(см. задачу 2) =>

mi Г1 +  m2 r2
г с =     ■mi + mj ( 10)

♦  Решение задачи 8 легко обоб
щается на систему из п материальных 
точек. В этом случае имеем

mi Г] 4- т2 г2 +  Ь mn г„
mi + m2 -I -I- m„ ( П )



П р и м е р  4. Пусть Л ь  Вь  С\ — середины сторон треуголь
ника ABC, противолежащих его вершинам А, В, С соответственно. 
Доказать равенство

ОАх +  O B , +  OCi = ОА +  ОВ  +  О С , 

где О — произвольная точка в плоскости данного треугольника.

OBi 4- В\А = О А', 

бС\ 4- CiB  — О В ;

0А\ 4- А\С — О С .

Складывая эти равенства и принимая 
во внимание, что

А^С +  ВГА +  б В  =  0  ,

получаем требуемое равенство.

П р и м е р  5. Хорды А Р  В  и C P D  круга с центром О пересе
каются в точке Р  под прямым углом. Доказать равенство

Р А  4- Р В  +  P C  4- P D  =  2 РО.

Решение:

P O + O A = R A ;

Р О + О В  =  Р В ;

Р О + О С  =  РС\

РО  А 6 0 = 1 4 )  ==>

А Р О + б А  +  б В  + О С + О Т ) =

= Р А +  Р В +  Р С +  PD .

Но 6 А + О В  + ОС + 6 0 =  - 2 Р О .

(В этом нетрудно убедиться, если использовать векторы, изображен
ные на рисунке пунктиром.)

Решение: В



Проекция вектора

Проекцией вектора а на направление, определяемое вектором £, 
называется число

ai =  a cos ip, ( 12)

где <р — угол между векторами а и £ (рис. 10).

Иногда проекцией вектора а на / 
удобно считать вектор

а/ =  acos • £°. (13)

Основное свойство проекций 
векторов:

Проекция суммы векторов (на 
некоторое направление) равна сум
ме проекций слагаемых векторов 
(на это же направление):

(а +  Ь)г =  at +  Ь<.. (14)

Справедливость этого свойства непосредственно видна из рис. 11.

Рис. 11

Формула (14) легко обобщается на случай суммы любого конеч
ного числа слагаемых векторов.

З а д а ч а  9 

Доказать теорему синусов для треугольника:

sin а sin (5 sin 7



В Ch +  ал = 0
= >  с sin а =  a sin 7 

sin а _  sin 7 
а с

Циклической перестановкой 
находим:

sin /3 sin а

П р и м е р  6. Тело веса Р  находится в равновесии на гладкой 
наклонной плоскости под действием двух сил F j и F2, которые по 
величине равны Р/2; сила Fi направлена вдоль наклонной плоскости, 
а сила F 2 — горизонтально, как показано на рисунке.

Найти угол а наклона плоскости к горизонту.

Решение:
R  —  реакция плоскости. 

Условие равновесия тел:
Р  + F j +  F2 f  R  = ©. 

Проектируем все силы на напра
вление силы F 1:

Р  Р
— +  — cos а — Р  sin а =  0

1 +  cos п — 2 sin а 
i

a = 2 arctg -  .

Прямоугольные координаты вектора

Пусть на плоскости фиксирована декартова прямоугольная си
стема координат Оху,

1 , j  — единичные векторы, направленные 
вдоль осей Ох и Оу соответственно (рис. 12).

Разложение вектора а по базису {i,  j } :
а =  а-Л + ау.}. (16)

Здесь ах, а„ — проекции вектора а на на
правления соответствующих осей —  прямо
угольные координаты вектора а .



♦ Координаты вектора часто называют также его компонен
тами или составляющими.

Если а и 0 —  углы, образованные вектором а с осями Ох и Оу 
соответственно, то

а* =  a cos а, ay =  acos0. (17)

Величины cos а и cos 0 называют направляющими косинусами век
тора а.

Из (17) имеем
П П (18)®г /э

COS O' — —  , cos (3  =  —  
a a

Модуль вектора а определяется равенством

Из (18) и (19) следует:
cos2 а +  cos2 0  — 1.

(19)

(20)
Аналогичные результаты имеют место и для трехмерного про

странства, в котором задана прямоугольная система координат Oxyz 
(рис. 13).

Например, имеем в данном 
случае

a = \jal + al + az ■ (21)

Заметим, что эта формула 
является следствием очевид
ного обобщения теоремы Пи
фагора на случай трехмер
ного пространства.

Направляющие косинусы 
вектора а связаны между 
собой соотношением

cos2 a+cos2 0 +  cos2 7 — 1. (22)
Рис. 13

Основные операции над векторами в координатной форме запи
сываются следующим образом.

Равенство векторов:
а — Ъ —с 0:2 — Ьг .



Сложение векторов:
а +  b =  с =>■ ах + Ъх — сх, ay +  by ~  су, az + Ьг =  сх . 

Умножение вектора на число:
А а — b -—т* Aflj — fejj \dy •— by , \ctx —* bx .

П р и м е р  7. Точка M (r) притягивается неподвижными 
точками М г ( j i ) ,  M2(r2), ... ,M „ (r„ ),  в которых сосредоточены массы 
шь ш2, ... ,ш„, причем силы притяжения пропорциональны расстоя
ниям до этих точек и их массам.

Найти результирующую силу и положение равновесия точки М.

Решение:

R  =  k (m i (r i  -  г) +  m2(r2 -  г) +  • • • +  т „ ( г „  -  г)) =

=  k { ( m i  г3 + m2r2 -I 1- т п п г») -  (mi + m2 +  H m„)r)

= >  R  = km(ra -  r ) ,

где m =  mi +  m2 H 1- mn; rc — радиус-вектор центра тяжести
системы материальных точек (см. задачу 8).

Положение равновесия точки М :  г = гс .

П р и м е р  8. К вершине А прямоугольного параллелепипе
да ABCDAiBiC\D\  приложены три силы, изображенные векторами 
F j =  AC, F 2 =  ADi и F3 =  AS,.

Найти равнодействующую R  этих сил.

Решение:

R — АС -(- АВ\ Т AHi — 

=  2 ( А В + Л > +  A M )  =  

— 2 A C i .



П р и м е р  9. К вершине С  прямого угла прямоугольного 
треугольника ABC, катеты которого равны ВС  =  а, АС =  Ь, прило
жены две силы: сила F j направлена вдоль С А и равна 1/а; сила F2 
направлена вдоль СВ  и равна 1/Ь.

Доказать, что результирующая F  этих сил направлена вдоль СО  
— перпендикуляра, опущенного из С на гипотенузу AJ3, и равна 1/Л,

, ab
fl — "~Т .* Г и ■

Va2 +  b2 

a2 +  P  ~  Л2 '

Скалярное произведение векторов

Скалярным произведением векторов а и b называется число,
обозначаемое а • Ь и равное ab cos <р, где <р —  угол между данными
векторами: ■' , ,г а • b =  ab cos (р. (23)

♦ Скалярное произведение векторов а и Ь обозначают так
же (а, Ь) или просто аЬ.

Произведение а-а называют скалярным квадратом вектора 
а и обозначают а2. Очевидно, что а2 =  а2 и поэтому

а = v'a ■ а . (24)

Из формул (23) и (12) следует:

а ■ Ь =  аьЬ =  а Ьа . (25)

Примером скалярного произведения является элементарная ра
бота ДА, совершаемая силой F на элементарном перемещении дг:

ДА =  F • д г . (26)

Свойства скалярного произведения:

1. а b =  Ь а;
2. (а + Ь) • с = а • с + b • с;
3. Ла - Ь = А(а- Ь);
4. а -а  = а2^(); a • a =  О = >  a =  0 .

где Л — высота треугольника. 

Решение:



Угол ip между векторами а и b может быть выражен через ска
лярное произведение этих векторов:

а • Ь
(р =  arccos —— . (27)

ab

Если векторы а и Ь ортогональны, то cos ip =  0 и потому скаляр
ное произведение таких векторов равно нулю.
Обратное утверждение следует записать так:

Скалярное произведение векторов а и Ь выражается через их 
прямоугольные координаты по формуле

З а д а ч а  10

Показать, что для произвольного треугольника имеет место сле
дующее равенство:

с2 =  а2 +  Ь2 -  2 ab cos 7 . (29)
Это —  теорема косинусов.
Решение:

а = 0  или b = 0  или а ±  Ь.

а '  b  —  f f j & i  -f" c iyby  "Ь  а г Ь х . (28)

В

А
С

с =  а +  Ь;

с2 =  а2 +  Ь2 +  2 а • Ь; 

но а - b =  -ab  cos 7 .

З а д а ч а  11 

Вывести формулу косинуса суммы двух углов:

cos(a + Р) = cos a cos р — sin a sin р .
Решение:

У '

(30)

а х



П р и м е р  10. Доказать, что три высоты треугольника пере
секаются в одной точке.

Решение:
А

х А а; у 1  b ;

а +  Ь =  с ;

z • с =  z • а +  z ■ b ;

z =  b + х =  у — а ==>

z - a = b - a ;  z - b =  — a - b

=>  z •с =  0 .

З а д а ч а  12

Найти уравнение плоскости, проходящей через данную точку 
М0(го) и перпендикулярную данному вектору п.
Решение:

Из рисунка видно, что

(г -  г0) • п =  0 . (31)

Это и есть уравнение искомой пло
скости.

В скалярной форме уравнение (31) 
запишется так:

А (х  -  х0) +  В(у  -  у0) +  C(z  -  2о) =  0 .

Здесь А, В , С — координаты векто
ра нормали п в декартовой прямо
угольной системе координат.

З а д а ч а  13

Найти расстояние от точки Л/0(г0) до плоскости Р, заданной 
уравнением г0 -п =  а,

где г — радиус-вектор текущей точки М плоскости, п — заданный 
вектор, а — заданное число.



Ai =

Вектор п перпендикулярен 
плоскости Р  (см. задачу 12).

Уравнение прямой, проходя
щей через точку М 0 и перпен
дикулярной плоскости Р :  

г =  г0 +  Ап.

M i  —  точка пересечения этой 
прямой с плоскостью Р  —  оп
ределяется из условия

г0 • п

 ̂ <h =  ri - г 0 =
|о -  г0 • п|

|п| (32)

В частности, расстояние от начала координат до плоскости Р
равно: I .

do =  f [ .  (33)
п

П р и м е р  И . Точка М ( г) движется с постоянной скоростью v. 
В начальный момент времени она находилась в точке Мо(го). В какой 
момент времени точка М  встретит плоскость Р ,  заданную уравне
нием

г • п = а?
Решение:

Закон движения точки М:
г =  г0 + v t .

fj —  момент встречи точки М  с плоскостью Р  определяется усло
вием:

(гр +  v f i )  • п =  а h  —
а -  г0 • п 

V • п

З а д а ч а  14

Пусть г —  радиус-вектор точки М  на плоскости. Какая кривая 
определяется уравнением

г - ( г  —2а) = 0, (34)

где а —  фиксированный вектор ?



Имеем:

2 а • г =  г2 =>  

г =  2e cos >р.

Уравнение (34) есть уравнение ок
ружности радиуса о с центром в точ
ке (а ,0).

П р и м е р  12. Пусть F, G, Н  —  середины сторон ВС, С А, АВ  
треугольника ABC, О —  какая-либо точка. Показать равенство

АВ2 +  ВС2 +  С  А2 =  4 (О Л 2 +  О В2 +  ОС2 -  O F 2 -  OG2 -  О Н 2) . 

Решение: 
А В - т в -т л, В С - т с -т в , 

С А  =  гА -  та =*►

А В 2 +  ВС2 +  С А2 =  2 (г2 +  г2 +  г2) -  

- 2(гА ■ гв +  г в ■ тс +  тс • гА); 

гА +  гв = 2гН) гв +  гс =  2 i>, 

г 0 + г а = 2 г 0 = >

2 ( г а  • Гв +  Гв • Г с  +  Г с  • Г А )  =

= 4(г2 +  г2 +  г2 ) -  2(г2 +  г2 +  г2).

В

П р и м е р  13. Пусть Р  —  точка пересечения медиан тре
угольника ABC, О — какая-либо точка. Показать, что справедливо 
следующее равенство:

АВ2 + ВС2 + С А2 +  9 • О Р 2 =  3 (О Л 2 +  О В 2 +  О С2) .



В Имеем (см. задачу 6):

ЗгР =  гд +  гв +  гс =>  

9 r * = r ’ + r 2B +  r’  +

+ 2(гл • гв +  гв • гс +  гс • гл );

АВ = тв -  гл , ВС =  та -  г в,

С А — Гд — Го —

А Р  + ВС^+СА1 = 2 (r* + r | + r * ) -  

- 2(гд • гв +  гв • Го + Гс ■ гл)  .

П р и м е р  14. Найти вектор, лежащий в плоскости у г, имеющий 
длину, равную 10, и перпендикулярный вектору

а = 2i — 4j +  3k.

Решение: „  /п \R = (0 ,t/ ,z ) = >

у2 +  z2 =  100 1 

4у =  3z J ^

R  =  ± ( 6j  +  8k).

Векторное произведение векторов

Векторным произведением векторов а и b называется вектор с , 
обозначаемый а х Ь  и равный по модулю об sin где —  угол меж

ду данными векторами; этот вектор с перпендикуля
рен плоскости векторов а и b и направлен так, что 
векторы а , Ь и с образуют (в указанном порядке) 
правую тройку векторов (рис. 14).

♦  Векторное произведение векторов а и Ь обозна
чают также [а, Ь].

Полезное замечание. Величина векторного произве
дения с =  а х Ь  численно равна площади параллело
грамма, построенного на перемножаемых векторах.

Рис. 14



Свойства векторного произведения:

1. a xb  =  - Ь х а ;

2. (а + Ь ) х с  =  ахс  +  Ьх с ;
3. А а х Ь  =  А(ахЬ) .

♦ Векторное произведение векторов 
не коммутативно.

Векторное произведение двух параллельных векторов равно нулево
му вектору.
В частности, имеем

а ха  =  0 .

В прямоугольной системе декартовых координат xyz векторное 
произведение векторов а и b выражается формулой

ах b =  (ауЬг -  агЬя) i +  (azbt -  агЬх)j  +  (axby -  a961!)k . (35)

Эту формулу можно записать в более компактном виде:

i j к
а х Ь  = ах «У а*

ьх &У bz

З а д а ч а 15

Вывести формулу синуса суммы двух углов:

sin(a +  /?) =  sin a cos /? +  sin /3 cos a .  (37)

Решение:

Пусть а и Ь — единичные 
векторы.

( а х Ь ) г =  sin(a +  /3) =

П р и м е р  15. Вершины треугольника ABC  заданы своими 
радиусами-векторами гл, г в , гс - Найти выражение для вектора S, 
представляющего треугольную площадку ABC, на которой задано 
направление обхода контура от А против часовой стрелки.



S =  | (rB -  гл)  х (rc -  гв) =  

=  | ( гч х г в +  гв х г с +  гс х г л )  ,

П р и м е р  16. Найти величину площади параллелограмма, 
сторонами которого являются векторы а =  (1, -2 ,4 ) и Ь =  (3,1, -2 ).

Решение:

i j k
S — |axb| = 1 -2 4

3 1 -2
= 1(0,14,7)1 =  7^5.

О природе векторов

Векторы бывают двух типов:

Полярные векторы (иначе истинные) и аксиальные или осе
вые векторы (так называемые псевдовекторы).

К аксиальным векторам относятся:
а) векторное произведение двух полярных векторов;
б) вектор, представляющий площадку, для которой 

указано направление обхода по контуру, ограни
чивающему эту площадку (рис. 15);

Рис. 15 в) угловая скорость вращения тела.

При переходе от правой системы прямоугольных координат к ле
вой или наоборот, а также при смене направления обхода на проти
воположное:

полярные векторы остаются неизменными;

аксиальные векторы меняют свое направление на противопо
ложное.



Векторно-скалярное произведение

Векторно-скалярное произведение трех векторов а ,Ь  и с запи
сывается так: , , .( a x b ) 'C .

Это произведение имеет простой геометрический смысл, который 
раскрывается равенством

(а х Ь) • с = ± V . (38)

Здесь V  —  объем параллелепипе
да, построенного на векторах а , Ь 
и с (рис.16). Знаки 4- или — в фор
муле (38) ставятся в зависимости 
от того, образуют ли векторы а , Ь 
и с (в указанном порядке) правую 
или левую тройку векторов.

Равенство
(а х Ь) - с =  © (39)Рис. 16

можно рассматривать как условие компланарности векторов а, 
b и с.

Свойство векторно-скалярного произведения:

(а х Ь) • с =  (Ь х с) • а = (с х а) • Ь . (40)

Иначе говоря, векторно-скалярное произведение не меняется при 
циклической перестановке входящих в его состав векторов, что впол
не согласуется с геометрическим смыслом этого произведения.

В декартовой прямоугольной системе координат для вычисления 
векторно-скалярного произведения имеем формулу

(a x b ) • с =
йх
К
Сх

(41)

З а д а ч а  16

Построить плоскость, проходящую через точкуМ0(го) и парал
лельную неколлинеарным векторам а и b .



Из рисунка видно, что
(г -  г0) • (ахЬ )  =  0. (42)

Это и есть уравнение искомой плоско
сти.

В скалярной форме уравнение (42) за
пишется следующим образом:

X -  Хо У -У о  2 -  Zq 
0>х &х

Ьх by bg
= 0 - (43)

Двойное векторное произведение

Двойное векторное произведение трех векторов а , Ь и с по опре
делению есть ах (Ь хс ).

♦  Заметим, что вектор а х ( Ь х с )  компланарен векторам b и с. 
Отсюда, например, ясно, что

ах (Ь хс ) ф (a x b )x c .
Справедлива следующая формула:

ах (Ьхс) =  Ь (а - с) -  с (а - Ь ) . (44)
Полезное замечание. Для запоминания этой формулы пользуют

ся фразой:
АБЦ =  БАЦ -  ЦАБ.

Формула (44) может быть применена при раз
ложении вектора а на две составляющие, одна 
из которых параллельна вектору Ь , а другая 
— перпендикулярна ему (рис. 17).

Имеем в таком случае:

а =  ~Г2 ~ Ь +  -^ -bx (axb ). (45)
Ьг а1

П р и м е р  17. Вычислить

Решение:

(axb )  • (cxd ) .

(a x b ) • (cxd ) =  а • (b x (c x d )) =  

=  а • (с (Ь  • d) -  d(b • с)) =
а • с а • d
b • с b ■ d



П р и м е р  18. Вычислить

(axb )  • (ахс) .

Решение: см. пример 17.

Ответ: а2(Ь • с) — (а • Ь) (а • с).

П р и м е р  19. Произведение

(axb )  х (cxd )  
разложить по векторам а и Ь .
Решение:

( a x b )x ( c x d )  =  - ( c x d ) x ( a x b )  =  b(a- ( cxd ) )  -  a (b • ( c x d ) )  .

П р и м е р  20. Векторное произведение

( a x b ) x  (cxd )  
разложить по векторам e n d .
Решение:

( a x b ) x ( c x d )  =  c(d • ( a xb ) )  — d(c • ( a xb ) )  .

П р и м е р  21. Вычислить

(a x b ) x (a x c)

Решение: см. пример 20.

Ответ: a ( a - (b x c ) ) .



П р и м е р ы  для устного решения

1. Найти вектор, направление которого совпадает с биссектрисой 
угла между двумя данными векторами а и b .

2. Найти радиус-вектор гс точки С  — середины отрезка АВ, если 
известны радиусы-векторы гЛ и гв— концов этого отрезка.

3. На материальную точку действуют три силы, заданные проекци
ями на оси прямоугольной системы координат:

F i =  (1,2,3), F 2 =  ( - 2 , 3 ,-4 ), F j =  (3,—4,5).

Найти величину и направление результирующей силы F.

4. К точке А  правильного шестиугольника A B C D E F  приложены си
лы:

F i = A B ,  F 2=AC, F3 =AD, F 4 =AE, F 5 =AF. 

Найти равнодействующую всех этих сил.

5. Доказать компланарность векторов

р с - 'у Ъ ,  7 а - а с ,  ab-/?a .

6. Доказать, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов всех его сторон.

7. Доказать, что диагонали параллелограмма тогда и только тогда 
перпендикулярны, когда параллелограмм есть ромб.

8. Доказать, что работа равнодействующей F нескольких сил 
F i, F 2 ... , F n, приложенных к материальной точке М, на переме
щении S этой точки равна алгебраической сумме работ соста
вляющих сил.

9. Доказать, что вектор

d =  b (а • с) — а (Ь • с) 
перпендикулярен вектору с .

10. Найти уравнение плоскости, проходящей через середину отрезка, 
соединяющего две точки Mj ( r i )  и Л/2(г2), и перпендикулярной к 
этому отрезку.



11. Найти уравнение сферы радиуса R  с центром в начале коорди
нат, а также уравнение касательной плоскости к сфере в точке
М о(г0).

12. Какой угол составляют между собой два вектора

a = i + j - 4 k  и b =  i - 2 j  +  2k?

13. Доказать тождество

(а х Ь)2 +  (а • Ь)2 =  а2 Ь2 .

14. Вычислить выражение

(а +  b) х (а — Ь ) .

В чем состоит геометрический смысл полученного в результате 
равенства ?

15. Найти уравнение кругового цилиндра радиуса R, ось которого 
проходит через начало координат и имеет направление, заданное 
единичным вектором е .

16. Найти длину перпендикуляра, опущенного из начала координат
на прямую , . _

(г -  г0) х а =  © .

17. Каким вектором d изображается перпендикуляр, опущенный из 
начала координат на прямую (г — го) х а =  0.

18. Найти линию пересечения двух плоскостей

г • а = о и г • b =  /?.



З а д а ч и  повышенной трудности

1. Какой угол составляют между собой два вектора а и Ь , если 

известно, что вектор а +  ЗЬ перпендикулярен вектору 7а — 5Ь, а 

вектор а -  4Ь перпендикулярен вектору 7а — 2Ь ?

2. Доказать тождество

/ 2яЛ / 4л \ (  2 (п -1 ) л \
COSy> +  COS I (pH j +COS I ip-i J +  ••• +C08 I <p-\ — J =  0.

3. Доказать, что три биссектрисы треугольника пересекаются в од

ной точке.

Найти радиус-вектор точки пересечения биссектрис треугольни

ка, если известны радиусы-векторы вершин треугольника.

4. В треугольнике ABC  проведены прямые AF, BG, СН, которые 

пересекаются в одной точке Р. Найти соотношение между отрез

ками АН, BF , CG, AG, В Н , CF.

5. Найти объем прямоугольного параллелепипеда ABCDAy By CyDy, 

если известны стороны его основания АВ  =  Зр, AD  =  4р и рас

стояние d между диагоналями А\В тл AD\ смежных боковых гра

ней.

6. Найти радиус-вектор гР ортоцентра треугольника ABC, если из

вестны радиусы-векторы гд, гв и гс его вершин.

7. Вычислить (Ьхс )  • ( ( сха )  х ( a x b ) ) .



О Т В Е Т Ы

А. К примерам для устного решения:

1 а , b
L а +  Ъ-
2. rc =

3. F  = (2,1,4); F = V 2 l ;

2 я 1 4cos а =  — cos р — —==; cos 7 — —= .
V 2T V 21 V 21

4. F  =  3AD.

10. r ( r 2 - r i ) =  \ ( t\ - r 2) .

11. Уравнение сферы: |r| =  R.

Уравнение касательной плоскости: г • г0 =  R3.

12. <р =  135°.

14. 2(Ьха).

15. ( е х г )2 '= R2.

16. h =  1г° Х а1а

1 7 . d  = a x l g xa) .

18. rx (ax b )  =  /?а —ab.

Б. К задачам повышенной трудности:

1. = 60°.

4. АН • B F  • CG — AG ■ В Н  ■ CF.

5 у  _  144a3 d
•у/144о2 -  25сР '

6 .
t g «  гЛ +  tg/3 гв +  tg 7 г0

tga  +  tg/0 +  tg7 

7. ( а - ( Ь х с ) ) 1.



И Н Д И В И Д У А Л Ь Н Ы Е  З А Д А Н И Я

Задача №1 (25 вариантов)

1. Векторы А С — а и B D =  b служат диагоналями параллелограмма 
ABCD. Выразить векторы АВ, ВС, CD  и DA  через векторы 
а и b ,

2. В трапеции ABCD  отношение основания AD  к основанию ВС  равно 
А. Полагая А С — а, B D —Ъ, выразить через а и b векторы АВ, 
ВС, C D  и DA.

3. В треугольнике ABC  проведены медианы AD, BE, CF. Предста
вить векторы AD, BE, C F  в виде линейных комбинаций векторов 
АВ  и АС.

4. В дA B C  проведены медианы AD, BE, CF. Найти сумму векторов 
АВ, BE, CF.

5. Точки Е  и F  служат серединами сторон АВ  и CD  четырехуголь
ника A B C D  (плоского или пространственного). Доказать, что

E F ^ ( g C + A L > y  

Вывести отсюда теорему о средней линии трапеции.

6. Точки Е  и F  служат серединами диагоналей АС  и BD  четырех
угольника A B C D  (плоского или пространственного). Доказать, 
что

E F = l ( l B + C D j  =  \ (М )+ С В ) .

7. Точки К  vlL служат серединами сторон ВС  и CD  параллелограмма 
ABCD.  Выразить векторы ВС  и C D  через векторы АК  и AL.

8. В плоскости A ABC  найти такую точку, чтобы сумма векторов, 
идущих из этой точки к вершинам треугольника, была равна 0.

9. Дан четырехугольник ABCD.
Найти такую (-)М, чтобы МA+MB+MC+MD =  0.

10. На стороне AD  параллелограмма ABC D  отложен отрезок А К  — 
(1/5)А£>, а на диагонали АС  —  отрезок AL =  (1/6)АС. Доказать, 
что векторы K L  и LB  коллинеарны и найти отношение KL/LB.



11. Показать, что вектор, идущий из произвольной точки простран
ства в центр правильного многоугольника, есть среднее арифмети
ческое векторов, идущих из этой точки к вершинам многоугольни
ка.

12. Лая тетраэдр О ABC. Выразить через векторы О А, ОВ, ОС  вектор 
EF, началом которого служит середина Е  ребра О А, а концом — 
середина F  ребра ВС.

13. Дан тетраэдр О ABC. Выразить через векторы О Д  ОВ, ОС  вектор 
E F  с началом в середине Е  ребра О А и концом в точке F  пересе
чения медиан дABC.

14. Даны два треугольника ABC  и А 'В 'С '.  Выразить вектор М М ',  
соединяющий точки пересечения медиан этих треугольников, через 
векторы ДА', В В ',  СС '.

15. Из точки О выходят два вектора О А =  а, ОД =  b . Найти какой- 
нибудь вектор ОМ ,  идущий по биссектрисе угла АОВ.

16. Дан правильный шестиугольник A B C D E F . Принимая за базис век
торы АВ  и АС, найти в этом базисе координаты векторов АВ, ВС, 
CD, DE, EF, FA.

17. В трапеции ABC D  отношение основания В С  к основанию AD  рав
но Л. Принимая за базис векторы A D  и АВ, найти координаты 
векторов АВ, ВС, CD, DA, AC, BD.

18. Пусть A, B ,C ,D  —  некоторые точки пространства или плоскости, 
М  — середина АВ, N  —  середина CD, О  —  середина M N .  Дока
зать, что:

1)  О А + О В + 6 С + б 1 ) = в ;
2) M N  + M N  = В С  +  AD-,

3) |МЛГ| ^ ^ (\ВС\ +  |АД|).

19. Векторы а и b неколлинеарны. При каком х векторы 
с =  (ж -  1) а +  b и d = ( 2 +  Зж)а —2Ь коллинеарны.

20. В треугольнике ABC  проведена биссектриса C D  внутреннего угла 
С. Выразить вектор C D  через векторы а =  С А , Ь =  С В  и их дли
ны.

21. Дан д ABC. На прямых АВ, ВС, С  А  выбраны соответственно точ
ки М ,N ,Р  так, что А М - а А В ,  B N - f3 B C ,  СР=~/СА, где а ,/?,7 
— действительные числа._При_каком необходимом и достаточ
ном условии векторы C M , A N  и В Р  образуют треугольник, 
т.е. CM  +  A N  +  B P = Q ’!



22. R a ABC  точки M , N  и P  — основания биссектрис соответственно 
CM , A N  и B P  внутренних углов треугольника. Известии, ’.'ТО 
С М  +  A N  +  Д Р = ©  . Доказать, что дABC  — правильный.

23. На сторонах ВС  и C D  параллелограмма ABCD  взять точки F  и Е  
так, что B F : F C  =  ц, D E : ЕС  =  Л, где А и р  — заданные положи
тельные числа. Прямые ( F D ) и (А Е )  пресекаются в (•)<?. Найти 
отношение F O  : OD.

24. Две медианы А К  и B L  треугольника ABC  пересекаются в ( )0. 
Доказать, что А О :О К  = B O .O L  =  2:1.

25. Вершина D  параллелограмма ABCD  соединена с точкой К  отрезка 
ВС  так, что В К  :К С  — 2:3. Вершина В  соединена с точкой L 
отрезка C D  так, что D L : LC  = 3 : 5 .  В каком отношении точка М  
пересечения прямых D K  и BL  делит отрезки D K  и BL ?

Задача №2 (25 вариантов)

1. Доказать, что середины оснований трапеции, точка пересечения 
диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон ле
жат на одной прямой.

2. Прямая А К  проходит через вершину А  прямоугольника ABCD  
и через точку К ,  лежащую на стороне ВС. Найти отношение 
В К  : К С , если известно, что прямые А К  и B D  перпендикулярны, а 
AD  =  ЗАВ.

3. а) Медианы а АВС  пересекаются в (-)М. Доказать, что для произ
вольной (•) 0  плоскости выполняется равенство

О М  =  \ {О А + О В  +  6 С), 

в частности, если (-)О совпадает с (-)М, получим 
М~А +  M B  +  М С  =  0.

Ъ) Дан д ABC. Доказать, что если для некоторой ( )М  выполняется 
равенство М А + М В + М С  =  0, то (-)М  — точка пересечения медиан 
а АВС.

4. а) Пусть в (• ■ - )А ,В ,С  находятся точечные массы соот
ветственно. Для нахождения центра тяжести М  этой системы из 
трех материальных точек сначала рассматривается (•)D  с массой 
тпj -I- т г ,  расположенная в центре тяжести системы точек А, В, а 
затем находится центр тяжести системы материальных точек D, С. 
Доказать, что для произвольной точки О плоскости

/ТГ. т\ОА+ т2ОВ +  т3ОС им =    .
т1 +  т7 +  т3



Ь) Доказать, что центр тяжести системы трех материальных точек 
А, В, С одинаковой массы совпадает с точкой пересечения медиан 
д ABC.

5. Вектор а имеет в некотором базисе в], е2 координаты (— 1; 2), век
тор Ь — координаты (3; 1), вектор с — координаты (7; 7), вектор d
—  координаты (—4; 1). Доказать, что векторы а , b образуют базис 
и найти координаты вектора с +2 d в этом базисе.

6. В параллелограмме ABCD  точка К  является серединой стороны 
ВС, точка L  — середина стороны CD. Доказать, что (•) пересе
чения медиан t\AKL совпадает с точкой пересечения диагоналей 
параллелограмма ABCD.

7. Точка К  лежит на стороне ВС лАВС, точка L  —  на стороне АС, 
причем В К  .К С  — CL-.LA  =  2:1. Прямые А К  и B L  пересекаются 
в (-)О. В каком отношении ( - )0  делит отрезки А К  и BL .

8. Даны три некомпланарных вектора а , b и с . Пользуясь опре
делениями линейной зависимости и линейной независимости си
стемы векторов, доказать, что векторы а + 2 Ь  —с, З а —Ь + с,
— а +5 Ь —3 с линейно зависимы.

9. Пользуясь определениями линейной зависимости и линейной неза
висимости системы векторов, доказать, что для любых заданных 
векторов а , Ь , с векторы a + b ,  Ь +  с, с — а линейно зависимы.

10. В параллелограмме ABCD  диагонали пересекаются в ( - ) 0 , точка 
К  — середина стороны AD, точка Р  —  середина отрезка OD, Q 
лежит на диагонали АС. Найти длину отрезка PQ, если известно, 
что PQ\\KB, A D =  2, AB = V2, /.BAD =  135°.

11. а) Пусть а, b , с — тривектора пространства, связанные соотно
шением с — х а +у b , где х и у —  некоторые действительные числа. 
Доказать, что векторы а, Ь, с компланарны.

Ь) Векторы а , b , с — не компланарны.
Доказать, что х а +у b +z  с =  © <=> х =  у =  z =  0.

12. В правильной усеченной шестиугольной пирамиде
A B C D EF A,B,C\D,E\F\ точки О и О, —  центры оснований соот
ветственно A B C D E F  и A\BiC^D\E\F\.
Разложить:

a) вектор AD  по базису {АВ, A F );

b)  вектор 00\ по базису {ЕЕ,,В В ,).



13. В параллелограмме ABCD: а =АВ, b —AD, с =АС, Е — середина 
стороны CD. Разложить вектор B E  по базису ( а , с ). Представить 
тремя способами вектор B E  в виде

B E — х а + у Ъ +  z c .

14. Дана треугольная призма АВСА]В\С\. Разложить вектор ААЛ по 
базису (Л С ь CSj , ВАг).

15. В тетраэдре ABCD  точки К  и L  — соответственно середины ребер 
АС  и BD, О — точка пересечения медиан грани ACD.
Разложить:
a) вектор ВО  по базису {ВА, ВС, B D );

b)  вектор^А"L j i o  каждому из базисов (АС, АВ, AD), (ВО, OD, АС) 
и (DA, ВС, ВО).

16. В правильной 4-угольной пирамиде SABC D  точка О —  центр осно
вания АДСА>._Разложить вектор SO тремя различными способами 
по векторам SA, SB, SC, SD.

17. Даны четыре вектора:
а (1,5,3), Ь (6, —4,—2), с (0 ,-5 ,7 ), d (-20,27,-35).

Выбрать числа а, /?,7 так, чтобы векторы а а ,/? b , 7 с и d обра
зовали замкнутую ломаную линию, если начало каждого последу
ющего вектора совместить с концом предыдущего.

18. Установить, в каких из нижеследующих случаев тройки векторов 
а , b , с будут линейно зависимы, и в том случае, когда это воз
можно, представить вектор с как линейную комбинацию векторов 
а и Ь:

1) а (5,2,1), Ь (—1,4,2), с ( —1,—1,6);

2) а (6,4,2), Ь (—9,6,3), с (-3 ,6 ,3 );

3) а (6, —18,12), b (—8,24, —16), с(8,7,3).

19. Показать, что, каковы бы ни были три вектора а, Ь , с и три числа 
«,Д , 7 , векторы a a -/ ?b ,  7 b - a c ,  /Jc —7 а компланарны.

20. Лавы радиусы-векторы rj, г2, г3 вершин л ABC. Найти радиус- 
вектор г точки пересечения его медиан.

21. В дABC  проведена биссектриса^AD  внутреннего угла А. Выра
зить вектор A D  через векторы АВ и АС.

22. В прямоугольном &АВС  опущен перпендикуляр СН  на гипотену
зу АВ. Выразить вектор С Н  через векторы С А и СВ  и длины 
катетов | ВС \ =  а и | С А | =  Ь.



23. Вершина О тетраэдра О ABC  принята за начало координат, а век
торы О А, ОВ, ОС —  за базисные векторы. Найти в этой системе 
координаты точек пересечения медиан граней тетраэдра.

24. Из одной (•) пространства отложены три вектора а , Ь , с . Пока
зать, что конец вектора с тогда и только тогда лежит на отрезке, 
соединяющем концы векторов а и Ь , когда выполнено равенство

с =  о а 4- /3 Ь , где о^О,  /?^0, а +  Д =  1.

В каком отношении конец вектора с делит этот отрезок ?

25. Ланы три точки О, А, В, не лежащие на одной прямой. Принимая 
за базисные векторы О А и ОВ, найти:

1) координаты вектора ОМ , если точка М  лежит на отрезке АВ  и 
А М :В М  =  т: п;

2) координаты вектора ON, если точка N  лежит на прямой АВ  вне 
отрезка АВ  и AN-.BN =  гп: п.

Задача №3 (25 вариантов)

1. В дABC  проведена высота АН. Найти координаты вектора А Л  в 
базисе, образованном векторами А В  и АС.

2. Показать, что для произвольного прямоугольника A B C D  и для 
произвольной (-)М (лежащей или не лежащей в плоскости прямо
угольника) имеют место равенства:

1) (М А ,М С ) =  [M B ,M D ) ;

2) |МЛ|2 + \МС\2 = \МВ\г +  \Ш)\\

3. В трапеции ABCD  отношение длин оснований A D : В С  равно 3. Вы
разить через b =АВ  и с =АС:

1)  длины сторон и углы трапеции;

2) длину отрезка SM , где S — точка пересечения боковых сторон 
трапеции, М  — точка пересечения диагоналей.

4. Ллины базисных векторов в] и е2 общей декартовой системы ко
ординат на плоскости равны соответственно л/2 и 1, а угол между 
ними равен 45р. Вычислить длины диагоналей и углы параллело
грамма, построенного на векторах, имеющих в этом базисе коор
динаты (2; 2) и (— 1; 4).

5. Ллины базисных векторов ej и е2 общей декартовой системы ко
ординат на плоскости равны соответственно 4 и 2, а угол между ба-



зисными векторами равен 120°. Относительно этой системы коор
динат заданы вершины треугольника А ( - 2; 2), В ( - 2; - 1), С ( - 1;0). 
Найти длины сторон и углы треугольника.

6. Длйны базисных векторов ej, е2 и ез равны соответственно 3, \/2> 
4, а утлы между ними —
(ёТ >2) =  (е7~ё3) =  45°, (еТ7е3) =  60°.
Вычислить длины сторон и углы параллелограмма, построенно
го на векторах, имеющих в этом базисе координаты (-1 ,3 ,0 ) и 
( - 1,2,1).

7. Ллины базисных векторов ei, е2 и ез равны соответственно 1,1,2; 
углы между ними —
(ё ь ё 3) =  90°, (ё77«г3) =  (ё ^ е 3) =  60°.
Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
а ( —1;0;2) и Ь (2 ;-1 ;1 ).

8. Из одной точки отложены три вектора а (0; —3; 4), Ь(4; +  1;— 8) и 
с . Вектор с имеет длину 1 и делит пополам угол между а и b . 
Вычислить координаты вектора с .

9. Даны два вектора а и Ь , причем 0. Выразить через а и 
Ь ортогональную проекцию вектора Ь на прямую, направление 
которой определяется вектором а .

10. Доказать:

a) если а ф 0  и Ь коллинеарны, то векторы а , Ь и с ( с —  любой 
вектор) компланарны;
b)  если векторы а , Ь , с не коллинеарны, то ни один из них не 
является нулевым и векторы а и b не компланарны.

11. Найти сумму ортогональных проекций вектора а на стороны пра
вильного треугольника.

12. Даны два вектора а (3 ; - 1 )и  b (—1; 1). Найти вектор х , удовлетво
ряющий системе уравнений ( х , а ) =  13, ( х , Ь )  =  —3.

13. Даны три вектора а(4;1;5), Ь (0;5;2)и с ( —6;2;3;). Найти вектор 
х , удовлетворяющий системе уравнений:
( х , а ) =  18, ( х , Ь ) =  1, ( х ,с ) = 1.

14. Даны ненулевой вектор а и скаляр р. Выразить через а и р  какой- 
нибудь вектор х , удовлетворяющий уравнению ( х , а ) = р. Объяс
нить геометрический смысл всех решений векторного уравнения 
( х , а ) =  р, а также его частного решения, коллинеарного вектору 
а (в плоском и пространственном случаях).



15. Даны два вектора а (1; —1; 1) и Ь (5; 1; 1). Вычислить координаты 
вектора с , который имеет длину 1 и ортогонален векторам а и b . 
Сколько решений имеет задача ?

16. Даны два вектора а (1; —1; 1) и Ь(5;1;1). Вектор с имеет длину 1, 
ортогонален вектору а и образует с вектором Ь угол axccosy'2/27. 
Вычислить координаты вектора с .
Сколько решений имеет задача ?

17. В равнобедренном треугольнике медианы, проведенные к боковым 
сторонам, взаимно перпендикулярны. Найти углы треугольника.

18. Длины соседних сторон параллелограмма относятся как т : п, а 
угол между этими сторонами равен а. Найти угол между диагона
лями параллелограмма.

19. В выпуклом четырехугольнике сумма квадратов двух противопо
ложных сторон равна сумме квадратов двух других противополож
ных сторон. Найти угол между диагоналями четырехугольника.

20. В прямоугольной трапеции диагонали взаимно перпендикулярны, 
а отношение длин оснований равно т : п (т > п). Найти:
1)  отношение длин боковых сторон;
2)  отношение длин диагоналей;
3) величину острого угла трапеции.

21. Доказать, что, если в треугольнике равны длины двух медиан, или 
длины двух высот, или длины двух биссектрис, то этот треугольник 
равнобедренный.

22. Дан произвольный тетраэдр A BC D. Доказать, что, если перпен
дикулярны ребра АВ  и CD  и ребра АС  и BD, то ребра В С  и AD  
также перпендикулярны.

23. В правильном тетраэдре ABC D  точки М  и Р  —  середины ребер 
AD  и CD  соответственно, точки N  и Q —  центры граней B C D  и 
ABC  соответственно. Найти угол между прямыми M N  и PQ.

24. Длина ребра куба ABCDA\B\C\D\ равна а. Точка Р  —  середи
на ребра СС\, точка Q —  центр грани АА, В, В. Отрезок M N  с 
концами на прямых AD  и Aj 8 ] пересекает прямую PQ  и перпенди
кулярен ей. Найти длину этого отрезка.

25. В правильном тетраэдре ABCD  точки Е  и F  являются серединами 
ребер AD  и ВС  соответственно. На ребре C D  взята точка N, на 
отрезке E F  —  точка М  так, что L M N C  =  45°, I N  M E  =  arccos(|). 
В каком отношении точки М  и N  делят отрезки E F  и C D  ?



Задача №4 (25 вариантов)

1. Длины базисных векторов eb е2, е3 в пространстве равны соот

Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах, 
имеющих в этом базисе координаты (—1,0, 2), (1,1,3) и (2 ,—1,1).

3. Доказать, что, если векторы [a,bj, [b,c], [с,а] компланарны, то они 
коллинеарны.

4. Доказать, что, если [а,Ь] +  [Ь,с] +  [с,а] = 0, то векторы а, Ь , с 
компланарны.

5. Доказать, что объем параллелепипеда, построенного на векторах 
а, Ь, с, ________

6. Доказать, что площадь параллелограмма, построенного на векто
рах а и Ь,

той же точки О и образующий с векторами О А, ОВ, ОС  равные 
между собой острые углы.

9. Три вектора а , Ь , с  связаны соотношениями а =  [b,c], b =  [с,а], 
с =  [а, Ь]. Найти длины этих векторов и углы между ними.

10. Даны два луча. Первый луч составляет с осями координат углы 
7г/4, 7г/3, 27г/3, а второй —  равные между собой тупые углы. Найти

ветственно 1, 2, V 2, а углы между ними — 
(е-ГГе2) =  120°, (ё1Ге,) =  45°, (ё^е3) =  135°.

2. Доказать, что ^[а,Ь], [Ь,с], [с,а]^ = (а,Ь,с)2.

(а, а) (а, Ь) (а, с)
V  =  (Ь,а) (Ь,Ь) (Ь,с)

Д (с, а) (с,Ь) (с,с)

7. Доказать тождество

(х,а) (х,Ь) (х,с)
(a,b,c) (x ,y,z) =  (у ,а) (у,Ь) (у,с)

(z,a) (z,b) (z,c)

8, Даны три некомпланарных вектора О А — а , О В  =  b , ОС =  с , отло
женных от одной точки О. Найти вектор O D — d , отложенный от



направляющие косинусы третьего луча, перпендикулярного к двум 
данным лучам и образующего с ними правую тройку.

11. Даны три вектора: а (8,4,1), Ь(2, —2,1), с (1,1,1). Найти вектор d 
длины 1, компланарный векторам а и b , перпендикулярный векто
ру с и направленный так, чтобы упорядоченные тройки векторов
a ,Ь , с  и a , d , c  имели противоположную ориентацию.

12. Даны три вектора: а(8,4,1), Ь(2,2,1), с (1,1,1). Найти вектор d 
длины 1, образующий с векторами а и b равные углы, перпенди
кулярный к вектору с и направленный так, чтобы упорядоченные 
тройки векторов а , Ь , с  и a , b , d  имели одинаковую ориентацию.

13. Даны два вектора а(1,1,1) и b (1,0,0). Найти вектор с длины 1, 
перпендикулярный к вектору а , образующий с вектором b угол 
7г/3 и направленный так, чтобы упорядоченная тройка векторов а,
b , с была правой.

14. Даны два вектора а (0,1,1) и b (1,1,0). Найти вектор с длины 1, 
перпендикулярный к вектору а, образующий с вектором b угол 
л/4 и  направленный так, чтобы упорядоченная тройка векторов а , 
Ь , с была правой.

15. Доказать, что площадь выпуклого 4-угольника A B C D  равна поло
вине длины векторного произведения \AC,BD\.

16. Длины базисных векторов ej и е2 общей декартовой системы ко
ординат на плоскости равны соответственно 3 и 2, а угол между 
ними равен 30°. В этой системе координат даны координаты трех 
последовательных вершин параллелограмма: (1,3), (1,0) и (—1,2). 
Найти площадь параллелограмма.

17. Из одной точки отложены 4 вектора: a , b , c , d  . Вектор d имеет 
длину 1 и образует с некомпланарными векторами а , b , с :
1)  равные острые углы;
2)  равные тупые углы.
Выразить вектор d через векторы а , b , с .

18. Из одной точки отложены 4 вектора:
а (—1,1,-1), b (—1,1,1), с (5 ,-1 , —1) и d .
Вектор d имеет длину 1 и образует с векторами а , b , с равные 
острые углы. Вычислить координаты вектора d .

19. Доказать, что площадь трапеции A B C D  (AD\\BC) равна

~^-\\AB,AD}\ , где к =  \ВС\: \ Щ  .



20. На 'сторонах АВ, ВС, C D  и DA  выпуклого 4-угольника ABCD  
площади S  расположены соответственно точки М, N, Р, Q  так, что 
A M  : АВ — B N  : ВС =  C P  : CD  =  DQ : DA  =  а. Найти площадь 
сг(а) 4-угольника M N P Q .  При каком значении а эта площадь ми
нимальна?

21. Дан a  ABC. На прямых АВ, ВС, С  А  выбрань^с ©ответственно точ
ки M , N , P  так, что A M  =  аАВ, В М  =  аВС, С Р  =  аСА. При каком 
значении а площадь 5 (a ) треугольника, векторы сторон которого 
есть C M , AN, ВР, наименьшая ?

22. Треугольники АВС  и ACD  расположены в одной плоскости так, 
что точки В и £> лежат по разные стороны от прямой АС. Доказать, 
что площадь 5 4х-угольника ABC D  равна

S=\\[AC,BD}\.

23. Доказать, что площадь 5 треугольника, векторы сторон которого 
равны векторам медиан лАВ С , составляют 3/4 площади а л АВС.

24. Доказать, что, если три вектора а , Ь , с попарно не коллинеарны, 
то условия
[ а , Ь ] = [ Ь , с ] = [ с , а ]  и а + Ь  +  с = 0  эквивалентны.

25. Даны два вектора а (8,4,1) и Ь(2, —2,1). Найти вектор с , компла
нарный векторам а и b , перпендикулярный к вектору а , равный 
ему по длине и образующий с вектором b тупой угол.

Задача №5 (25 вариантов)

1. Доказать, что для любых трех векторов а , b , с в пространстве 
[а, [Ь ,с]] =  Ь(а, с) — с(а,Ь).

2. При каком необходимом и достаточном условии справедливо ра
венство
[[а, b],c] =  [a, [b,cj] ?

3. Проверить справедливость равенства 
[[а, Ь], с] +  [[Ь,с], а] +  [[с,а],Ь] = 0 .

4. Показать, что, если a l b  и a l e ,  то [[а,Ь],с] = 0 .

5. Доказать тождество:
[[a,b],[c,d]] =  c ( abd )  -  d(abc ) .



6. Векторы еь е2,е3 не компланарны. Показать, что векторы 
Л = [е2,е3], f2 = [e 3,e ]], f3 = [ e b e2]
в таком порядке образуют правый базис.

7. Доказать тождество

[а, [Ь, [с, dj]] =  [а, с] (Ь, d) -  [a, d] (Ь, с ) .

8. Доказать тождество

[а, [Ь, [с,d]}] =  (a c d )b — (a ,b )[c ,d j.

9. Доказать тождество

[[a,b],[b,cj] • [[b,с],[с,а]] ■ [[с,а],[а,Ь]] = (a b c )4.

10. Три некомпланарных вектора а , b , с приведены к общему началу. 
Доказать, что плоскость, проходящая через концы этих векторов, 
перпендикулярна к вектору
[ a ,b ] +  [ b ,с] +  [ с , а ] .

11. В основании призмы ABCDA\B\C\D\, лежит ромб с острым 
углом А, равным 60°. Точка К  лежит на продолжении ребра АВ  за 
точку В, причем угол A D K  —  прямой. Найти координаты точки 
пространства в системе координат А, АВ, AD, АА\, если известны 
ее координаты x',y',z' в системе координат К , КА , K D , КС\.

12. Найти скалярное произведение векторов a ( x j ,у3) и Ь (х2, у2), зная 
метрические коэффициенты дц, дм, <722 базиса е3, е2.

13. Найти косинус, синус и тангенс угла <р между векторами а (х3, у/) и 
b (x2,j/2), зная метрические коэффициенты дп , дм, 922 базиса е3, е2.

14. Зная длины базисных векторов |е31 =  2, |е21 =  3 и угол между ними 
и — 7г/3, найти длину вектора а (-4 ; 6).

15. Выразить через метрические коэффициенты дц =  (е ,,е ;) базиса 
еъ е2> е3 длины базисных векторов, углы и>ц =  (e ^ e j )  между ними 
и объем V параллелепипеда, построенного на базисных векторах 
eii е2, «з-

16. Найти скалярное произведение векторов 
а (г 1, х2, х3) и Ь (у\  у2, у3),
зная метрические коэффициенты дц — (е ,,е ; ) базиса е3, е2, е3.

17. Найти длину вектора а ( х 3, х2, х3) в базисе с метрическими коэф
фициентами дц.



18. Найти косинусы углов а ь  а2, а3, которые вектор а ( г , , х2, х3) об
разует с базисными векторами е3, е2, ез, зная метрические коэф
фициенты gij этого базиса.

19. В а АВС  точка D  лежит на стороне ВС, а точка Е  лежит на про
должении стороны АС  за точку С, причем
13D : D C  = 1 : 2 ,  AC : СЕ  =  3 : 1 .  Найти координаты точки 
плоскости в системе координат А, АВ, АС, если известны ее коор
динаты х ' , у' в системе координат D , AD, DE.

20. Убедившись, что векторы 
a=7i-t-6j — 6k и b = 6 i + 2 j + 9 k
можно рассматривать как ребра куба, найти его третье ребро.

21. Найти длину высоты AD А АВС, если 
А В =  2 i —j  +  k, A C = 3 i —4j +  k.

22. Даны две точки А(1,2,3) и В (7,2,5). На прямой АВ найти такую 
точку М ,  чтобы точки В vi М  были расположены по разные стороны 
от точки А  и отрезок A M  был в два раза длиннее отрезка АВ.

23. На плоскости даны две прямоугольные системы координат О, е3, е2 
и О', е\, в'2. Начало второй системы координат имеет в первой си
стеме координаты ( 1; 3), а векторы e'j и е2 получаются из векторов 
ei, е2 соответственно поворотом на один и тот же угол в напра
влении кратчайшего поворота от в] к е2. Найти координаты точки 
в первой системе координат, если известны ее координаты х ' , у' во 
второй системе, считая угол <р равным:

1) 60°; 2) 135°; 3) 30°; 4) 180°.

24. Даны разложения векторов а и b по базису в ], е2, е3: 
а =  ахе 2 +  а^е2 +  ахе3,
b =  bxei +  bve2 +  Ьхе3.
Разложить вектор [а, Ь] по векторам: 
fi =  [e2,e3], f2 =  [e j,e j], f3 =  [еь е2].

25. Дан треугольник с вершинами в точках 
Л(4,2,5), В(0,7,2), С(0,2,7).
Вычислить длину его высоты BD.



1. В пространстве даны две прямоугольные системы координат 
О, еь е2, е 3 и O', e'j, е'2, е'3.
Точки О и О' различны, а концы векторов е, и е|, отложенных соот
ветственно из точек О и О1, совпадают (г =  1,2,3). Найти координа
ты точки пространства в первой системе координат, если известны 
ее координаты х ' , г/, г ' во второй системе.

2. В пространстве даны две прямоугольные системы координат 
О, 6i, е2, и О, e j , е2, вд.
Начало второй системы координат имеет в первой системе коорди
наты: (—1,3,5). Вектор e'j образует углы, равные 60°, с векторами
в] и е2 и острый угол с вектором ез. Вектор е2 компланарен с 
векторами ei и е2 и образует с вектором е2 острый угол. Тройки 
e i , e2,e3 и е ',,е2, е, одинаково ориентированы. Найти координа
ты точки пространства в первой системе координат, если известны 
ее координаты х', у', г' во второй системе.

3. В прямоугольном треугольнике А В С , длины катетов которого рав
ны АВ =  3 и ВС — 4, точка D  является основанием высоты, про
веденной из вершины прямого угла. Векторы в ], е2, e'j, е2 имеют 
длину 1, причем
е .ЦЯЛ  е2ТТВС, е 'П  AC, e '^ D B .
Найти координаты точки плоскости в системе координат В , еь  е2, 
если известны ее координаты х', у7 в системе D ,  e'j, е2.

4. Координаты x,y,z каждой точки пространства в первой системе 
координат выражаются через координаты х ', у' ,z' этой же точки 
во второй системе координат соотношениями:

х =  an xJ +  au i/ +  a^z1 -I- aj0, 
у = o2ix ' 4- 4- а2з z' 4- a2o,
z = &3\x' 4- o32y' 4- аз32' 4- азо.

1) Пусть первая система координат является прямоугольной. При 
каком необходимом и достаточном условии вторая система также 
является прямоугольной ?
2) При каком необходимом и достаточном условии ориентация ба
зисов первой и второй систем одинакова ?

5. В тетраэдре ABCD  точка М  — точка пересечения медиан грани 
BCD. Найти координаты точки пространства в системе координат 
А, АВ, AC, AD, если известны ее координаты x ',y ',z ' в системе 
М, M l),  М С , МА.



6. В треугольной призме АВСА\ В\ С\ точка М  — точка пересечения 
медиан грани А\В\С\. Найти координаты точки пространства в 
системе координат А, АВ, АС, АВ\, если известны ее координаты 
х',у ' , в  системе координат А%, А\В, А\С, А\М.

7. В трапеции ABCD  длины оснований ВС  и AD  относятся как 3 : 4, 
точка Е  является серединой основания AD, а продолжения боковых 
сторон пресекаются в точке F. Найти координаты точки плоскости 
в системе координат Е,ЕВ, ЕС, если известны ее координаты г',у” 
в системе координат F, FB, FC.

8. В трапеции ABCD  диагонали пересекаются в точке Е, а длины 
оснований ВС  и AD  относятся как 2 : 3. Найти координаты точки 
плоскости в системе координат А, АВ, AD, если известны ее коор
динаты х ',у ' в системе координат Е, ЕА, ЕВ.

9. Лан правильный шестиугольник ABCDEF. Найти координаты 
точки плоскости в системе координат А, АВ, AF\_ если известны 
ее координаты х' ,yf в системе координат С, СВ, СЕ.

10. В а А В С  точка D  лежит на стороне АС, а точка Е  —  на отрезке 
BD, причем AD : АС  = 1 :3 ,  BE  : E D  ~  2j 3._Найти координаты 
точки плоскости в системе координат А, АВ, AD, если известны ее 
координаты x',t/ в системе координат С, СВ, СЕ.

11. Выразить через метрические коэффициенты
9п — (e i,e i), дм — (ei,e2), у22 =  (е2,е2) базиса eb e2
длины базисных векторов, угол ш между ними и площадь S парал
лелограмма, построенного на векторах ei,e2.

12. Дан параллелепипед ABCDAi В\ С\ D i. Найти координаты точки 
пространства в системе координат А, АС, АВ\, АА\, если известны 
ее координаты х ',^ ,^  в системе координат Dly D\D, D\C\, D\B.

13. Координаты x, у каждой точки плоскости в первой системе коорди
нат выражаются через координаты х' ,\j этой же точки во второй 
системе координат соотношениями
X =  аи х' +  амУ1 +  Ою, у =  ап х' +  aMj/ +  а^-
Первая система координат является прямоугольной. При каком не
обходимом и достаточном условии вторая система также является 
прямоугольной ?

14. На плоскости даны две прямоугольные системы координат
О, еь  е2 и O', e'j, е'2. Начало второй системы координат имеет в 
первой системе координаты х0,Уо, а векторы е'3 и е2 получаются



из векторов ei и ез соответственно поворотом на один и тот же 
угол <р в направлении кратчайшего поворота от е3 к е2.
1) Найти координаты точки в первой системе координат, если из
вестны ее координаты х', у1 во второй системе.
2) Найти координаты точки во второй системе координат, если из
вестны ее координаты х, у в первой системе.
3) Найти координаты (-)О во второй системе координат.

15. В правильной шестиугольной пирамиде SABCDEF  с вершиной S 
точка М  является центром основания. Найти координаты точки 
пространства в системе координат А, АВ, AF, AS, если известны 
ее координаты х', у1, г ' в системе координат 5, SC, SD, SM.

16. Найти координаты точки в системе координат 

0(1,3,3), ei (3,3,1), е2 (3,5,2), е3(1,2,1)
в пространстве, если известны ее координаты х', у', г' в системе 
координат:
04-1,0,2), е '(1 ,-2,1), е'(4,2,1), e j(2 ,-l,3 ).

17. В параллелограмме ABCD  точка Е  лежит на диагонали BD, при
чем BE  : ED  = 1 :2 . Найти координаты точки плоскости в системе 
координат А, АВ, AD, если известны ее координаты х',у ' в системе 
координат Е, ЕС, ED.

18. В параллелограмме ABCD  точка Е  лежит на стороне ВС, а точка 
F  — на стороне АВ, причем B E : В С  =  1:4, B F : AF  =  2:5. Найти 
координаты точки плоскости в системе С, СЕ^ CD± если известны 
ее координаты х' ,х/ в системе координат Е, EF, ED.

19. Ланы четыре вектора
а (1,2,3), Ь (2 ,-2,1), с (4,0,3), d (16,10,18).
Найти вектор х , являющийся проекцией вектора d на плоскость, 
определяемую векторами а и Ь , при направлении проектирова
ния, параллельном вектору с .

20. Найти координаты вектора в базисе
ei(l,3,2), е 2(-1,1,0) ез(2,-1 ,1 ) в пространстве,
если известны его координаты а '],а2,аз в базисе 
e i(-l,0 ,2 ), е 2(1,1,1) е '(4 ,3 ,-1 ).

21. Найти координаты точки в системе координат 
0(2,-1), ei(l,5), е2(-1 ,4 ) на плоскости,
если известны ее координаты л', у1 в системе координат 
0'(3,2), « '(1 , -D , *2(4,2).



22. Найти координаты вектора в базисе ei(2,3), ej(3,4) на плоскости, 
если известны его координаты а\,а'2 в базисе e 7j(l, -1 ), е 2(2,— 3).

23. Доказать, что векторы а и b ортогональны тогда и только тогда, 
когда |а +  Ь| =  |а -  Ь|.

24. Координаты х, у, z каждой точки пространства в системе координат 
О, ej, ej, ез выражаются через координаты х^у7,^7 этой же точки 
в системе O', e7j, е2, е3 формулами
x =  x' +  y' +  z' -  1, у =  - х ' +  z7 +  3, z =  -х 7 -  у7 -  2.
1) Выразить координаты х7, у7, г7 через координаты х,у, г.
2) Найти координаты начала О и базисных векторов ei, ез, е3 пер
вой системы координат во второй системе.
3) Найти координаты начала О' и базисных векторов e7j, е72, е73 вто
рой системы в первой системе.

25. На плоскости даны два базиса е3, е3 и е7,, е2. Векторы второго 
базиса имеют в первом базисе координаты (—1,3) и (2 ,-7 ) соответ
ственно.
1) Найти координаты вектора в первом базисе, если известны его 
координаты а , , а'2 во втором базисе.
2) Найти координаты вектора во втором базисе, если известны его 
координаты a i,a 3  в первом базисе.
3) Найти координаты векторов ei, ег во втором базисе.

Задача №7 (25 вариантов’)

1. Точка М  делит отрезок АВ  в отношении Л. В каком отношении 
делит отрезок АВ  точка М ', симметричная точке М, относительно 
середины отрезка АВ.

2. Пусть точка С  делит направленный отрезок АВ в отношении А ф 1, 
точка D  делит тот же^отрезок в отношении -  А, а точка Е  является 
серединой отрезка CD.
1) Найти отношение, в котором точка Е  делит отрезок АВ.
2) Доказать, что при любом А / 1 точка Е  лежит вне отрезка АВ.

3. На прямой даны три точки. Точка С  делит направленный отрезок 
АВ  в отношении А ф 0. Найти отношение, в котором каждая из 
точек А, В, С  делит направленный отрезок, определяемый двумя 
другими.



4. Пусть
А Р  _  AQ _  P R  _
Р В ~  ' Q B ~ **’ R Q ~ V‘

Найти отношение, в котором точка Я делит отрезок АВ.

5. Пусть
А Р  AQ  . . .
ДВ =  Л' g s ' " -  ®  =  "

Найти отношение, в котором точка R  делит отрезок PQ.

6. Найти центр М и радиус г круга, вписанного в треугольник с вер
шинами (9,2), (0,20), (-15,-10). Система координат прямоуголь
ная.

7. Даны три последовательные вершины трапеции А (—1, —2), 5(1,3), 
(7(9,9). Найти четвертую вершину D  этой трапеции, точку М  пе
ресечения ее диагоналей и точку S пересечения боковых сторон, 
зная, что длина ее основания AD  равна 15. Система координат 
прямоугольная.

8. Найти координаты центра тяжести проволочного треугольника, 
длины сторон которого 3, 4 и 5, направляя ось абсцисс по мень
шему, а ось ординат по большему катету треугольника.

9. Доказать, что 4 -угольник ABCD  с вершинами:
А ( 1,2), 5 ( -3 ,1), С (—1,—5), D(3 ,-1 ) 
выпуклый. Система координат: общая декартова.

10. Проверить, что 4 -угольник ABCD  с вершинами:
Л(4,4), 5(5,7), (7(10,10), 5(12,4)
является выпуклым, и найти центр тяжести 4 -угольной однород
ной пластины с вершинами в точках А, В, С, D.

11. Даны две точки А(8, -6 ,7 ) и 5 (-2 0 ,15,10). Установить, пересекает 
ли прямая АВ  какую-нибудь из осей координат.

12. Три последовательные вершины трапеции находятся в точках: 
Д (-3 ,-2 ,—1), 5(1,2,3), С(9,6,4).
Найти четвертую вершину 5  этой трапеции, точку М  пересечения 
ее диагоналей и точку 5 пересечения боковых сторон, зная, что 
длина основания AD  равна 15. Система координат прямоугольная.

13. В трех точках А(7,3/2), 5(6,7) и (7(2,4) помещены массы, соот
ветственно равные 3,5, 2. Определить центр тяжести этой системы 
точек. Система координат: общая декартова.



14. Найти координаты центра тяжести однородного стержня, согнуто
го под прямым углом, если длины его частей О А =  2, О В  =  5, 
принимая за начало координат точку О, а за положительные на
правления осей О Х  и 0 Y  — соответствующие направления О А  и 
ОВ.

15. Ланы четыре точки:
Д (-3 ,5,15), 5(0,0,7), С(2, —1,4), 5(4, -3,0).
Установить, пересекаются ли прямые АВ  и CD  и, если пересека
ются, — найти точку их пересечения. Система координат —  общая 
декартова.

16. Ланы две вершины треугольника: А (—4,—1,2) и 5(3,5,—16). Найти 
третью вершину С, если середина стороны АС  лежит на оси ОУ, 
а середина стороны ВС  — на плоскости O X Z .  Система координат 
—  общая декартова.

17. Найти отношение, в котором плоскость O Y Z  делит отрезок АВ: 
А (2,—1,7) и 5 (4 ,5 ,-2 ). Система координат —  общая декартова.

18. Ланы вершины однородной треугольной пластинки:
А{хг ,ух), В {х2,уг), С{х3,у3).
Если соединить середины ее сторон, то образуется новая однород
ная треугольная пластинка. Доказать, что центры масс обеих пла
стинок совпадают.

19. Доказать, что центр тяжести системы трех материальных точек 
А, В, С  одинаковой массы совпадает с точкой пересечения медиан 
лАВС.

20. Доказать, что для любого конечного набора точек А\, А2, ... ,А п 
(в пространстве или на плоскости) найдется, и притом единствен
ная точка, такая, что
МАх +  МАх +  ■■■ +  М А „ =  ©.
Указать положение точки М  в следующих частных случаях:

1) Ах A j  А3 —  треугольник;
2) Ах А3 А3 А4 — пространственный или плоский 4-угольник;
3) Ах А3 ... А„ — правильный (плоский) п-угольник;

21. Пусть A B C D  — произвольный 4-угольник, K ,L ,M ,N  — центры тя
жести соответственно треугольников ABC, BCD, CDA  и DAB. 
Доказать, что прямые, соединяющие середины противоположных 
сторон 4-угольника ABCD, пересекаются в той же точке, что и пря
мые, соединяющие середины противоположных сторон 4-угольника 
K L M N .



22. Лве тройки векторов a j , а2,а3 и Ь ) ,Ь2,Ьз назьтаются взаимными, 
если (а ;,Ь ,) =  0 при г фз ,  (a i,b i) =  l.

1) Доказать, что для существования тройки Ьь  Ь2, Ь3, взаимной к 
a i, а2, а3, необходимо и достаточно, чтобы векторы а2, а2, а3 были 
не компланарны.
2) Выразить в этом случае векторы Ь3, Ь2, Ь3 через векторы 
аъ а2> а3.
3) Доказать, что если векторы аа, а2, а3 образуют базис, то век
торы взаимной тройки образуют базис той же ориентации (базис 
взаимный к базису а2, а2, а3).

23. Решить систему векторных уравнений в пространстве:
(х, а) = р, (х, b) =  q, (х,с) = s (векторы а , b , с не компланарны). 
Дать геометрическую интерпретацию решения.

24. Доказать тождество 
d ( a , b , c ) = a ( b , c , d )  +  b ( c , a , d )  +  c ( a , b , d ) .

25. Две тройки векторов ai ,a2,a3 и b i ,b2,b 3 называются взаимными, 
если (а;,Ь^-) =  0 при »' ф j  и (a*, bi) =  1.
Для тройки векторов: а](3,0,1), а2(—1,1,2), а3(1,2,1)
найти взаимную тройку.

Задача №8 (25 вариантов

Даны вершины пирамиды А, В, С, D . Вычислить:

a) площадь указанной грани;
b)  площадь сечения, проходящего через середину указанного ре
бра и две указанные вершины;
c) объем пирамиды.

1. Вершины: Д (-8 ,2 ,7 ), Д (3 ,-5,9), 6’ (2 ,4 ,-6 ), £>(4,6,-5 );
a) грань: A C D ;
b)  ребро и вершины: AD, В и С.

2. Вершины: А(7,4,2), В (-5 ,3 ,-9 ), С (1 ,-5 ,3 ), £>(7,-9,1);
a) грань: ABD-,
b)  ребро и вершины: BD, А и С.

3. Вершины: Л (-6 ,-3 ,-5 ) ,  В(5,1,7), С (3,5,-1 ), D (4,-2,9 );
a) грань: ACD\
b)  ребро и вершины: ВС, А  и D.



4. Вершины: А (-2 ,-5 ,-1 ),  5 (-6 ,-7 ,9 ), 5(4,-5,1), 5(2,1,4);
a) грань: BCD;
b)  ребро и вершины: ВС, А и 5.

5. Вершины: А(5,2,7), 5 (7 ,-6 ,-9 ), С (-7 ,-6 ,3 ), 5 (1 ,—5,2);
a) грань: А55;
b)  ребро и вершины: АВ, С  и 5.

6. Вершины: А (7 ,-1 ,-2 ), 5(1,7,8), С(3,7,9), 5 (-3 ,-5 ,2 );
a) грань: ACD;
b)  ребро и вершины: BD, А и С.

7. Вершины: А (-7 ,-8 ,-5 ),  5(5,1,-3), 5(8, -4,0), 5 (3,4,-7);
a) грань: BCD;
b) ребро и вершины: А5 , В к С.

8. Вершины: А(5,-4,4), 5 (-4 ,-6 ,5 ), 5(3,2,-7), 5 (6 ,2 ,-9 );
a) грань: А55;
b)  ребро и вершины: 5 5 , А и 5.

9. Вершины: А(5,3,6), 5 (-3 ,-4 ,4 ), 5(5,-6,8), 5 (4 ,0 ,-3 );
a) грань: 5 5 5 ;
b)  ребро и вершины: ВС, А и 5.

10. Вершины: А(-6,4,5), 5(5,-7,3), 5(4,2,-8), 5 (2 ,8 ,-3 );
a) грань: А55;
b)  ребро и вершины: А5, 5  и 5.

11. Вершины: А(5,2,4), 5 ( - 3,5,-7), 5(1,-5,8), 5 (9,-3,5);
a) грань: А55;
b)  ребро и вершины: 5 5 , А и 5.

12. Вершины: А (-4 ,-5 ,-3 ),  5(3,1,2), 5(5,7,-6), 5 (6 ,-1 ,5 );
a) грань: А55;
b)  ребро и вершины: 55 , А и 5.

13. Вершины: Л (-4 ,-7 ,-3 ),  5 ( - 4,-5,7), 5(2,-3,3), 5(3,2,1);
a) грань: BCD;
b)  ребро и вершины: ВС, А и 5.

14. Вершины: А(7,4,9), 5 (1 ,-2 ,-3 ), 5 (-5 ,-3 ,0 ), 5 (1,-3,4);
a) грань: А55 ;
b)  ребро и вершины: АВ, С  и 5.

15. Вершины: А (3 ,-5 ,-2 ), 5(-4,2,3), 5(1,5,7), 5 ( - 2,-4,5);
a) грань: А55;
b) ребро и вершины: 5 5 , А и С.



16. Вершины: А (-5 ,-4 ,-3 ),  J»(7,3 ,-1 ), (7(6,-2,0), £>(3,2,-7);
a)  грань: BCD;
b)  ребро и вершины: AD, В  и С.

17. Вершины: А (3 ,-2 ,6 ), В (-6 ,-2 ,3 ), <7(1,1,-4), £>(4,6,-7 );
a) грань: ABD;
b)  ребро и вершины: BD, А я С.

18. Вершины: А(7,5,8), В (-4 ,-5 ,3 ), <7(2, —3,5), £>(5,1,-4);
a) грань: BCD;
b) ребро и вершины: ВС, А  и £>.

19. Вершины: А (-4 ,6 ,3 ), В(3,~5,1), (7(2,6,-4 ),  £>(2,4,-5);
a) грань: ACD;
b)  ребро и вершины: AD, В  я  С.

20. Вершины: А(3,4,2), В ( - 2,3,-5), С (4 ,-3 ,6 ), £>(6,-5 ,3 );
a) грань: ABD;
b)  ребро и вершины: BD, А я С.

21. Вершины: А (—5 ,-3 ,—4), В(1,4,6), С(3,2 —2), £>(8,-2 ,4 );
a) грань: ACD;
b)  ребро и вершины: ВС, А  я D.

22. Вершины: А (2,4,1), В (-3 ,-2 ,4 ), (7 (3,5,-2), £>(4,2,-3);
a) грань: ABD;
b)  ребро и вершины: АС, В я D.

23. Вершины: А(1,3,1), В (-1,4 ,6 ), С (-2 ,-3 ,4 ), £>(3,4,-4);
a) грань: ACD;
b)  ребро и вершины: ВС, А  и £>.

24. Вершины: А (-7 ,-5 ,6 ), В (-2 ,5 ,-3 ), (7 (3,-2,4), £>(1,2,2);
a) грань: BCD;
b)  ребро и вершины: CD, А я  В.

25. Вершины: А (3 ,4,5), Я(1,2,1), С (-2 ,-3 ,6 ), £>(3 ,-6 ,-3);
a) грань: ACD;
b)  ребро и вершины: АВ, С я D.



Б и б л и о г р а ф и ч е с к и й  с п и с о к

1. Ко чин Н.Е. Векторное исчисление и начала тензорного исчи
сления. М.: Наука, 1965.

2. Моденов П.С., Пархоменко А.С. Сборник задач по аналитиче
ской геометрии. М.: Наука, 1976.

3. Гусятников П.Б., Резниченко С.В. Векторная алгебра в приме
рах и задачах. М.: Высшая школа, 1985.

4. Беклемишева Л.А., Петрович А.Ю., Чубаров И.А. Сборник 
задач по аналитической геометрии и линейной алгебре. М.: Наука, 
1987.



СОДЕРЖ АНИЕ

Предисловие .......................................................................................  3
Скалярные и векторные величины ....................................................  5

Равенство векторов ..........................................................................  7

Сложение в ек тор ов ..........................................................................  7

Противоположный вектор. Вычитание векторов .........................  8

Умножение вектора на ч и с л о ......................................................... 9

Коллинеарные в е к т о р ы ...................................................................... 10

Компланарные векторы. Разложение вектора на составляющие . 13

Проекция вектора .................................................................................18

Прямоугольные координаты вектора................................................. 19

Скалярное произведение векторов.....................................................22

Векторное произведение вектор ов .....................................................27

О природе векторов.............................................................................29

Векторно-скалярное произведение.....................................................30

Двойное векторное произведение .....................................................31

Примеры для устного решения............................................................33

Задачи повышенной т р у д н о с т и ........................................................ 35
Ответы к примерам для устного решения и задачам повышен
ной трудности .................................................................................... 36
Индивидуальные за д а н и я ...................................................................37

Библиографический с п и с о к ............................................................... 59


