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1. ТРАЕКТОРИИ ПОЛЕТОВ К ЛУНЕ

1.1. ДВИЖЕНИЕ ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА
В СИСТЕМЕ ЗЕМЛЯ-ЛУНА

Рассмотрим характеристики системы Земля—Луна (3—Л). 
Система 3—Л является двойной планетой в Солнечной системе 
ввиду значительных размеров Луны.

Примем идеализированную модель системы 3—Л (рис. 1.1): 
оба небесных тела считаем сферическими и их гравитацион

ные поля центральными ньютоновскими;
Земля и Луна движутся по круговым орбитам вокруг обще

го центра масс, а последний движется по круговой орбите во
круг Солнца.

Рис. 1.1. Летательный аппарат в систе
ме Земля—Луна: /—барицентр системы 

Земля—Луна
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Некоторые константы системы:
/?3 =  6371 км ,
Из =  3,98602- 105 км3 с 2 ,
У3 = 29,27 км/с,
ёз =  9,8203 м/с2 ,
А = 384400 км ,
%| =  —4670 км ,

ГП1/ГП2 =  81,45 ,

/?л =  1737 км ;
цл =  4 ,86-103 км3/с2 
Ул =  1,018 км/с ; 
ё л = 1,61 м/с2 ;
озл =  2,662- 10-6 1/с  
х2 = 379730 км ;
Тл  = 27,32 сут .

Рассмотрим движение летательного аппарата (ЛА) в систе
ме 3 —Л. „ _

Примем следующие допущения:
пренебрегаем влиянием массы ЛА на движение системы;
не учитываем факторы: возмущения от притяжения Солнца 

и других планет, сопротивление атмосферы Земли, силы давле
ния на ЛА солнечного излучения и метеорные возмущения.

Задача о движении ЛА в такой постановке называется огра
ниченной задачей трех тел.

Движение ЛА рассматривается относительно подвижной 
системы координат OXYZ, вращающейся с угловой скоростью 
со относительно барицентра О системы 3 —Л. Уравнение от
носительного движения ЛА имеет вид

=  С, +  С2 +  Р ^  + Р*и ,

где С1 =  —Цз-угг; С2 =  — Ц-л-^-р — гравитационные силы;
/ р

здесь

г = У \ х  — Х1) 2 +  у 2 +  22 ; р =  У  (х — х2 ) 2 +  у2 +  и2 ;

г =  г0 — й , р =  Го — й , Го =  У  X2 + у 2 + г 2 .

Силы инерции определяются по формулам
Р»н

е = — пг = ш (о2 Го — переносная сила инерции;

=  — « Н У / =  — 2 / и ( и Х К )  =  — 2пг 
I / к 

0 0 со 
х г/ 2

=  2 ш <лу1 —  2 /а со х/ — кориолисова сила инерции.

Уравнение движения ЛА в системе 3 —Л в векторном виде 
запишется как

й V ■уг (Го—й ) -----^ г ( й —й ) +  СО2 й + 2 с о  у1— 2 со х / .
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Уравнения движения в проекциях на подвижные оси при
мут вид

х =---- уг (х—х))-----(х—х2) + ы2х + 2 (0 у ;

У =-----уг У---- ¿г У + — 2 со х;

=____ _________ Цд 2
г3 ря

Перенося производные в левые части уравнений, получим

Найдем первый интеграл системы. Введем функцию коор
динат
И = -^- (х2 + г/2 + г2) + . (1.2)

Тогда уравнения движения примут вид
о . О и , о • ди .. <9(7х-2(ог/ = — ; // + 2сох=17-, 2 = -^.

Чтобы получить первый интеграл системы, умножим уравнения 
соответственно на 2х, 2у, 2 2 и сложим:

Отсюда получаем интеграл Якоби
4-(х2 + у2 + г2) = 2^- ; -А-(V2 - 2 ¿7) = 0 ;

V2 — 2 и= Н, (1.3)
где А — постоянная Якоби.

Проведем качественный анализ движения космического ап
парата (КА)'С помощью интеграла Якоби. Этот интеграл явля
ется аналогом интеграла энергии в ограниченной задаче двух 
тел V2 — — /г .

Однако между этими интегралами есть существенное разли
чие. Интеграл энергии выражает закон сохранения механиче
ской энергии. Интеграл Якоби выражает закон сохранения не
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которой комбинированной величины, учитывающей и механи
ческую энергию, и кинетический момент. Для доказательства 
интеграл Якоби приведем к инерциальной системе координат. 
Применим теорему о сложении скоростей
Уа = Уг + О X Го, Уг = V = Уа — Ы X Го;

2 У а (со X Го) + (О2 Гд2 ==V2 = (Уа — СО X Го)2 = Va
/\

— V а — 2 Va (О Го COS (V а, Ve ) + СО2 Гд2 — У o’ — 2 Kz СО СО2Го2 , 
/\

где = Var0cos (Va, Ve)—момент количества движения еди
ницы массы относительно OZ.

Относительная скорость выражается через абсолютную фор
мулой V2 = Ка2 — 2 Кг со + СО2 Г02 .
Подставляя V2 в интеграл Якоби, получаем

Va2 - - 2./G со = h ,

^инерц Az(i) — Л/2 , (1.4)

где Еинерц = ----- полная механическая энергия
единичной массы ЛА в инерциальной системе координат.

Таким образом, закон сохранения механической энергии 
не является справедливым для ЛА, движущегося в системе 
3—Л. Из этого следует возможность целенаправленного изме
нения механической энергии ЛА без включения двигателя. Ма
невр изменения механической энергии ЛА без двигателя в си
стеме двух-притягивающих тел называется пертурбационным 
маневром. ЛА может получить разгон, торможение или изме
нение плоскости движения за счет небесного тела при близком 
прохождении около него. При этом для системы трех масс 
т, гщ, т3 закон сохранения механической энергии, конечно, 
остается справедливым.

Таким образом, если источники гравитационного поля дви
жутся относительно инерциальной системы координат, то зако
ны сохранения механической энергии и момента количества 
движения не имеют места для КА.

Интеграл Якоби позволяет выяснить характер и свойства 
движения ЛА в системе 3—Л. Точки либрации являются точ
ками относительного равновесия ЛА, в которых при отсутствии 
возмущений КА может находиться неопределенно долго 
(рис. 1.2). В этих точках гравитационные силы 01 и С2 урав
новешены силами инерции 01 + <?2 + К<не = 0. В точках либ
рации ¿4 и Т5 обнаружены скопления материи, названные 
облаками Корделевского.
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Рис. 1.2. Точки либрации в системе Земля—Лупа

1.2. ПРИБЛИЖЕННАЯ МЕТОДИКА РАСЧЕТА 
ТРАЕКТОРИИ ПОЛЕТОВ К ЛУНЕ

Приближенная методика расчета траектории ЛА в системе 
двух тел основана на применении понятия сферы действия.

Область преобладающего гравитационного влияния па КА 
небесного тела /Пг, находящегося в гравитационном поле дру
гого более массивного тела 
Ш\, называется сферой дей
ствия тела пг2 (рис. 1.3).

Сферой действия Луны 
(по Лапласу) называется 
область пространства, вну
три которой возмущающее 
действие Земли в селено
центрическом движении ме
ньше действия Луны в гео
центрическом движении:

Рис. 1.3. Сфера действия лупы

( ^ Ч в Д Д  сц С  ( / ? 1 в /^ '| )  гц ! Р *  — А  ) 2 / 8 . (1.5)
Назовем траекториями сближения с Луной траектории, на

чинающиеся вблизи Земли и на первом витке вокруг Земли, 
входящие в сферу действия Луны.

Движение по траекториям сближения можно разбить на 
3 участка:

геоцентрическое движение к сфере действия Луны; 
селеноцентрическое движение в сфере действия Луны;

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 



геоцентрическое движение от сферы действия Луны.
Возмущение Луной первого и третьего участков практически 

несущественно. Возмущение Землей селеноцентрического уча
стка также несущественно.

Таким образом, ограниченная задача трех тел приближенно 
заменяется последовательным решением трех задач о невозму
щенном движении в поле центральной силы. Приближенная 
щенном движении в поле центральной силы. Приближенная 
траектория состоит из трех Кеплеровых траекторий, причем одна 
из них — селеноцентрическая — является относительной.

Г е о ц е н т р и ч е с к о е  д в и ж е н и е  к с ф е р е  д е й с т в и я  
Л уны . Расчет движения к сфере действия Луны (СДЛ) про
изводится по начальным данным гь  0 1 (ои), У). Рассматриваем 
траектории в плоскости орбиты Луны. Геоцентрическая траек
тория в зависимости от начальной скорости У 1 является кони
ческим сечением с фокусом в (рис. 1.4). Обычно принимают 
//, = 200 км, 0! =  0 (а, =  90°).

Рис. 1.4. Участки траекторий геоцентрического дви
жения: 1 — геоцентрическая траектория сближения 
с Луной; 2 — возвратная геоцентрическая траектория

Вычисляем последовательно;
1. Элементы геоцентрической орбиты с начальными усло

виями
р =  С 2/ ц 3 ; С — r¡ V isino íij 
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2. Угол истинной аномалии в намеченной точке входа в сфе
ру действия Луны

c o sü2 = 4 - ( ^ - - 1); г ^ А .  -

3. Скорость и угол а 2 в точке входа

1/22 _ 2 £ з =  У2 = ] / у,2 + 2 Цз ( ^ ----- 1-):
lz2 r2 sin а 2 =  Vi Г) sin «ь sin а 2 =  - ~/3s in tX |,

4. Время геоцентрического движения до точки входа в СДЛ 
для эллиптической и гиперболической орбит

а = р
ег -  I

5. Угол поворота Луны ф,2 =  ил h и момент старта к Луне 
Al =  Я— (Ф|2 — ф12 — Дф2).
С е л е н о ц е н т р и ч е с к о е  д в и ж е н и е .  С момента пересе
чения сферы действия Луны рассматриваем селеноцентрическое 
движение (рис. 1.5). Селеноцентрическая_скорость входа в СДЛ 
определяется из треугольника скоростей 7 /  =  У2 — Ул , 
откуда

У2' = у  (Ул cos Д ф2 —— V2 sin а 2)2 +  (У2 cos а 2 — Ул sin Д ср2)2

или приближенно (Д ф2 ~  0)
У2' = У  (7л — sin а 2)2 +  У2

2 cos2 а 2 .
Движение в сфере действия Луны является гиперболиче

ским:
7Л =  1,018 км/с, Спарр, = 1 / =  0,383 км/с, У2' >  Упарр».

' р*
Здесь У2'^ У о о — гиперболический избыток скорости на СДЛ. 

Рассмотрим две постановки задачи об облете Луны.
1. Задана прицельная дальность b (положение точки входа 

в СДЛ). Проводим вычисления в следующей последователь-
9

 
 

 

 
 

 

 

 



гиперболы

пости:
«=-$*; С = Г«2 + = 1/ /-2 •( Д: Г. = с-а.

2. Задано кратчайшее расстояние пролета гк. В этом слу
чае вычисления ведем по формулам
а = цл / V £; с = а + г -;

4 - - г,/ 1+44 - г.|/ 1 + ^.

Найдем элементы орбиты в плоскости движения 

е = 4г 1 + "^; р = а(е2-1).

Скорость в перицентре гиперболической орбиты определяет
ся из интеграла энергии 

1'.= 1/уа+4к̂
Характеристическая скорость импульсного перехода с гипер

болической траектории облета на круговую орбиту спутника
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Время движения в сфере действия Луны
= 2 (/3 — т) = —=( е — 1п (-£- + ;

^4-/тгг С05^ = т-(-^1)-
Поворот линии Земля—Луна за время селеноцентрического 

движения фгз = <о /гз- Поворот вектора скорости к моменту 
выхода из сферы действия равен 2 у, где

а а 1

1.3. КЛАССИФИКАЦИЯ ТРАЕКТОРИИ
СБЛИЖЕНИЯ С ЛУНОЙ

Траекториями сближения назовем траектории, которые на 
первом витке пересекают СДЛ (рис. 1.6) [2]. При запуске 
в сторону вращения Земли может быть пересечение с СДЛ на 
восходящем или нисходящем участке (классы траекторий В+ 
и Н+). Классы траекторий В+ и Н+ — энергетически более

Рис. 1.6. Классификация траекторий сближения 
с Луной
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выгодные траектории, так как используется скорость враще
ния Земли.

При запуске против вращения Земли получим классы В' 
и Н~. Наиболее употребительны траектории класса В+, так 
как перелет длится меньшее время.

Рассмотрим классификацию траекторий класса В+ в зависи
мости от положения точки входа в СДЛ на восходящем 
участке.

Пусть известна селеноцентрическая скорость входа . В за
висимости от положения точки входа все траектории можно 
разделить на 3 класса (рис. 1.7):

Рис. 1.7. Попадающие, облетные и долотные 
траектории

1. Траектории попадания в Луну, т. е. траектории, пересе
кающие поверхность Луны. Предельной попадающей траекто
рией является траектория, касающаяся поверхности Луны. 
Траектория прямого попадания вертикальна (класс Пв+).

2. Траектории облетные, при которых траектория относи
тельного движения замыкается вокруг Луны (класс Ов+).

3. Траектории долетные, при которых относительная траек
тория не охватывает Луну (класс Дв+).

Найдем положение точек входа, разделяющих эти три клас
са траекторий. Для этого достаточно найти положение точек 
входа для критических траекторий, касающихся поверхности 
Луны, по формуле
б = гл/1 + ^. (1.6)

| я ее

Полагаем = /?л, тогда Ькр = /Д|/ 1 + 2цл//?л У2К.
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Проведя через центр Луны линию, параллельную У2' = V00: 
получим точку входа О, соответствующую вертикальной траек
тории попадания в Луну. Проводя по обе стороны от этой линии 
на расстоянии Ькр две параллельных линии, получим на сфере 
действия точки 1 и 2, ограничивающие участок попадающие 
траекторий. Определяя точки касания 3 и 4, находим границы 
3 и 4 участков входа траекторий класса Ов+ и Дв+.

Облетным траекториям соответствуют углы поворота в СДЛ 
2 у по часовой стрелке, долетным — против часовой стрелки.

Для анализа и классификации траекторий сближения с Лу
ной удобно использовать приближенные планы выходных селе
ноцентрических (ВСЦ) и геоцентрических (ГЦ) скоростей, 
с помощью которых легко построить соответствующие годогра
фы выходных скоростей (рис. 1.8).

Рис. 1.8. Годографы выходных селено- и геоцент
рических скоростей: 1—годограф выходных селено
центрических скоростей; 2 — годограф выходных 

геоцентрических скоростей

При построении приближенных планов и годографов прини
мают А <р2 = А Фз = 0.

Легко выделить участки годографа ВСЦ скоростей, соот
ветствующие облетным и долетным траекториям. Траектории 
класса Ов+ делятся еще на два класса: восходящие после 
воздействия Луны Ов+ и нисходящие Ов+ (см. рис. 1.8).
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Две предельные траектории, ограничивающие класс попа
дающих траекторий, определяются по формуле

углах = ------я у-.— • (1-7)
/'лг оо

Долетные траектории, соответствующие окрестности точки 
входа 2, являются траекториями пертурбационного маневра 
разгона.

С помощью годографа выходных ГЦ скоростей легко опре
делить необходимый угол поворота 2 у, а следовательно, и 
или Ь для обеспечения траекторий возвращения в коридор 
входа Земли.

Аналогичный анализ можно провести и для траекторий клас
сов Н+, В-, Н~.



2. ПРИБЛИЖЕННАЯ МЕТОДИКА РАСЧЕТА 
МЕЖПЛАНЕТНЫХ ТРАЕКТОРИИ

2.1. МЕТОД КУСОЧ НО-КОН ИЧ ЕСКОИ АППРОКСИМАЦИИ

Солнечная система представляет собой группу небесных тел, 
состоящую из центральной звезды — Солнца, масса которой 
составляет свыше 99% массы системы, 9 планет с 42-мя откры
тыми к настоящему времени спутниками и множества других 
малых небесных тел (астероидов, комет и метеорных тел).

Все большие планеты, кроме Меркурия и Плутона, обра
щаются вокруг Солнца по эллиптическим орбитам против часо
вой стрелки, если наблюдать с северного полюса небесной сфе
ры, в плоскостях, близких к плоскости орбиты Земли (плос
кости эклиптики). Орбиты планет, кроме Меркурия и Плутона, 
близки к круговым. Основные характеристики Солнечной систе
мы приведены в табл. 2.1.

Таблица 2.1
Основные характеристики Солнечной системы

Планета

Накло
нение к 
плоско
сти эк
липтики

Эксцент
риситет 
орбиты

Боль
шая 

полуось 
орбиты, 

а. е.

Гравита
ционный 
параметр, 

км3/с2

Радиус 
сферы 

действия, 
млн. км

Средний 
радиус 
пла

неты, 
км

Меркурий 7° 0,2056 0,3871 2,165 10* 0,113 2385
Венера 3°24' 0,0068 0,7233 3,2423 105 0,616 6060
Земля 0 0,0168 1,0 3.9860 105 0,925 6371
Марс 1°51' 0,0933 1,524 4,2906 10* 0,578 3370
Юпитер 1°19' 0,0483 5,203 1,265 108 48,2 69775
Сатурн 2°30' 0,0559 9,555 3,788 107 54,6 57750
Уран 0°46' 0,0463 19,22 5,794 106 51,8 24115
Нептун 1°47' 0,0090 30,11 6,86 10° 87,0 22775
Плутон 17°9' 0,2486 39,52 3,312 105 37,6 6350
Солнце 1,3272 10“ — 69600
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В строгой постановке задача о движении космического ап
парата в Солнечной системе является ограниченной задачей 
(га + 1) тел, где га —общее число небесных тел (Солнце и пла
неты), которая может быть решена только численными 
методами.

Учитывая значительную удаленность планет от Солнца и 
относительно небольшие гравитирующие массы планет, замет
ное влияние которых на КА наблюдается только вблизи планет, 
рассмотрим приближенный метод расчета межпланетных траек
торий, основанный на использовании понятия сфер действия 
планет.

Приближенный метод расчета межпланетных траекторий, 
при котором решение ограниченной задачи многих тел заме
няется последовательным решением ограниченных задач двух 
тел, называется методом кусочно-конической аппроксимации. 
В соответствии с этим методом односторонний межпланетный 
перелет состоит из трех участков:

планетоцентрического движения ухода из сферы действия 
планеты старта;

гелиоцентрического движения между сферами действия 
планет;

планетоцентрического движения в сфере действия пла
неты назначения.

Для обеспечения перехода с опорной орбиты вокруг пла
неты старта на гелиоцентрическую орбиту, выполнения манев
ров на гелиоцентрической орбите и перехода с последней на 
орбиту относительно планеты назначения необходимы актив
ные участки полета. Поскольку длительности активных участ
ков при работе ракетных двигателей большой тяги являются 
пренебрежимо малыми по сравнению с временами пассивных 
участков полета, принимается, что скорость КА меняется им
пульсом в точках совершения маневров.

2,2. гелиоцентрический участок траектории

Расчет межпланетной траектории следует начинать с рас
чета траекторий гелиоцентрического участка. Именно гелио
центрический участок определяет потребные энергетические 
затраты на перелет, даты старта и продолжительность полета, 
обеспечивающие выполнение целевых задач полета.

При определении гелиоцентрической траектории КА будем 
считать, что сферы действия планет стянуты в точки, а их гра
витационные поля отсутствуют, поскольку радиусы сфер дей
ствия планет по отношению к расстояниям до Солнца малы. 
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В связи с необходимостью учета взаимного расположения пла
нет, их движения по эллиптическим орбитам, наклоненным 
к плоскости эклиптики, возникают трудности при расчете ге 
лиоцентрического участка. Решение задачи значительно упро
щается, если задаваться двумя независимыми параметрами: 
временем старта по геоцентрической орбите перелета и вре
менем полета Д до пересечения сферы действия планеты на
значения.

Пусть заданы время старта /1 со сферы действия Земли и 
прибытия к сфере действия планеты назначения /2 = Л + ¿п.
По астрономическому еже
годнику или по формулам оп
ределения средних элементов 
планет [5] определяются на
чальный rt (для Земли) и 
конечный г2 (для планеты на
значения) радиусы - векторы, 
определяющие точки пересе
чения траектории перелета 
с траекториями Земли и пла
неты (рис. 2.1).

Плоскость гелиоцентриче
ской орбиты перелета задает
ся радиусами-векторами п и 
г2, а угловая дальность пере
лета расчитывается по формуле 
COS Ф = Г] Г2/Г1 г2.

Рис. 2.1. Гелиоцентрический 
участок межпланетного пере
лета: 1 — орбита Земли; 2— 

орбита планеты назначения

(2.1)

Для определения траектории перелета КА необходимо ре
шить уравнение Ламберта [4], которое связывает время пере
лета, начальный и конечный гелиоцентрические радиусы с боль
шой полуосью орбиты перелета 

(2.2)

здесь
7 , Г] + С2 -Г d 1 о ( 1 ГI + Г2 — d \ / п о \e = arccos(l—----- --------), 6= arc cos (1--------- --------1. (2.3)

В формулах (2.2), (2.3) длина хорды эллиптической дуги 
между начальной и конечными точками перелета определяется 
по формуле
d = Vг{2 4- г22 — 2 п r2 cos Ф.

Решение трансцендентного уравнения Ламберта (2.2) Отно
сительно большой полуоси орбиты производится методом по
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следовательных приближений, при этом в качестве первого при
ближения для а принимается
^пип = (^"1 4" ^2 + г/) /4 . (2.4)

Уравнение Ламберта (2.2) справедливо при любом располо
жении точек 44! и М2 на орбите КА, однако для правильного 
выбора величин е и ó из корней уравнений (2.3) выполнено 
специальное исследование.

В табл. 2.2 приведены все возможные случаи перелета. В ней 
обозначены: М\ — точка старта КА, М2 — точка прилета КА, 
г —фокус эллиптической орбиты, в котором находится Солнце, 
/■'¡ — свободный фокус, е и ó — наименьшие положительные 
углы, удовлетворяющие условиям (2.3).

Для приведенного в табл. 2.2 случая 5, когда хорда прохо
дит через свободный фокус Fj, движение КА происходит по эл
липтической (граничной) орбите с минимально возможным 
o = am¡n, при этом tn — tn*. Случаи 1, 2 и 5 соответствуют встрече 
с планетой назначения на первом полувитке орбиты, а случаи 
3 и 4 — встрече на втором полувитке.

Понятие граничной орбиты используется для определения 
типа орбиты, если положение фокусов F и F¡ относительно 
заштрихованного сегмента заранее неизвестно. Для граничной 
орбиты из формулы (2.3) следует е = л, а — amin, а время пе
релета определяется по формуле Ламберта, имеющей вид

■
tn* = [л — (6 — sin 6) sign (sin Ф)]. (2.5)

V м
Если заданное время перелета удовлетворяет условию 

/п < 6Л то перелет происходит по орбите, у которой свободный 
фокус лежит вне заштрихованного сегмента (случаи 1 и 3). 
При известной угловой дальности Ф однозначно определяется 
необходимый случай. Если 1п > /п*, то из двух оставшихся слу
чаев перелета 2 и 4 по величине Ф определяется нужный.

После определения большой полуоси а находится фокаль
ный параметр орбиты р по формуле

r,r¡ sin2(Ф/2)

и sin2 —5—
(2.6)

где знак плюс берется для случаев 2 и 3. Затем из формулы 
(1.14) [7] определяется эксцентриситет орбиты гелиоцентриче
ского перелета

е = V 1---г • (2 7)
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Возможные случаи решения уравнения Ламберта

Таблица 2.2

Возможные 
случаи 

перелета
Схема перелета

Следует подста
вить в формуле 

Ламберта вместо

е 6

Сегмент не содержит
ни £, ни £1

Сегмент содержит толь
ко £ь но не £

Сегмент содержит 
только £

Сегмент содержит 
и £, и £]

Хорда проходит 
через £[
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Углы истинных аномалий От и O2, Соответствующие точкам 
старта Mi и прилета М2, находятся по формулам

От = arccos О2 = arccos Р~~Г2. (2.8)
Г 1 6 Г 2 &

Величина Ог определяется из условий
„ /к • a cos Ф cos О, — cos Лг тО2 —01 = Ф, sin 01 = ---------~ф------— . (2.9)

Аргумент перицентра ю = и\ — гД = п2— 02, где ы( и и2 
определяются по формуле [7, с. 25].

Время прохождения через перицентр т из условия t — ti и 
0 = 01 определится по формуле Кеплера (1.24) из пособия [7].

Итак, по двум положениям КА в момент старта и прилета 
найдены все шесть элементов орбиты КА на гелиоцентрическом 
участке перелета. По элементам орбиты по формулам (1.49) из 
пособия [7] определятся координаты и проекции скоростей 
в гелиоцентрической эклиптической системе координат в точках 
¿1 и t2. Следовательно, станут известными векторы орбиталь
ных скоростей КА Р, и в этих точках.

Зная векторы гелиоцентрических орбитальных скоростей КА, 
можно определить векторы скоростей КА относительно планет 
старта и назначения как разности векторов орбитальных ско
ростей КА и планет

К,-Уз = Рюо, V2r = V2 — Рпл = V2 =е , (2.10)
являющиеся гиперболическими избытками скоростей относи
тельно планеты старта Vi «> и планеты назначения У2оо.

Величины скоростей К10О и V2öo определят потребные энер
гии гиперболических траекторий КА на планетоцентрических 
участках полета:
/.’1 = V2ioo/2, /12=К22оо/2. (2.11)

2.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАТ СТАРТА И ПРИЛЕТА

Определим сначала периодичность интервалов полетов к пла
нетам. Для этой цели можно принять, что планеты движутся 
вокруг Солнца по круговым орбитам в плоскости эклиптики. 
Для такой модели Солнечной системы оптимальной межпла
нетной орбитой является эллипс Гомана, касательный к обеим 
круговым орбитам планет. Время перелета по дуге эллипса Го
мана равно полупериоду обращения КА по эллиптической 
орбите:

г _ л д3/2

К V ’
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Пусть для некоторого опорного момента времени t0 началь
ные положения планет относительно точки весеннего равноден
ствия характеризуются гелиоцентрическими долготами и л2 
(рис. 2.2). Начальное положение КА в момент старта- Лдц и 
положение планеты назначения в момент прилета по эллипсу 
Гомана Хмг определяются формулами
ЛДЦ = À] + (01 Л, ~f-M2 — Z2 + 0)2 ((1 + (пГ) , (2.12)
где coi и (о2 — средние угловые скорости планет, t} — время 
старта, отсчитываемое от момента t0.

Рис. 2.2. Перелет по эллипсу Романа

Приравнивая углы, обозначенные на рис. 2.2, получим 
Z1 + (01 ([ + Л = Х2 + 0)2 (^1 + ¿п) + 2 Л /I ,
откуда
. _ ^2—X, + (О2 — П 2лЛ
(Г =------------------------- 1-------- 1---------------------- г— (2-13)I (01 — 0)2 I | 1 — (,)2 |

Периодичность циклов оптимальных дат старта равна сино
дическому периоду обращения планеты Тснн, т. е. наименьшему 
промежутку времени, через который повторяется фиксирован
ная конфигурация планет (например, конфигурация, позволяю
щая реализовать гомановский перелет):

Т СИН
2 п

¡«01 — (02|
Г, Т2

\Т2-Т.\ (2.М)
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Здесь Т\ и Т2 сидерические периоды обращения двух планет 
(относительно звезд). В табл. 2.3 приведены синодические пе
риоды, время гомановского перелета и оптимальные даты 
старта с Земли к ближайшим планетам на начало 1962 года.

Таблица 2.3

Синодические периоды и оптимальные даты старта

Т СИН »
сут

Полет 'п.
сут,

(1>2, 
град/сут

м»
град

Х.2,
град 6

584 Земля-—Венера 146 1,6021 100° 19' 39° 19.8.1962
780 Земля-—Марс 259 0,5240 100° 19' 99° 4.11.1964
399 Земля-—Юпитер 995 0,0831 100° 19' 8.05.1962

Рассмотрим теперь возможность определения действитель
ных оптимальных дат старта с учетом некомпланарности орбит 
планет и орбиты перелета, которые несколько смещены от гома- 
новских. Для выбора оптимальных дат старта и времени пере
лета с учетом различных требований принимается некоторый 
диапазон возможных дат старта и времени перелета:
/,г — 60сут < <1 < ¿1Г + 60сут ,

/пг — ЗОсут ^ПГ “Ь ЗОсут «

В указанных диапазонах изменения /] и ¿п, задаваясь раз
личными их сочетаниями, выполняют массовые расчеты гелио
центрических траекторий в соответствии с п.2.2.

Результаты расчетов строят сначала в виде зависимостей 
У1ж, и Р2<м от даты старта /1 с параметром /п (рис. 2.3).

Даты старта

Рис. 2.3. Зависимость У, ж от даты
старта

Затем для удобства вы
бора опорных траекторий 
эти зависимости пере
страивают в виде изо- 
энергетических линий 
V1 00= const И V2 оо — const 
в системе координат и 
t2 и называют «ракови
нами изоэнергетических 
траекторий» полета к 
планете [3].

В качестве примера 
на рис. 2.4 показаны поля 
изоэнергетических линий
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И.6.62 17.62 1.8 62 t.3.62 tt.i0.62 /
jHainii старта ‘

Pile. 2.4. Изоэнергетические раковины

Ha Солнце

•хмля

траектории перелета 
к Венере
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Vi cv = const для сближения на первом и втором полувитках 
при перелете к Венере в 1962 г. На рис. 2.5 приведены проек
ции на плоскость эклиптики оптимальных траекторий перелета 
к Венере и условия подлета при сближении на первом или вто
ром полувитках. Видно, что на первом полувитке подлет к Ве
нере осуществляется с затененной стороны, и Венера видна 
в виде узкого серпа. Сближение на втором полувитке проис
ходит с солнечной стороны.

2.4. ГЕОЦЕНТРИЧЕСКАЯ ТРАЕКТОРИЯ ОТЛЕТА

Межпланетные траектории относительно планет старта и на
значения внутри их сфер действия являются гиперболическими, 
так как скорость отлета или сближения относительно планет 
значительно превосходит параболические скорости на границах 
сфер действия.

Вектор скорости отлета от Земли 71 «, определен при рас
чете гелиоцентрического участка траектории по формуле (2.10). 
Рассмотрим сначала положение скорости отлета 71 <*> относи
тельно инерциальной экваториальной геоцентрической системы 
координат. Имея в виду, что нам известны компоненты векто
ра 71«, в геоцентрической эклиптической системе, наклоненной 
под углом б к плоскости экватора, найдем компоненты вектора 
в экваториальной системе по матричной формуле 
[710о]эКВ==-^-,[71оо]эКЛ, (2.15)
где £ •— матрица перехода от эклиптической к экваториальной
системе координат

1 0 0
L = 0 COS 6 — sin 8

0 sin е — COS Б
По компонентам вектора [71 -Ькв = [7<х х, у, 7^г]‘ оп

ределим его склонение бда и прямое восхождение ос ю по оче
видным из рис. 2.6 формулам

Sin 6 00= ---- 2~< боо

г! *^оо — г > COS ОС да — _ —, О С ОС до < 2 Л .

k V + Viy

Определим элементы гиперболической геоцентрической тра
ектории отлета в следующей последовательности.

1. Действительную полуось определим из константы инте
грала энергии как

а — (2.16)



Рис. 2.6. Определение гиперболического избытка 
скорости отлета в экваториальной системе координат

2. Будем полагать, что переход с круговой опорной орбиты 
радиуса г0 производится компланарно импульсом в перицентре 
гиперболы отлета. Это обеспечит минимальные энергетические 
затраты отлета. Скорость в перицентре гиперболы опреде
лим через гиперболический избыток скорости отлета с по
мощью интеграла энергии:

= Уг.0=У^- + У{ОО , (2.17)
г0 '

Фокальный параметр определим через константу интеграла 
площадей как

о = — = *° 0 . (2.18)И и
Теперь вычисляем эксцентриситет е = р/г0—1.
3. Наклонение гиперболической орбиты отлета при компла

нарном тангенциальном старте совпадает с наклонением опор
ной круговой орбиты и обычно известно. Заметим, что накло
нение орбиты должно удовлетворять условию Z > 6^ . В про
тивном случае нельзя провести плоскость через У1оо и центр 
планеты. При ¿>8^ существует две плоскости, которые про
ходят через вектор 71о0 и центр Земли, отличающиеся между 
собой положением восходящего узла на 180°.

4. По известному наклонению из прямоугольного сфериче
ского треугольника (рис. 2.7) определяем аргумент широты 
вектора Pi ю:
sin 6 об __ sin и ао

sin / 1
sill IL = Sin б go 

sin i
(2.19)
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Рис. 2.7. Определение угла восходящего узла в сфере 
действия Земли

Долготу восходящего узла находим, проектируя гиперболиче
ский избыток скорости отлета на геоцентрические эквато
риальные оси координат:

оо * = ^loo (cos и 00 C0S ' S*-1 Uoo C0S г s¡n И) ,

V oo y = VÍQO (C0S Uoo s‘n & + si l u oo COS Z cos &) >

откуда
. ~ ,, Vooy COS H oo — Vco.v sin «ce cos í

sin Q = V, „----------- ——yl----------------------
oo .r ' со y

„ . . l'oo Г COS U 00 + V oc v sin foc cos i
COS Q = V^i oo j/2 i I/ 2

co.r oo У

5. Определим аргумент перицентра
= uoo — oo . ftoo = arc cos(— y-) 

(2.20)

O < Q < 2 crt .

(2.21)

и аргумент широты конца активного участка при переходе с кру
говой опорной орбиты импульсом на гиперболическую орбиту 
отлета ик — ш. Принимаем, что старт происходит в перигее 
гиперболической орбиты. По этой же причине т = 0.

Найдем широту конца активного участка, которая привязы
вает точку старта к поверхности Земли. Из сферического тре
угольника (см. рис. 2.7) следует 
sin фк = sin ик sin i — sin w sin i.
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Наконец, найдем характеристическую скорость запуска 
с круговой опорной орбиты на гиперболическую орбиту отлета, 
а следовательно, на геоцентрическую орбиту межпланетного 
перелета по формуле 
дуотл= ^0_Укр=]/2±з. + у2оо_|/_^ . (2.23)

2.5. ПЛАНЕТОЦЕНТРИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 
В СФЕРЕ действия планеты назначения

Вектор относительной скорости подлета к планете У2оо опре
делен при расчете гелиоцентрической траектории перелета. 
Выбор положения вектора У2оо относительно центра планеты 
назначения зависит от цели полета. Могут быть поставлены 
следующие задачи:

1. Прямая посадка на планету без перехода на орбиту спут
ника. В этом случае КА должен войти в коридор входа, что 
обеспечивает захват атмосферой КА и посадку.

2. Облет планеты на заданном расстоянии от поверхности 
по траекториям облетного или долетного типа (см. п. 1.3), на
пример, для фотографирования поверхности или для ретрансля
ции сигналов на Землю со спускаемого на поверхность планеты 
аппарата.

3. Переход на орбиту спутника планеты или маневр изме
нения орбиты около планеты.

4. Использование гравитационного поля планеты для совер
шения пертурбационного маневра.

При изучении планетоцентрического движения вводится 
понятие картинной плоскости, которая проведена через центр 
планеты перпендикулярно вектору гиперболического избытка 
скорости Р200 или асимптоте гиперболической орбиты.

Движение КА удобно рассматривать в планетоцентрической 
системе координат О£т]£ (рис. 2.8,а). Ось О £ направлена па
раллельно вектору Р2оо, т. е. перпендикулярно картинной 
плоскости, оси О; и О г) лежат в картинной плоскости и оп
ределяются единичными векторами 
„О _ У2 д еО _
П “¡гХХГгооГ 6

П° X У2 „о
1Й°Х Р2оо|

(2.24)

где гс — радиус-вектор планеты в момент прилета.
Координаты £ и ц характеризуют отклоненця траектории 

от попадающей в центр планеты. Расстояние в плоскостки О £ ц 
от точки пересечения асимптоты гиперболы (вектора 
с картинной плоскостью до начала координат является при
цельной дальностью.
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Рис. 2.8. Планетоцентрическое движение вблизи планеты назначения: а — 
картинная плоскость; б —■ плоскость планетоцептрической орбиты

Определим параметры планетоцентрической траектории 
(рис. 2.8,6). Положение плоскости орбиты в пространстве отно
сительно системы координат О£т]£ определится из очевидных 
выражений
' =  у - .  8 т й  =  - у - , С 0 5 ( ) = у .  / ; = ] / ■  Е2 +  Т]2 .

Аргумент шпроты радиуса-вектора на бесконечности

Действительная полуось орбиты и эксцентриситет соответст
венно

Истинная аномалия на бесконечности

СОЗ . - - у  л .

Долгота перицентра орбиты относительно картинной плоскости 
(о и .

В качестве примера выбора точки прицеливания в картин
ной плоскости рассмотрим задачу фотографирования поверх
ности планеты. С целью увеличения продолжительности фото- 
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графирования с пролетной траектории необходимо, чтобы КА 
пролетал над освещенной частью планеты в течение макси
мально возможного промежутка времени. Это условие выпол
няется в том случае, если плоскость орбиты перпендикулярна 
терминатору планеты, т. е. плоскость орбиты совпадает с пло
скостью О £ £. При заданном минимальном расстоянии пролета 
в перицентре гг определяется положение аппарата в картин
ной плоскости на бесконечном удалении от планеты:

(2.25)

Условие прохождения вектора У2;й через заданную точку 
в картинной плоскости (см. рис. 2.8,а) обеспечивается коррек
цией гелиоцентрической траектории.

В качестве второго примера рассмотрим определение харак
теристической скорости торможения при переходе спутника 
планеты на круговую орбиту с заданным радиусом г0 — гп. Не
обходимая прицельная дальность определяется по формуле 
(2.25). Потребный импульс скорости при переходе с гипербо
лической орбиты на круговую в районе перицентра пролета 
орбиты определяется по формуле

А Уторм — У тс ---- Укр (2.26)
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