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ВВЕДЕНИЕ 

Волновые явления представлены в современном мире практи-

чески повсеместно. Начиная с того, что сама жизнь на Земле суще-

ствует благодаря поглощению оптического изучения, идущего от 

Солнца. Развитие общества и взаимодействие между людьми обя-

зано передаче информации посредством звуковых волн, а совре-

менная цифрововизация не была бы возможна без развития теории 

радиоволн и обработки электромагнитных сигналов. По этой при-

чине вполне очевидным является тот факт, что теория волн с го-

дами выделилась в отдельную дисциплину. На данный момент ис-

следования в этой области ориентированы на сбор данных 

наблюдений, модификацию или создание новых математических 

моделей и формулировку общих принципов поведения волн раз-

личной природы. 

Для того, чтобы сформировать у читателя базовое представ-

ление об актуальных математических моделях и методах их анали-

за, в рамках данного учебное пособия отдельное внимание уделя-

ется развернутой демонстрации применения, описанных подходов. 

Верификация полученных аналитических результатов проводится 

путем численного решения задач с помощью расчетов в среде 

Wolfram Mathematica. 

В связи с тем, что основной областью научных интересов ав-

торов является физика космической и солнечной плазмы, отдель-

ное внимание уделяется вопросам, касающихся магнитогазодина-

мических (МГД) волн. При этом важно отметить, что такие среды, 

как межзвездный газ и солнечная корона, являются термически 

активными. Это значит, что волны могут вступить в обратную 

связь со средой, что может выразиться в усилении или дополни-
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тельном затухании волн. По этой причине авторы также рассмат-

ривают вопросы теории устойчивости МГД волн в плазме и опи-

сывают их поведение как в линейном режиме, так и на нелинейной 

стадии. Данное учебно-методическое пособие вдохновленно посо-

бием И.П. Завершинского и Е.Я. Когана «Теория колебаний и 

волн». В рамках данного пособия авторы постарались продемон-

стрировать наиболее значимые и хорошо изученные модели тео-

рии волн, а также продемонстрировать, как данные подходы могут 

быть применены на практике на примере актуальных научных за-

дач МГД – сейсмологии. 

Книга поделена на следующие разделы. В первой главе огово-

рены базовые модели и понятия теории волн, описан переход от 

дискретных сред к непрерывным, введена классификация волновых 

процессов и приведены примеры из различных областей физики. 

Отдельное внимание уделено вопросам теории устойчивости волн в 

термически активной плазме. Во второй главе оговариваются базо-

вые методы описания бегущих и стоячих волн в однородных средах. 

Так, например, авторы демонстриуют влияние граничных условий 

на динамику волн в корональной петле, моделируемой плоским 

магнитным слоем. В третьей главе оговорено влияние неоднородно-

сти на динамику волн на примере сред со слабой или периодиче-

ской неоднородностью. В четвертой главе кратко описаны базовые 

подходы теории нелинейных волн. В качестве основного примера 

разобран процесс формирования слабых ударных волн в термически 

активной космической плазме. В пятой главе оговорены различные 

процессы нелинейного взаимодействия волн. В заключительной 

главе авторы рассматривают автомодельные волны.  

Список литературы, дополняющий материалы, представлен-

ные в рамках данного учебно-методического пособия, состоит из 

основной [1-20], дополнительной [21-87] и справочной литературы 

[88-117]. 



 

 

7 

ГЛАВА 1 ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Определений волны существует великое множество. Здесь бу-

дет использоваться следующее определение, связывающее волно-

вые процессы с колебательными. 

Волновой процесс – это колебательный процесс в системе, со-

стоящей из большого числа элементов [1-3].  

В теории колебаний обычно имеют дело с конечным числом 

элементов системы, включающих один или несколько осциллято-

ров. Естественным является вопрос: а как будет выглядеть модель, 

характеризующая колебательный процесс в дискретной среде с 

конечным, но большим количеством элементов 1N  и в непре-

рывной среде с бесконечным количеством элементов N ? 

1.1 Колебания в цепочках 

Для ответа на поставленный вопрос рассмотрим несколько 

примеров из различных разделов физики, где мы опишем колеба-

тельный процесс в дискретных средах с конечным, но большим 

количеством элементов 1N  (цепочках), а затем совершим пре-

дельный переход N . 

Пример 1. Маятники, связанные пружинами. 

Рассмотрим цепочку шариков массой m , связанных пружи-

нами жесткостью k  (см. рисунок 1), пренебрегая трением шариков 

о подложку [2]. Тогда для n – го шарика с координатой nan   из 

2-го закона Ньютона в пределе упругих деформаций пружин, опи-

сывающихся законом Гука, получаем: 

     11112

2

2  


nnnnnnn
n kkk

dt

d
m .  (1.1.1) 
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Рисунок 1. Модель системы маятников связанных пружинами 

Частное решение уравнения (1.1.1) будем искать в виде 

 iqnatiCn  exp . Подставив это соотношение в уравнение 

(1.1.1), получим, сокращая на константу C : 

 aniqtiiqnatianiqtiiqnati eeekem )1()1(2 2    .  (1.1.2) 

Тогда окончательно имеем соотношение, связывающее часто-

ту колебаний шарика с параметрами среды – расстоянием между 

шариками а  и количеством   элементов среды, вовлеченных в 

процесс связанных колебаний 1~  q : 

 

    

   

   .
2

sin
4

cos12

2

expexp
12

exp(exp2

2

2

qa

m

k
qa

m

k

iqaiqa

m

k

iqaiqa
m
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  (1.1.3) 

В пределе отсутствия связей 00  aqa  отсюда по-

лучается собственная частота колебаний шарика на пружине. 
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Пример 2. Цепочки связанных RLC – контуров. Емкостная 

связь. 

Рассмотрим линию, состоящую из большого числа связанных 

через конденсаторы RLC – контуров [2, 65] (см. рисунок 2). При-

менив к n -му контуру второе правило Кирхгофа и первые правила 

к )1( n -му и n -му узлам, получим: 

 

.

,

,0

1

1
1

1














n
n

n

n
n

n

nnn
n

I
dt

dq
I

I
dt

dq
I

C

q

C

q

dt

dI
LRI

  (1.1.4) 

 

 

Рисунок 2. Модель цепочки связанных RLC – контуров. Емкостная связь 

Дифференцируем первое уравнение, используя законы сохра-

нения заряда в узлах. В результате приходим к уравнению: 
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  (1.1.5) 

Окончательно, деля на L , имеем: 

 0
2 11

2

2




 

LC

III

dt

dI

L

R

dt

Id nnnnn .  (1.1.6) 
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Уравнение (1.1.6) отличается от (1.1.1) только вторым слагае-

мым, которое учитывает потери энергии на Джоулев нагрев, не 

принимаемые во внимание при выводе уравнения (1.1.1). 

1.2 Предельный переход к волновому процессу 

Уравнения (1.1.1), (1.1.6) допускают весьма прозрачный пере-

ход к непрерывному пределу. Характерный размер отдельной 

ячейки равен a . Будем считать количество   элементов среды, 

вовлеченных в процесс связанных колебаний (пространственный 

масштаб движений), в цепочке много большим а . Тогда можно 

записать следующие соотношения: 

 

  ....
),(

!2

1),(
),(,)(

),,()(

...,
),(

!2

1),(
),(,)(

2

2

2

1

2

2

2

1





























a
x

txI
a

x

txI
txItaxItI

txItI

a
x

txI
a

x

txI
txItaxItI

n

n

n

  (1.2.1) 

Подставляя эти соотношения в (1.1.6), получим уравнение, 

приведенное к одной произвольной точке пространства х : 
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Это уравнение при 0R  называют уравнением Клейна-

Гордона, а при 0R , 1
2

2
2 




x
a  – волновым уравнением: 
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Число параметров системы, позволяющих определить ее со-

стояние, бесконечно, поскольку, чтобы рассчитать изменения па-

раметров приведенных задач, в начальный момент надо задать не 

две константы, как для простейшей колебательной системы, а две 

функции – )0,(xI  и 
0



tt

I
, определенные для бесконечно большо-

го числа значений x . Таким образом, волновые процессы описы-

ваются распределенными системами, то есть дифференциальными 

уравнениями в частных производных!  

1.3 Классификация волновых процессов 

Классификация волновых процессов несколько отличается от 

классификации колебательных процессов. Единым, пожалуй, яв-

ляется деление волн на линейные и нелинейные. Волны называют 

линейными, если они описываются линейными уравнениями, и 

нелинейными, если они описываются нелинейными уравнениями. 

Часть отличий в классификации являются формальными, по-

являющимися в силу переноса центра тяжести при описании вол-

нового процесса с отдельного элемента на саму среду (при пре-

дельном переходе, описанном в параграфе 1.2, свойства 

отдельного элемента нивелируются). 

В самом деле, волновой процесс может происходить в отсут-

ствие внешних воздействий, а может и в их присутствии. При 

этом, однако, не принято говорить о волнах свободных и вынуж-

денных. Это, как мы увидим ниже, прежде всего связано с метода-

ми решения уравнений, описывающих соответствующие волновые 

процессы. Также не говорят о волнах консервативных и диссипа-

тивных, а говорят о волнах в консервативных и диссипативных 

средах. 
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Следующий критерий, по которому принято классифициро-

вать волновые процессы, также связан со свойствами среды, точ-

нее, с наличием у среды границ (более точно, с характером взаи-

модействия волны с границей), но не имеет аналога в 

колебательных системах. Волны в безграничных средах или в 

ограниченных средах с полностью поглощающими границами 

называют бегущими, а в ограниченных – стоячими. 

 

Рисунок 3. Пример продольных и поперечных волн 

Последние два критерия уже специфичны именно для волн. 

Если изменения параметров, характеризующих волновой процесс, 

происходят в направлении движения волны, то такие волны назы-

вают продольными, а если в направлении, перпендикулярном 

направлению движения волны, то поперечными (см. рисунок 3), 

Наконец, последний критерий связан с формой поверхности, на 

которой фаза волны постоянна – фронта волны. Говорят, что волна 

плоская, если фронт – плоскость, сферическая, если сфера и т.д., 

(см. рисунок 4). 
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Кроме того, у нелинейных волн существует своя специфиче-

ская классификация, связанная с характером взаимодействия волн, 

но она будет рассмотрена ниже в соответствующем разделе. 

 

 
Рисунок 4. Формы фронтов (а) плоской, (б) цилиндрической,  

(в) сферической волны 

1.4 Примеры волновых процессов 

1.4.1 Продольные волны в стержнях 

Такие волны могут быть возбуждены ударом молотка по од-

ному из торцов упругого стержня [1]. Возмущение, распространя-

ющееся вдоль стержня, визуально незаметно, однако основные 

закономерности такого волнового процесса можно смоделировать, 

если вместо стержня использовать длинную пружину с большим 

диаметром витков (см. рисунок 5). Если эту пружину подвесить 

горизонтально на нескольких нитях и резко ударить ладонью по 

левому торцу, то по ней побежит импульс сжатия с некоторой ско-

ростью. Добежав до правого конца пружины, он отразится, при 

этом, если конец закреплен, то отраженный импульс будет также 

импульсом сжатия. Если правый конец свободен, то отраженный 

импульс будет импульсом растяжения. Он возникает в момент 

смещения вправо свободного конца пружины, когда до него добе-

жит импульс сжатия (см. рисунок 5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) ( 6) ( в) 
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Рисунок 5. Модель распространения упругих волн в стрежнях 

Рассмотрим теперь распространение импульсов сжатия и рас-

тяжения в стержне. Мысленно разобьем стержень на ряд элемен-

тов длиной x  каждый.  

При распространении продольной волны концы каждого эле-

мента, отмеченные на рисунке 5 сплошными линиями, будут сме-

щены в новые положения, отмеченные пунктиром. Эти смещения 

s  будем считать положительными, если они происходят в поло-

жительном направлении оси x , и отрицательными – в противопо-

ложном случае.  

Пусть левый конец некоторого элемента, имеющий координа-

ту х, сместился в данный момент времени на расстояние ),( txs , а 

правый конец – на ),( txxs  . Деформация растяжения (сжатия) 

определяется относительным удлинением элемента x : 

x

s

dx

txstdxxs
tx









),(),(
),( . В отличие от поперечной волны, 

при растяжении (сжатии) уменьшается (увеличивается) плотность 
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среды  . Ее можно представить в виде   0 , 0  . С 

учетом постоянства массы деформируемого элемента x  можем 

записать: 

       1)],(,( 000 txstdxxsdxdx .  (1.4.1) 

Раскрывая скобки и пренебрегая малой величиной второго 

порядка    , находим:  0/ . Спустя некоторое время по-

сле удара по торцу стержня (или после резкого оттягивания этого 

торца) распределение смещений деформаций и возмущений плот-

ности   в бегущих импульсах сжатия и растяжения будут иметь 

вид, показанный на рисунке 6. Пунктиром показаны распределе-

ния всех величин в один из последующих моментов времени. 

Уравнение волны, бегущей вдоль оси x , в обоих случаях имеет 

вид деформация xs  , и колебательная скорость tsv   

элемента связаны соотношением 

 
t

s

x

s












1
,     Stxtdxx

t

s
Sdx nn ,,

2

2

0  



.  (1.4.2) 

 

 

Рисунок 6. Распространение импульса сжатия и импульса растяжения 
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Чтобы преобразовать (1.4.2) к волновому уравнению, 

необходимо связать напряжения n  деформациями элементов 

стержня (см. рисунок 7). Наиболее просто это можно сделать для 

тонкого стержня. Если стержень тонкий, то деформации и 

напряжения вдоль координаты х связаны законом Гука: 

 
dxx

n

x

n
x

s
Etdxx

x

s
Etx









 ),(;),(  .  (1.4.3) 

где E  – модуль Юнга. Подставляя (1.4.3) в (1.4.2) и производя 

деление на xS0 , получаем волновое уравнение: 

 0
2

2

2

2











x

sE

t

s


.  (1.4.4) 

 

 

Рисунок 7. Деформация в стрежне 

1.4.2 Электромагнитные волны 

Электромагнитные волны (см. рисунок 8) описываются си-

стемой уравнений Максвелла [15]  
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Рисунок 8. Электромагнитная волна 

Будем рассматривать систему (1.4.5) в среде, где отсутствуют 

свободные заряды 0  и токи 0j


. Продифференцируем, 

например, четвертое уравнение системы (1.4.5) по времени и 

учтем третье уравнение этой системы: 

  
2

2

2

2 11

t

H

c
Hc

t

H

ct

E





















.  (1.4.6) 

Воспользовавшись вторым уравнением системы (1.4.5), имеем 

окончательно для напряженности магнитного поля: 

 02
2

2

2





H

c

t

H 



.  (1.4.7) 

Аналогично получаем уравнение для напряженности электри-

ческого поля: 

 02
2

2

2





E

c

t

E 



.  (1.4.8) 

1.4.3 Акустические волны 

Исходными уравнениями для описания звуковых волн явля-

ются уравнения Навье-Стокса [16, 17, 62, 75]: 

   0v 
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,  (1.4.9) 
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.
v

3

2vvv

vv




























































k

i
ik

i

k

k

i

k

i

V

xxxx
T

t

T
T

t

T
C










  (1.4.12) 

Будем полагать коэффициенты вязкости и теплопроводности 

величинами первого порядка малости и разыскивать решение 

(1.4.9) – (1.4.12) в виде:   0 , ТТТ  0 , РРР  0 , 

vv 


, где А : 1~ 1  A . Оставляя только слагаемые первого 

порядка малости, получим: 
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Из последнего уравнения этой системы следует связь: 

  
0000

'
1

''1'
















 





 V

VP

V C

CC

CT

T
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Подставляя это соотношение в третье уравнение, получим: 
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где su  – скорость звука. После подстановки последнего соотно-

шения во второе уравнение, имеем: 
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Применим к первому уравнению оператор 


1
0su , а второе 

продифференцируем по времени, а затем вычтем первое уравнение 

из второго. В результате получаем: 

 0v
v 22

2

2










Su
t

.  (1.4.17) 

1.4.4 МГД-волны в плазме с неадиабатическим нагревом 

и охлаждением 

Исследуемая среда представляет собой квазинейтральную и 

полностью ионизованную плазму, в каждой точке которой на по-

ступательные степени свободы частиц действует обобщённый ис-

точник тепловыделения, мощность которого зависит от плотности 

и температуры произвольным образом. Рассматриваемая среда 

считается однородной и находящейся под действием однородного 

внешнего магнитного поля. Магнитная и диэлектрическая прони-

цаемость плазмы считаются равными 1. Кроме того, среда счита-

ется неподвижной, а влияние гравитационных эффектов не учиты-

вается. Без учета диссипативных слагаемых, исходная система 

магнитогазодинамических уравнений, описывающая динамику 

МГД-волн в идеально проводящей одножидкостной плазме, запи-

сывается следующим образом [79]: 
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,  (1.4.18) 
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 ),(),(),( TQTLT   ,  (1.4.23) 

 
m

Tk
P B 
 .  (1.4.24) 

Система уравнений (1.4.17) – (1.4.24) записана в абсолютной 

системе единиц СГС. В уравнениях (1.4.17) – (1.4.24) PT ,,  – это, 

соответственно, плотность, температура и давление в плазменной 

среде, a BV,  – это, соответственно, вектора скорости и магнитного 

поля. Здесь также используются стандартные обозначения: Bk  для 

постоянной Больцмана и VC  – для высокочастотной теплоемкости 

при постоянном объеме. Величина т  – эффективная масса части-

цы плазмы.  

Уравнения магнитной газодинамики, как и обычной газоди-

намики, справедливы только при малом числе Кнудсена, то есть, 

когда средняя длина пробега частиц плазмы значительно меньше 

характерного размера поля течения (длины волны – для волновых 

процессов). Кроме того, для применимости магнитогазодинамиче-

ского приближения необходимо, чтобы длина волны была много 

больше ларморовского радиуса вращения заряженных частиц 

плазмы. Только в этом случае плазму можно рассматривать как 

непрерывную среду, испытывающую влияние магнитного поля. 

Иначе будет необходимо учитывать дискретность частиц, их взаи-

модействия и движение в магнитном поле. 

Рассмотрим линейное уравнение, описывающее возмущения 

бесконечно малой амплитуды в среде. Согласно стандартной ме-

тодике теории возмущений, подставим в систему уравнений 

(1.4.17) – (1.4.24) решение в виде: 
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 1001010 ,,,, PPPTTT  101 BBBVV .  (1.4.25) 

Нижним нулевым индексом обозначено невозмущенное со-

стояние газа, нижний цифровой индекс обозначает порядок мало-

сти возмущения, т.е. 
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После подстановки и исключения величин выше первого по-

рядка малости, исходная система уравнений (1.4.17) – (1.4.24) 

принимает следующий вид: 
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После ряда преобразований система уравнений (1.4.27) –

(1.4.32) может быть сведена к искомому линейному уравнению, 

относительно возмущения вектора скорости 1V : 
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  (1.4.33) 

Без учета влияния источника тепловыделения данное уравне-

ние сводится к классическому виду [81]: 
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.  (1.4.34) 

Для того, чтобы получить дисперсионные уравнения для 

МГД-мод, которые могут существовать в среде, преобразуем 

уравнение (1.4.33) к матричному представлению.  

Для этого подставим в уравнение (1.4.33) решение в виде гар-

монической волны   )exp(, krVrV 11 itit   , где 1V  – амплитуда 

возмущения вектора скорости 1V , k  – волновой вектор и r  – ра-

диус-вектор к положению возмущения в пространстве. В этом 

случае производные в уравнении (1.4.33) могут быть заменены 

следующим образом it  , ki . 

С помощью преобразования векторных и скалярных произве-

дений уравнение (1.4.33) сводится к следующему операторному 

выражению: 

 0· 1VD ,  (1.4.35) 
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  (1.4.36) 
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В уравнении (1.4.36) были использованы обозначения для 

единичных векторов по направлению вектора магнитного поля 

00 B0BB 


 и по направлению волнового вектора kkk 


. Вели-

чина 0B  – это абсолютное значение длины вектора индукции маг-

нитного поля, а величина 1  представляет собой единичную мат-

рицу. Кроме того, было использовано выражение для скорости 

альфвеновских волн. 
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ca  .    (1.4.37) 

Конкретизируем систему координат и направления векторов в 

ней. Исследование волн проводилось в декартовой системе коор-

динат x, y, z. Считалось, что волны распространяются вдоль оси z, 

а вектор однородного внешнего магнитного поля находится в 

плоскости x, z, т.е.  
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,sincos0

zk

xzB






 
  (1.4.38) 

где   – это угол наклона между вектором магнитного поля и осью 

z, zx


,  – единичные вектора. Схематическое представление гео-

метрии задачи представлено на рисунке 9. 

 

Рисунок 9. Схематическое представление геометрии задачи 
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Для принятого представления векторов уравнения (1.4.35), 

(1.4.36) преобразуются к следующему матричному представлению: 
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Элементы полученной матрицы имеют следующий вид   
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  (1.4.40) 

Уравнение (1.4.39) описывает три типа магнитогазодинамиче-

ских волн, бегущих вправо и влево вдоль оси z: поперечные маг-

нитогазодинамические волны (альфвеновские волны), быстрые и 

медленные магнитогазодинамические волны (магнитоакустиче-

ские волны). 

Альфвеновские волны являются строго поперечными волна-

ми, которые распространяются вдоль магнитного поля без возму-

щения плотности. Впервые эти волны были предсказаны и описа-

ны Х. Альфвеном [82].  

Альфвеновские волны в плазме характеризуется не равным 

нулю возмущением поперечной компоненты 01 yV  и равными 

нулю компонентами скорости 011  zx VV . Подстановка указан-

ных компонент в выражение (1.4.39) позволяет определить закон 

их дисперсии в следующем виде 

 0cos22

2

2
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.  (1.4.41) 
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Согласно уравнению (1.4.41) фазовая скорость альфвеновских 

волн, движущихся в положительном и отрицательном направле-

нии, определяется следующим образом: 

 


cosac
k

 .  (1.4.42) 

Как можно видеть из уравнения (1.4.42), альфвеновские волны 

являются сильно анизотропными. В направлении вектора магнит-

ного поля они распространяются со скоростью (1.4.37), в то время 

как поперек магнитного поля они вовсе не распространяются. 

В быстрых и медленных магнитогазодинамических волнах 

равна нулю поперечная компонента 01 yV , а компоненты xV1 , 

zV1  могут быть не равными нулю. Поэтому в общем случае эти 

волны не являются ни чисто поперечными, ни чисто продольными 

[83]. В этом случае из уравнения (1.4.39) следует соотношение  
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.  (1.4.43) 

Из условия равенства нулю детерминанта (1.4.43) может быть 

найден закон дисперсии для быстрых и медленных магнитогазо-

динамических волн в следующей форме: 
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Данное уравнение имеет два корня относительно 22 k . Эти 

два корня соответствуют быстрым (знак “+”) и медленным (знак  

“-”) магнитогазодинамическим волнам, бегущим в положительном 

и отрицательном направлении оси z: 
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Здесь 
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В уравнении (1.4.46) используются следующие выражения для 

низкочастотных теплоемкостей при постоянном объеме 0VC  и дав-

лении 0PC  и высокочастотной теплоемкости при постоянном дав-

лении PC : 
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где  
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  (1.4.48) 

Кроме того, введено характерное время нагрева/охлаждения 

среды:  
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  .  (1.4.49) 

Если исключить влияние процессов тепловыделения или рас-

сматривать строго высокочастотные волны  10  , то ком-

плексный член (1.4.46) в уравнениях (1.4.44), (1.4.45) принимает 

вид 22~
 сс , и описанные законы дисперсии совпадают с обще-

принятыми выражениями для равновесных МГД сред [81, 84]. 
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В приближении слабого усиления/затухания на длине волны 

   kk ImRe   мы определим частотную зависимость фазовой 

скорости магнитогазодинамических волн в следующей форме: 
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  (1.4.50) 

Здесь и далее по тексту индексы f, s обозначают быстре и 

медленные МГД волны соответственно.  

Наличие обобщенного источника тепловыделения отражается 

на скорости магнитогазодинамическими возмущений аналогично 

тому, как это было бы для чисто акустических волн. А именно, в 

высокочастотном диапазоне  10   скорость как медленных, 

так и быстрых магнитогазодинамических возмущений будет опре-

деляться классическим для равновесных сред образом 

  sfsf сc ,1, 0   , в то время как в низкочастотном диапазоне 

 10   скорость магнитогазодинамических волн будет опреде-

ляться влиянием неадиабатических процессов нагрева и охлажде-

ния   sfsf cc ,01, 0
 . Данные скорости легко могут быть найдены 

из (1.4.50) в соответствующем пределе. 
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1.4.5 Гравитационно-капиллярные волны 

Многие из нас наблюдали за поверхностью моря или реки, по 

которой перекатываются волны. Порождаемые ветром, они рас-

пространяются затем за счет сил тяжести и поверхностного натя-

жения. Такие волны называются гравитационно-капиллярными 

[62, 77]. С учетом лапласовского давления и добавки к гидроста-

тическому давлению gz , обусловленной волновым движением 

поверхности, имеем: 
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Полагая движение потенциальным, положим 

 v .  (1.4.55) 

Подставим (1.4.55) в (1.4.54): 
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где   – коэффициент поверхностного натяжения жидкости, Здесь 

мы обозначили буквой  , координату точек поверхности жидко-

сти z . Система координат выбрана так, чтобы ось z  была направ-

лена вертикально вверх, а плоскость xy  совпадала с невозмущен-

ной поверхностью жидкости. Отсюда после однократного 

интегрирования имеем: 
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.  (1.4.57) 

Продифференцируем уравнение поверхности по времени, ис-

пользуя правило дифференцирования сложной функции и соотно-

шения между   и zyx ,, , следующие из (1.4.55): 
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Применяя соотношение (1.4.57) к точкам поверхности, полу-

чим окончательно самосогласованную систему уравнений: 
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  (1.4.59) 

где 0Р  – давление на ее поверхности. Систему следует дополнить 

граничным условием у дна: 
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.  (1.4.60) 

Если амплитуда возмущения мала, систему (1.4.59) можно ли-

неаризовать. В результате получим: 
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Продифференцировав первое уравнение системы по z , второе 

по t , и сложив: 
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.  (1.4.62) 

Уравнение (1.4.62) описывает волновой процесс, модель кото-

рого не сводится ни к волновому уравнению, ни к уравнению 

Клейна-Гордона. 

Частицы воды совершают в них движение по круговым и эл-

липтическим траекториям ("вверх – вниз" и "вперед – назад" одно-

временно), поэтому такие волны нельзя отнести ни к продольным, 

ни к поперечным. 
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ГЛАВА 2 БЕГУЩИЕ ВОЛНЫ. СТОЯЧИЕ ВОЛНЫ 

2.1 Волновое уравнение 

Как следует из приведенных выше примеров, большое коли-

чество волновых процессов описывается волновым уравнением 

или близкими к нему уравнениями, например, уравнением  

Клейна-Гордона. 

Вначале рассмотрим простейший и наиболее распространен-

ный случай, когда волновой процесс малой амплитуды описывает-

ся волновым уравнением. Волновое уравнение относится к классу 

гиперболических уравнений в частных производных [112-117]. 

Рассмотрим вначале волновое уравнение с источником: 

  trfc
t

,v
v 22

2

2 






.  (2.1.1) 

С этим уравнением связывают два возможных типа задач, о кото-

рых пойдет речь далее. Однако отметим, что для целого ряда за-

дач, например, поиска дисперсионного соотношения, вообще не 

нужно решать одну из стандартных задач для уравнений в частных 

производных (начальную, смешанную или граничную), а доста-

точно найти общее решение уравнения (2.2.11) в виде 

)exp( rkitiCv


  . 

2.2 Неограниченные среды. Задача Коши. Параметры волны 

Первым классом возможных задач является начальная задача 

или задача Коши. Задача Коши, очевидно, ставится для систем, 

определенных в неограниченной области. При этом уравнение 

(2.1.1) должно быть дополнено двумя условиями: 
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Задачи этого типа решаются методом интегральных преобра-

зований (Фурье или Лапласа для задач, не обладающих симметри-

ей, Фурье-Бесселя для цилиндрически симметричных задач и т. д.). 

Решение задачи (2.1.1) – (2.2.1) имеет различный вид для про-

странств разной размерности [112-117]. 

В одномерной среде решение дается формулой  Аламбера 
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Способ получения соотношения (2.2.2) при 0f  будет продемон-

стрирован ниже при решении уравнения Клейна-Гордона, частным 

случаем которого является уравнение (2.1.1). 

В двумерной среде решение дается формулой Пуассона: 
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  (2.2.3) 
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В трехмерной среде решение дается формулой Кирхгофа: 
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  (2.2.4) 

Эти решения ассоциируют с бегущими волнами [1-3, 17].  

Если волновой процесс представляет собой суперпозицию от-

дельных гармонических сигналов, для описания такого процесса 

удобно использовать такую его характеристику, как спектр волны.  

Спектр волн в безграничных средах может быть как дискрет-

ным, так и непрерывным. Какой из видов спектра реализуется в 

линейной задаче, полностью определяется спектральным составом 

начальных условий и внешнего источника. Если их спектр дискре-

тен, то и спектр волны дискретен, а если непрерывен, то непреры-

вен и спектр волны. При графическом отображении спектра волны 

в случае дискретного спектра по оси абсцисс указывают частоты 

колебаний n  или волновые числа nk  или их номера n, а по оси 

ординат указывают квадраты их Фурье-амплитуд 2
та , в случае не-

прерывного спектра по оси абсцисс указывают частоты колебаний 

  или волновые числа k , а по оси ординат указывают квадраты 

Фурье-образов их амплитуд )(2 kа  или )(2 а  (см. рис. 10). 
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Рисунок 10. Спектр волнового пакета, представляющего собой 

суперпозицию четырех первых гармоник, 

 а) и волнового пакета )()( 22 хеxpхх   

2.2.1 Волновое уравнение.  

Гармоническое начальное возмущение 

Большинство параметров волны удобно определить для так 

называемых монохроматических волн, формирующихся при гар-

монических начальных возмущениях. Пусть, например, в одно-

мерном случае АSinkxх )(0 , BSinkxх )(1 . Тогда 
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  (2.2.5) 

Это решение, очевидно, описывает пару волн, бегущих в противо-

положных направлениях оси x. Для того чтобы выделить волну, 

бегущую в одном направлении, например, вправо, следует поло-

жить 𝑎 =  0. Тогда )(sin  ctxkbv . 
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Поверхность постоянной фазы волны, здесь constctx   , 

называют фронтом волны, см. рис. 4 и 8. Продифференцируем это 

соотношение: 

  
dt

dx
cc

dt

dx
constctx

dt

d
 0 .  (2.2.6) 

Скорость движения фронта волны с  называют фазовой ско-

ростью волны. Минимальное расстояние k 2  между точка-

ми, колеблющимися в одинаковой фазе, называют длиной волны, 

см. рис. 8. Частота волны равна kc . Частота связана с перио-

дом волны стандартным соотношением 2T . Величину k  

называют волновым числом. В соответствии с этими определения-

ми уравнение бегущей волны переписывается в стандартной фор-

ме  )sin   tkxbv , а фазовая скорость волны равна: 

 
k

vPH


 .  (2.2.7) 

Отметим также, что из соотношения (2.2.5) следует, что связь 

между частотой и волновым вектором можно получить непосред-

ственно из уравнения (2.1.1), разыскивая его решение при 0f  в 

виде  tirkivtrv 


exp),( 0 , откуда следует соотношение: 

 0222  kс


 .  (2.2.8) 

Соотношение между   и k


 для волн малой амплитуды назы-

вают дисперсионным соотношением [1-3, 17]. 

Для волн, описываемых волновым уравнением, это соотноше-

ние имеет вид линейной связи kс


 , т.е. фазовая скорость та-

ких волн постоянна и равна с  для волн бегущих вправо и с для 

волн, бегущих влево. 
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2.2.2 Уравнение Клейна-Гордона. Группы волн. Дисперсия 

Снова рассмотрим волновой процесс в одномерной среде.  

Будем рассматривать волны, описываемые уравнением  

Клейна-Гордона: 
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 .  (2.2.9) 

 

 

Рисунок 11. Дисперсионное соотношение для волн а), описываемых 

уравнением Клейна-Гордона, (1) и волновым уравнением, (2). Скорости 

волн, б): фазовая, (3) и групповая, (4) для уравнения Клейна-Гордона  

и фазовая и групповая, (5) волнового уравнения 

 

Дисперсионное соотношение для этого уравнения уже не яв-

ляется линейным, а их фазовая скорость не постоянна, а является 

функцией волнового числа (см. рисунок  11) k : 
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 .  (2.2.10) 

Задачу Коши для этого уравнения снова будем решать с 

начальными условиями: 
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Решать задачу (2.2.9) – (2.2.11) будем методом интегральных 

преобразований, здесь – используя преобразование Фурье [107, 

113, 114]. Решение ищем в виде: 
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Подставляя (2.2.12) в (2.2.9) и (2.2.11), получим ОДУ: 
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с начальными условиями 
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Его решение, удовлетворяющее этим условиям, получается в 

результате следующей цепочки действий: 
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  (2.2.15) 

Подставим это решение в (2.2.12), тогда получим: 
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  (2.2.16) 
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Для дальнейшего преобразования полученного соотношения вос-

пользуемся известным соотношением для цилиндрических функ-

ций [110, 111, 117]:  
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  (2.2.17) 

Таким образом: 
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  (2.2.18) 
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Заметим, что 
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  (2.2.19) 

Сопоставляя это равенство с выражением для  txU ,2 , получим 

соотношение: 
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 (2.2.20) 

Соединяя результаты, получаем: 
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В частности, при 00  отсюда следует формула дАламбера, т.к. 

1)0(0 I , 0)0(1 I . Последнее соотношение можно представить в 

виде: 
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  (2.2.22) 

где 
2

21
0

kk
k


 . Из этого выражения следует, что оно может быть 

представлено в виде 
     tvxFetxU GR

tkxkii


 00),(


 при условии: 
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где величину 

0kk

GR
dk

d
v






 называют выражением для групповой 

скорости волны [1-3, 17]. Таким образом, понятие групповой ско-

рости имеет ограниченную область применимости. Легко видеть, 
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что в области применимости этой характеристики между группо-

вой и фазовой скоростью волны существует соотношение  

 
d

dv
v

dk

dv
vv PH

PH
PH

PHGR  .  (2.2.24) 

Фазовая и групповая скорости совпадают только в средах с линей-

ным законом дисперсии – недиспергирующих средах, рис.  11б. 

2.2.3 Энергия и импульс волн 

Рассмотрим снова уравнение Клейна-Гордона и умножим его 
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  (2.2.25) 

Рассмотрим далее волновой пакет (узкополосная группа 

волн), медленно меняющийся в пространстве и времени 

   cosaU . Тогда получаем [1, 2]: 
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  (2.2.26) 

Первое слагаемое в приведенном уравнении представляет собой 

производную по времени от плотности энергии волны, а второе – 

производную по координате от плотности потока энергии волны. 
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.  (2.2.27) 
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Это соотношение можно переписать в несколько другом виде.  

Так как 
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 (2.2.28) 

то (2.2.29) принимает вид: 
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x
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t

GR .  (2.2.29) 

Это уравнение и его трехмерное обобщение справедливы не 

только для одномерного уравнения Клейна-Гордона, но и в общем 

случае [2]. 

2.3 Конечный отрезок. Одномерный случай. Стоячие волны 

Основным методом решения задач с постоянными коэффици-

ентами на конечном отрезке является метод Фурье (метод разде-

ления переменных) [112-117]. Здесь будет проиллюстрировано его 

применение для решения некоторых задач. Напомним суть метода. 

Сначала ищутся решения вида )()(),( tTxXtxv  , например, урав-

нения (2.3.1) при граничных условиях (2.3.2). После этого решение 

задачи (2.3.1) – (2.3.3) ищется в виде суперпозиций полученных 

решений вида )()(),( tTxXtxv nnn  . Оказывается, что суперпозиция 

всегда может быть подобрана так, чтобы удовлетворялись началь-

ные условия (2.3.3). Граничные условия и само волновое уравне-

ние удовлетворяются автоматически, поскольку каждое слагаемое 

суперпозиции им удовлетворяет. 
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В рамках данного курса мы будем интересоваться уравнения-

ми, допускающими волновые решения. Простейшим из них явля-

ется волновое уравнение. Задача для волнового уравнения для од-

номерной среды: 

 0
v

2

2
2

2

2











x

v
c

t
  (2.3.1) 

или уравнения Клейна-Гордона в общем случае ставится при сле-

дующих начальных и граничных условиях: 
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1. Вначале рассмотрим задачу (2.1.1) – (2.2.1) в отсутствие ис-

точника   0, txf  и при тривиальных условиях 0321   , 

0321   , 0Ф : 
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Для решения этой задачи и задач данного типа используется 

метод Фурье (метод разделения переменных) [112-117]. Решение 

задачи (2.3.1), (2.3.3) ищем в виде )()(),( tTxXtxv  . Подставляя 

это соотношение в (2.3.1), получаем: 
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44 

Две функции разных переменных могут быть равны друг дру-

гу тогда и только тогда, когда они одновременно равны одной и 

той же константе: 
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Граничные условия, очевидно, преобразуются к виду: 

0)()(
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x
xXtT , 0)()( 

Lx
xXtT ,  0)0( X , 0)( lX .  (2.3.6) 

Таким образом, для пространственной части задачи мы при-

ходим к задаче Штурма-Лиувилля [114, 115]. Общее решение про-

странственного уравнения системы (2.3.5) имеет вид: 
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Отсюда:  k
L

k
kL ,

2

22
 . 

Удобно при решении данной задачи искать нормированное 

пространственное решение, пользуясь условием: 

.
2

1sin

1sin1)(
1

0

2
2

0

2
2

0

2

L
b

L

kx
d

L

kx

k

L

L

b

dx
L

kx

L

b
dxxX

L

k

LL
















  (2.3.8) 

Решение временной части системы (2.3.5) при этом принимает 

вид:  
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Тогда функция  
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является решением системы (2.3.1), (2.3.3) при любых ка , кb  (от-

метим, что в силу произвольности этих констант, нормировочный 

множитель пространственного решения здесь снят). Очевидно, что 

общее решение системы (2.3.1), (2.3.3) представляет собой супер-

позицию решений (2.3.10): 
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Рисунок 12. Эволюция решения в виде стоячей волны: 

 а) для первой(фундаментальной) моды(гармоники); б) для второй моды 

Решение (2.3.11) следует еще удовлетворить начальным усло-

виям. Тогда получаем: 
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Умножим последние соотношения на 
L

nx
sin  и проинтегри-

руем полученные соотношения от 0 до L . Отсюда получаем вы-

ражения для констант nа , nb : 
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  (2.3.14) 

Решение (2.3.11) ассоциируют с так называемыми стоячими 

волнами, а отдельные слагаемые в (2.3.11), соответствующие зна-

чениям ,...3,2,1k , называют модами. На рис. 12 показаны первая 

1k и вторая моды колебаний при 2k . Пусть, например, 
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 (эта задача соответствует возбужде-

нию -й акустической моды слева между двумя бесконечно вы-

сокими плоскими стенками). Тогда 
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2. Рассмотрим ту же задачу при граничных условиях [113]. 
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Применение метода разделения переменных снова приводит 

нас к системе (2.3.5), но с граничными условиями вида: 

m
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Снова для пространственной части задачи мы приходим к за-

даче Штурма-Лиувилля. Применение условий (2.3.17) дает 
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  (2.3.19) 

Отсюда получаем трансцендентное уравнение для определе-

ния собственных значений задачи к :  

 44 0cossin   LtgLL .  (2.3.20) 

Отсюда 
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 ,  (2.3.21) 

а функция 

      xctbctatxv kkkkkk  coscossin),(    (2.3.22) 

является решением системы (2.3.16), (2.3.17) при любых ка , кb . 

Очевидно, что общее решение системы (2.3.16), (2.3.17) представ-

ляет собой суперпозицию решений (2.3.22): 
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Решение (2.3.23) следует удовлетворить начальным условиям. 

Тогда получаем:  
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  (2.3.24) 

Умножим последние соотношения на  xkcos  и проинте-

грируем полученные соотношения от 0 до L . Отсюда получаем 

выражения для nа , nb : 
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  (2.3.25) 

Определение вида стоячих волн при более сложных гранич-

ных условиях производится аналогичными методами. 
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3. Рассмотрим задачу о вынужденных колебаниях струны с 

закрепленными концами в среде без сопротивления, к которой с 

момента 0t  приложена непрерывно распределенная сила с ли-

нейной плотностью txФtxФ sin)(),(   [113]. 

В соответствии с вышесказанным имеется смешанная задача: 
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   0,0 ts ;   0, tls ;   00, xs ; 0
0






tx

s
.  (2.3.27) 

Известно [113, 117], что решение неоднородной задачи вида: 
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следует проводить таким образом: 

- функция   разлагается в ряд Фурье  
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ищется частное решение уравнения (2.3.26) в виде 
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nn tixuu  , удовлетворяющее граничным условиям 

(2.3.27); 

- путем подстановки этих рядов в (2.3.26) получается ОДУ  

вида: 

nnnn
nn

nn xauui
dx
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dx
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cu  )(2

2

2
22  ,  (2.3.29) 

для которого решается задача Штурма-Лиувилля и находятся 

функции nu . 

При решении задачи (2.1.1) – (2.2.1) будем рассматривать два 

случая: 

Случай А. Частота внешней силы не совпадает ни с одной из 

собственных частот однородной задачи Lnc /  . 
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Будем искать частное решение (2.3.26), (2.3.27) в виде 

  txStxs sin)(,  . Подставим это выражение в (2.3.26), (2.3.27), 

тогда получим: 
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где 0T – натяжение струны. Решение задачи (2.3.30) имеет вид 

[113]: 
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  (2.3.31) 

Случай Б: Частота внешней силы совпадает с собственными 

частотами 
L

mc
  .  

Введем функцию 
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где 
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ортогональную 
L

mx
sin  на отрезке Lх 0 , и перепишем 

(2.3.26) в виде: 
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В силу линейности задачи можно представить функцию s  в 

виде   ),(,),( txwtxvtxs   и разделить уравнение (2.3.34) на два: 
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Общее решение уравнения (2.3.36) имеет вид [98]: 
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.  (2.3.37) 

Частное решение уравнения (2.3.35) будем искать в виде 
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sin)(,  , удовлетворяющем условиям (2.3.27) при лю-

бых )(tT . Подставляя это выражение в (2.3.34) и имея в виду, что 

Lnc  , получаем: 
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Окончательно получаем: 
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2.4 Многомерные задачи. Волноводы и резонаторы 

Задачи о распространении волн в волноводах (прежде всего, 

электромагнитных и акустических) представляют собой примеры 

волновых процессов в многомерных ограниченных и частично 

ограниченных системах. 

1. Распространение электромагнитных волн Е – типа в круг-

лом волноводе с идеально проводящими стенками [15, 17]. 
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Волновод представляет собой полость (трубу) неограничен-

ной длины. Вдоль одной из осей (для определенности – z ) воз-

можно распространение бегущих волн, в поперечном направлении 

волна является стоячей, причем в общем случае волны в волноводе 

не являются поперечными. Волны, у которых 0zЕ , 0zH , 

называют волнами электрического типа ( Е –волнами), а волны с 

0zH , 0zЕ  – волнами магнитного типа ( H –волнами). Типы 

волн, которые могут распространяться в волноводе, определяются 

путем решения уравнений: 
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  (2.4.1) 

с соответствующими граничными и начальными условиями. 

Будем решать задачу (2.4.1) методом Фурье, положив 

  tzkiyxtrE z  exp),(),(


,   tzkiyxtrH z  exp),(),(


. В 

результате система (2.4.1) сводится к граничной задаче: 
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Положив  0zЕ , 0zH , из      (2.4.2), (2.4.3) получим: 

.0;0
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22

222





YYXX

ZZYYXX




   (2.4.4) 

Система (2.4.4) должна быть дополнена граничным условием 

для тангенциальной составляющей электрического поля на стенке 

волновода: 

   0 Sz ,  (2.4.5) 
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где S  – уравнение поверхности стенки. Нетрудно видеть, что для 

определения компонент электрического и магнитного поля доста-

точно одного из уравнений системы (2.4.4): 

 02  ZZ  .  (2.4.6) 

Остальные компоненты могут быть выражены через zЕ  c исполь-

зованием уравнений Максвелла. В цилиндрической системе коор-

динат уравнение (2.4.5) имеет вид: 
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Полагая )()(),(  ФrRrЕz  , получим: 
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  (2.4.8) 

Общее решение уравнения (2.4.8) имеет вид 

   mm   sin0 . Это решение в силу условия однозначно-

сти должно быть периодическим по   с периодом 2 , откуда  

m – целое. 
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 .  (2.4.9) 

Общее решение уравнения (2.4.9) имеет вид: 

    rBKrAJrR mm  )( .  (2.4.10) 
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Из условия конечности функции )(rR  в (2.4.10) следует 0B . 

Тогда частные решения уравнения (2.4.7), соответствующие  

числу m , имеют вид: 

    mmz mrJr   sin),( .  (2.4.11) 

Из полной системы уравнений Максвелла: 
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  (2.4.12) 
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  (2.4.15) 

Из второго уравнения этой системы (2.4.11) – (2.4.15), равен-

ства коэффициентов при k


 в третьем и выражения (2.4.11) следу-

ют выражения для rH  и H : 
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  (2.4.16) 

Из первого уравнения системы (2.4.11) – (2.4.15), равенства 

коэффициентов при k  во втором и выражения (2.4.11) следуют 

выражения для rE  и E : 
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  (2.4.17) 

Значения параметра k  определяются из граничных условий 

     0,,0,    aar .  (2.4.18) 

Отсюда имеем mnmn ja  , где mnj  – n -й корень m -й функ-

ции Бесселя. Фазы m определяются условиями возбуждения волн. 

Видно, что распространение волн возможно, если 

2222222 /Re ajcck mnz    . 

Отсюда, в частности, следует, что у волноводов существует 

граничная частота 
a

cjmn0 , ниже которой распространение 

волн в волноводе невозможно. 

2. Применение обобщенного метода Фурье в задаче полого 

волновода треугольного сечения. 

Наглядным примером реализации преимуществ обобщенного 

метода Фурье (ОМФ) перед классическим при решении приклад-

ных задач электродинамики является задача полого волновода 

треугольного сечения (рис. 13), оболочка которого принимается за 

идеально проводящую, а внутренняя среда является однородной.  
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Рисунок 13. Полый волновод треугольного сечения 

Такая модель в большинстве случаев оказывается удовлетвори-

тельной для практических расчетов. При необходимости она уточ-

няется путем учета потерь в металле. Поиск векторов электромаг-

нитного поля обычно замыкается на рассмотрение уравнения 

Гельмгольца, которому должны удовлетворять компоненты этих 

векторов: 
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.  (2.4.19) 

Пространственная задача о распространении волн в подобной 

продольно-однородной структуре сводима к решению двумерного 

уравнения Гельмгольца путем классического отделения перемен-

ной z , т.е. представления искомой функции в виде: 

 )(),(),,( zZyxfzyxF  .  (2.4.20) 

Уравнение для  yxf ,  при этом принимает вид: 
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 .  (2.4.21) 

Здесь неизвестна не только функция ),( yxf  но и параметр  , 

имеющий смысл поперечного волнового числа. Само по себе 

уравнение (2.4.21) не имеет определенных решений с физической 



 
 

57 

точки зрения. Необходимо поставить краевую (граничную) задачу. 

Известно, например из [2], что для определения семейства E -волн 

той или иной направляющей структуры с однородной средой и при 

идеализации проводящих границ надо найти решения краевой за-

дачи, содержащей, помимо уравнения (2.4.21), условие: 

 Lнаyxf 0),(  ,  (2.4.22) 

где под L  понимается идеально проводящий контур поперечного 

сечения полого волновода или совокупность контуров в более 

сложных случаях. В нашем примере, как видно из рисунка 13, в 

качестве L  выступает прямоугольный равнобедренный треуголь-

ник. Применяя для решения этой задачи классический метод 

Фурье, представляя искомую функцию в виде: 

 )()(),( yYxXyxf  ,  (2.4.23) 

можем получить следующее общее решение для рассматриваемого 

уравнения: 
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  (2.4.24) 

Неопределенные константы, содержащиеся в данном реше-

нии, должны быть определены из граничных условий, но получае-

мая при этом система уравнений не имеет нетривиальных реше-

ний. Следовательно, решение (2.4.24) не удовлетворяет 

поставленной краевой задаче. Можно пойти по пути расчленения 

замкнутого контура на отрезки, что, безусловно, вызовет увеличе-

ние количества краевых задач, требующих решения. Этого можно 

избежать, используя ОМФ. Представляя искомую функцию в виде: 

 )()()()(),( 2211 yYxXyYxXyxf  ,  (2.4.25) 

уравнение (2.4.21) приводится к билинейному виду: 
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  (2.4.26) 

На следующем этапе применения ОМФ необходимо постро-

ить матрицу функций билинейного уравнения, которая в нашем 

случае выглядит так: 
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.  (2.4.27) 

Следуя теории реализации ОМФ, используя эту матрицу, 

можно построить следующие системы разделенных уравнений: 
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  (2.4.28) 
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  (2.4.29) 
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  (2.4.30) 

Приведенные системы отличаются функциями, входящими в 

их базис, и их количеством. Анализ этих систем указывает, что 

только система (2.4.26) может иметь решения, удовлетворяющие 

требованию линейной независимости искомых функций по каждой 

переменной. Решение системы (2.4.26) при условии 032 а , 

041 а имеет следующий вид: 
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  (2.4.31) 

Это решение содержит восемь неопределенных коэффициен-

тов и постоянные разделения 032 а , 041 а , которые определя-

ются из граничных условий.  

Условие по оси х , имеющее вид 0)0,( xf , приводит к урав-

нению: 
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  (2.4.32) 

из которого: 06 C , 08 C . Условие по оси y,  0),0( yf , при-

водит к уравнению: 
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из которого полагаем: 02 C , 03 C . Условие по гипотенузе рас-

сматриваемого треугольника, имеющее вид 0),( ayyf , приво-

дит к уравнению: 
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  (2.4.34) 

которое может быть преобразовано к виду: 
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(2.4.35) 

Решая данное тригонометрическое уравнение, можно обратить его 

в тождество при следующих ограничениях на неопределенные по-

стоянные: 
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 (2.4.36) 

где k , n , m  – целые ненулевые числа. При этих ограничениях ис-

комая функция принимает следующий вид: 
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sinsinsinsin),(  , (2.4.37) 

где C  – неопределенная амплитудная константа, появившаяся 

вследствие следующих обозначений: CCC 51 , CCC 74 . 



 
 

62 

Возвращаясь к первоначально поставленной задаче об опре-

делении семейства E -волн рассматриваемой направляющей 

структуры, согласно [2], в качестве ),( yxf  выступают собствен-

ные функции mnz
E , имеющие смысл продольной компоненты 

напряженности электрического поля для волны, определяемой вы-

бором чисел m  и n . Этим собственным функциям соответствуют 

собственные значения mn из выражения (8.3.32). Полное поле в 

этом волноводе может быть определено из зависимостей попереч-

ных компонент от mnz
E  и mn , вытекающих из уравнений Макс-

велла: 
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  (2.4.38) 

где  k  – продольное волновое число, а   – круговая ча-

стота волнового процесса. 

3. Стоячие акустические волны в прямоугольном резонаторе. 

Часть пространства, ограниченная со всех сторон стенками, 

называется резонатором. Распространение акустических волн в 

прямоугольном резонаторе с непроницаемыми стенками описыва-

ется уравнением [75]: 
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Будем снова решать задачу, методом Фурье, положив 

 tirutrv  exp)(),(


. 
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Рисунок 14. Прямоугольный резонатор 

В результате уравнение (2.4.39) сводится граничной задаче 

(скорость частиц на стенке равна нулю): 
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  (2.4.40) 

    00 1  lvv xx ,     00 2  lvv yy ,     00 3  lvv zz .  (2.4.41) 

Решение задачи (2.4.40) – (2.4.41) имеет вид: 
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  (2.4.42) 

 



 
 

64 

2.5 Объемные и поверхностные волны  

в магнитном плазменном слое 

Рассмотрим однонаправленное магнитное поле �⃗� = 𝐵0(𝑥)𝑧 ̂, 

содержащее покоящуюся плазму с равновесными свойствами 

𝑝0(𝑥), 𝜌0(𝑥), 𝑇0(𝑥) такими, что 𝑝0(𝑥) + 𝐵0(𝑥)2/(2𝜇) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Можно показать, что малое возмущение скорости 

 𝑣1𝑥 = 𝑣1𝑥(𝑥)𝑒𝑖(𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧−𝜔𝑡)  (2.5.1) 

с волновыми числами 𝑘𝑦 и 𝑘𝑧 в направлении осей 𝑦 и 𝑧 соответ-

ственно удовлетворяет выражению (см. [20]) 

 
𝑑

𝑑𝑥
[

𝜖(𝑥)

𝑘𝑦
2+𝑚0(𝑥)2

𝑑𝑣1𝑥

𝑑𝑥
] = 𝜖(𝑥)𝑣1𝑥,  (2.5.2) 

где 

 𝜖(𝑥) = 𝜌0(𝑥)𝜔2 − 𝑘𝑧
2𝐵0

2(𝑥)/𝜇 ≡ 𝜌0(𝑥)[𝜔2 − 𝑘𝑧
2𝑣𝑎

2(𝑥)],   

 𝑚0
2(𝑥) =

(𝑘𝑧
2𝑐𝑠

2−𝜔2)(𝑘𝑧
2𝑣𝐴

2−𝜔2)

(𝑐𝑠
2+𝑣𝐴

2) (𝑘𝑧
2𝑐𝑇

2−𝜔2)
,   

 𝑣𝐴
2(𝑥) = 𝐵0

2(𝑥)/𝜇𝜌0(𝑥),   

 𝑐𝑠0
2 (𝑥) = 𝛾𝑝0(𝑥)/𝜌0(𝑥),   

 𝑐𝑇
2(𝑥) =

𝑐𝑠0
2 (𝑥)𝑣𝐴

2(𝑥)

𝑐𝑠0
2 (𝑥)+𝑣𝐴

2(𝑥)
.   

Уравнение (2.5.2) можно записать другим образом: 

 
𝑑

𝑑𝑥
[
(𝜔2−𝜔𝐴

2 )(𝜔2−𝜔𝑇
2)

(𝜔2−𝜔+
2 )(𝜔2−𝜔−

2 )
(𝑐𝑠

2 + 𝑣𝐴
2)𝜌0

𝑑𝑣1𝑥

𝑑𝑥
] = −(𝜔2 − 𝜔𝐴

2)𝜌0𝑣1𝑥,  (2.5.3) 

где 𝜔𝐴 = 𝑘𝑧𝑣𝐴 – альфвеновская частота, 𝜔𝑇 = 𝑘𝑧𝑐𝑇 – так называе-

мая касповая (или трубочная) частота, соответствующая точке пе-

региба кривой групповой скорости медленной волны, а 𝜔+ и 𝜔− – 

частоты быстрой и медленных волн, описываемые уравнением  

 
𝜔

𝑘
= [

1

2
(𝑐𝑠

2 + 𝑣𝐴
2) ± (𝑐𝑠

4 + 𝑣𝐴
4 − 2𝑐𝑠

2𝑣𝐴
2 cos 𝜃)1/2]

1/2
.   (2.5.4) 

при 𝑘𝑥 = 0. Таким образом, в присутствии неоднородного магнит-

ного поля 𝐵0, меняющегося вдоль 𝑥, возмущение скорости 𝑣1𝑥 ме-

няется не по синусоидальному закону вдоль 𝑥, а удовлетворяет 
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уравнению (2.5.4). Функция 𝑚0
2 может быть положительной или 

отрицательной, поскольку она меняет знак в тех местах, где фазо-

вая скорость 𝜔/𝑘𝑧 (предполагаемая действительной величиной) 

равна скорости звука 𝑐𝑠, альфвеновской скорости 𝑣𝐴 или касповой 

(трубочной) скорости 𝑐𝑇. 

Отметим, что в двух случаях уравнение (2.5.2) или (2.5.3) при 

однородном начальном состоянии (постоянных 𝜖 и 𝑚0) можно 

свести к более простой форме. В первом случае при 𝜖 = 0 получим 

дисперсионное соотношение для альфвеновских волн, а решение, 

при котором 𝑣1𝑥 пропорционально 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥 и 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑚0
2 = 0, со-

ответствует дисперсионному соотношению для магнитоакустиче-

ских волн. 

Второй простой случай соответствует поперечному распро-

странению (при условии, что 𝜔2 и 𝜔𝑇
2  не близки друг к другу), при 

этом 𝑘𝑦
2 ≫ 𝑚0

2(𝑥). Тогда уравнение (2.5.2) принимает вид: 

 
𝑑

𝑑𝑥
[
𝜖(𝑥)

𝑘𝑦
2

𝑑𝑣1𝑥

𝑑𝑥
] = 𝜖(𝑥)𝑣1𝑥,  (2.5.5) 

соответствующий только альфвеновским возмущениям. 

Решения уравнения (2.5.2) в широком диапазоне значений 𝑥, 

зависящие от соответствующих граничных условий, весьма слож-

ны, и в общем случае могут быть найдены численно. Если про-

филь составлен из отдельных частей, то решение может быть за-

писано в виде суммы дискретных нормальных мод с различными 

значениями 𝜔, включая как поверхностные, так и объемные вол-

ны. Если же профиль непрерывный и в каком-то месте 𝑣𝐴(𝑥) или 

𝑐𝑇(𝑥) равны 𝜔/𝑘𝑧, то дифференциальное уравнение (2.5.3) имеет 

там сингулярность. Это приводит к появлению непрерывного ча-

стотного спектра, а общее решение состоит из интеграла по неко-

торому диапазону 𝜔 в дополнение к возможной сумме дискретных 

мод. 
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Рассмотрим простой случай, когда граница между двумя маг-

нитными полями 𝑥 = 0 разделяет две однородные среды, так что 

 𝐵0(𝑥) = {
𝐵−, 𝑥 < 0,
𝐵+, 𝑥 > 0,

  (2.5.6) 

где 𝐵+ и 𝐵− – постоянные величины, а индексы “+” и “–” обозна-

чают значения по обе стороны от границы. Предполагая далее, что 

𝑘𝑦 = 0, мы видим, что уравнение (2.5.2) сводится либо к 𝜖(𝑥) ≡ 0, 

либо к уравнениям 

 {

𝑑2𝑣1𝑥

𝑑𝑥2 = 𝑚−
2𝑣1𝑥, 𝑥 < 0,

𝑑2𝑣1𝑥

𝑑𝑥2 = 𝑚+
2𝑣1𝑥, 𝑥 > 0,

  (2.5.7) 

где 𝑚+ и 𝑚− – константы, которые определяются аналогично 𝑚0 в 

начале данного параграфа, только значения альфвеновской и зву-

ковой скоростей соответствуют области 𝑥 > 0. В области 𝑥 < 0 

существуют два основных класса решений уравнения (2.5.7). 

1) Несвязанные состояния соответствуют волнам, распро-

страняющимся из бесконечности, либо в бесконечность. Эти вол-

ны могут отражаться, либо проходить через границу. Частоты этих 

волн таковы, что 𝑚−
2 < 0, а возмущения имеют вид 

𝑣1𝑥~exp{𝑖(−𝑚−
2 )1/2𝑥}. Примером такой волны может быть волна 

утечки (leaky mode), которая распространяется от границы. При 

отсутствии границы эти волны превращаются в нормальные (объ-

емные) волны в однородной среде. 

2) Связанные состояния соответствуют волнам, затухающим 

до нуля на −∞ по закону 𝑒𝑚−𝑥. Следовательно, они существуют 

при 𝑚−
2 > 0. Эти поверхностные волны обязаны своим существо-

ванием наличию границы раздела и не могут образовываться при 

ее отсутствии (то есть при 𝐵− = 𝐵+ и 𝜌− = 𝜌+). 

При 𝑚−
2 > 0 и 𝑚+

2 > 0 существуют решения в виде дискрет-

ных магнитоакустических поверхностных волн: 
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 𝑣1𝑥~{
𝑒𝑚−𝑥, 𝑥 < 0,

𝑒−𝑚+𝑥, 𝑥 > 0.
  (2.5.8) 

Граничные условия на границе раздела (непрерывность 𝑣1𝑥 и пол-

ного давления) приводят к тому, что дисперсионное соотношение 

будет выглядеть следующим образом: 

 
𝜔2

𝑘2 = 𝑣𝐴−

2 −
𝜌+𝑚−

𝜌+𝑚−+𝜌−𝑚+
(𝑣𝐴−

2 − 𝑣𝐴+

2 ).  (2.5.9) 

Можно заметить, что их фазовые скорости лежат между альфве-

новскими скоростями 𝑣𝐴− и 𝑣𝐴+ в двух средах, но тот факт, что 𝑚− 

и 𝑚+ являются функциями частоты 𝜔, означает, что возможно не-

сколько таких решений. 

В частном случае, когда вторая среда имеет пренебрежимо 

малое магнитное поле (𝐵+ = 0), уравнение (2.5.9) можно привести 

к виду: 

 
𝜔2

𝑘2 =
𝜌−𝑚+

𝜌−𝑚++𝜌+𝑚−
𝑣𝐴−

2 ,  (2.5.10) 

где 𝑚+
2  превращается в 𝑚+

2 = 𝑘2 − 𝜔2/𝑐𝑠𝑒
2 . Следовательно, у урав-

нения (2.5.10) всегда есть решение в виде медленной поверхност-

ной волны с 𝜔/𝑘 меньше как 𝑐𝑇−, так и 𝑐𝑠+
. Однако при 𝑐𝑠+

> 𝑐𝑠−
 

и 𝑣𝐴− > 𝑐𝑠−
 существует также быстрая поверхностная волна, у ко-

торой 𝜔/𝑘 больше 𝑐𝑠−
, но меньше, чем 𝑐𝑠+

 и 𝑣𝐴−. 
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ГЛАВА 3 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 

Анализ распространения волн в неоднородных средах можно 

провести аналитически для значительно более узкого класса задач, 

чем в однородных. 

3.1 Распространение монохроматической электромагнитной 

волны в плазме 

Рассмотрим распространение монохроматической электро-

магнитной волны в плазме, концентрация которой меняется ли-

нейно znn 0  при отсутствии поглощения. Процесс описывается 

системой волна – электрон атома: 

 Ee
dt

rd

dt

rd
m

z

Ec

t

E 












 2

2

2

22

2

2

,0 .  (3.1.1) 

В соответствии со сказанным будем искать решение системы 

(3.1.1) в виде tieEE  0


. При этом задачу можно решать последо-

вательно, вначале находя вынужденное решение второго уравне-

ния этой системы (амплитуда собственных колебаний при условии 

   практически несущественна). Оно имеет вид: 

 
 



im

eEe
r

ti






2

0




.  (3.1.2) 

Дипольный момент единицы объема равен 

 



 im

nEe
reP

2

0




, а электрическая индукция ED


 .  

Тогда проницаемости имеют вид: 
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, 1 .  (3.1.3) 

В результате первое уравнение системы (3.1.1) перепишется в 

виде: 
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  (3.1.4) 

Будем считать волну плоской и введем обозначение 

2

0
2

1

4





m

ne
z  , тогда: 
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  (3.1.5) 

Будем решать уравнение (3.1.5), используя преобразование 

Фурье, представляя напряженность электрического поля в виде: 

     










 


  deEkEdkekEE ikik )(
2

1
,)( .  (3.1.6) 

Подставляя первое соотношение в (3.1.5), используя правила 

дифференцирования преобразования Фурье [114], получим: 

     










 


  deEkEdkekEE ikik )(
2

1
,)( .  (3.1.7) 
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  (3.1.8) 

Окончательно имеем: 

 0)(
)( 2  kEik

dk

kdE
.  (3.1.9) 

Решение этого уравнения имеет вид  3/exp)( 3ikCkE  . 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем с учетом нечет-

ности синуса: 
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  (3.1.10) 

Асимптотики функции )(zAi  (функции Эйри) имеют вид  

[104, 110]: 
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E .  (3.1.11) 

Поле экспоненциально затухает внутрь среды. 
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3.2 Приближенные методы анализа волновых процессов 

Решение даже линейных уравнений, описывающих тот или 

иной волновой процесс, далеко не всегда может быть получено 

точно, что связано со свойствами сред. В таких случаях для описа-

ния волновых процессов надо применять приближенные методы, 

часть из которых приведена ниже. 

3.2.1 Метод последовательных приближений 

Метод последовательных приближений для распределенных 

систем аналогичен методу итераций для систем с сосредоточен-

ными параметрами. Рассмотрим этот метод в применении к задаче 

о формировании стоячих волн в консервативных системах с коэф-

фициентами, зависящими от пространственных координат.  

Уравнения, описывающие волны данного типа (их часто 

называют колебаниями в распределенных системах, более того, и 

последнее словосочетание часто опускают), можно представить в 

форме: 

 0ˆ)(
2

2





uL

t

u
xA




,  (3.2.1) 

где )(хА  – квадратная матрица с коэффициентами )(xaik , L̂  – 

операторная матрица, элементы которой являются линейными 

дифференциальными операторами вида: 

 )(...)( )0()1(

1

1
1

xb
x

b
x

xb
x

L ikikm

m

ikm

m

ik
ik

ik
ik

m

ik

ik






















.  (3.2.2) 

Полагая )exp()(),( tixytxu 


 , где   – действительное число, 

для n -й собственной формы )(xyn получим уравнение: 

 0)(ˆ 2  nnn yxAyL 


  (3.2.3) 

с граничными условиями: 
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Наименьшую по величине собственную частоту 1  и соответ-

ствующую ей собственную форму )(1 xy


 можно найти следующим 

образом. 

Выберем произвольно некоторую вектор-функцию )(xf


. Что-

бы метод быстрее сходился, желательно, чтобы вектор-функция 

)(xf


 удовлетворяла граничным условиям (3.2.4) и была близка к 

искомой функции )(1 xy


. Вектор-функция следующего приближе-

ния )(1 xf


 находится как решение неоднородного дифференциаль-

ного уравнения: 

 fxAfL


)(ˆ
1  .  (3.2.5) 

Решение этого уравнения с граничными условиями (3.2.4) 

можно выразить через матричную функцию Грина ),( xG : 

      dfAxGxf

l

)(,)(

0

1



 .  (3.2.6) 

В ряде задач функцию ),( xG  удается найти аналитически. 

Повторяя ту же операцию над функцией )(1 xf


 и т.д. получим 

функцию m -го приближения: 
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Покажем, что для достаточно больших m : 
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.  (3.2.8) 
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Пронумеруем все собственные частоты системы в порядке 

возрастания их величины и разложим функцию )(xf


 в ряд по соб-

ственным функциям )(xyn


: 
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jj xyxf


 .  (3.2.9) 

Подставляя (3.2.9) в выражение (3.2.6) для )(1 xf


 и учитывая, что 
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  (3.2.10) 

Выражение (3.2.10) можно переписать иначе: 
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.  (3.2.11) 

Из этого выражения следует, что при достаточно большом m  

и 1  второй член в квадратных скобках будет мал по сравнению с 

первым членом, т.е. утверждение (3.2.8) справедливо. 

Для определения второй собственной частоты 2  и соответ-

ствующей ей собственной формы )(2 xy


 необходимо вектор-

функцию нулевого приближения )(xf


 и всех последующих при-

ближений ортогонализовать к вектор-функции )(1 xz


, представля-

ющей собой первую собственную форму сопряженной краевой 

задачи. В каждом конкретном случае функция )(1 xz


 может быть 

легко выражена через функцию )(1 xy


.  
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Вследствие ортогональности вектор-функций )(0 xf


 и )(1 xz


 

постоянная 1  в выражении (3.2.11) будет равна нулю, и вектор-

функция )(xfm


 будет стремиться к )(2 xyCm


. Операцию ортогона-

лизации можно проделать следующим образом.  

Добавим к некоторой выбранной функции )(xf


 функцию 

)(1 xy


, умноженную на такой скалярный множитель  , чтобы 

         

l

dxxyxfxz

0

11 0


 .  (3.2.12) 

Вектор-функция первого приближения )(1 xf


 определяется как 

решение неоднородного уравнения (3.2.5), в правую часть которого 

вместо функции )(xf


 ставится функция  xyxfxf 10 )()(


 . Хотя 

можно убедиться, что вектор-функция )(1 xf


 должна быть ортого-

нальна к вектор-функции )(1 xz


, при практических расчетах, вслед-

ствие различного рода погрешностей, ее следует снова ортогонализи-

ровать к функции )(1 xz


. Продолжая процесс итераций, можно 

приближенно найти собственную функцию и частоту )(2 xy


 и 2 . 

 

Рисунок 15. Неоднородный волновод прямоугольного сечения  
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Аналогичным путем в принципе можно искать и более высо-

кие собственные частоты и соответствующие им собственные 

функции. Однако приемлемая точность вычисления обеспечивает-

ся лишь для низших частот. Основная трудность при использова-

нии метода последовательных приближений заключается в вычис-

лении функции Грина. 

Найдем функцию Грина для поперечных изгибных колебаний 

неоднородной балки прямоугольного сечения, см. рис. 15. Такие 

колебания описываются уравнением: 

 0)(
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u
x ,  (3.2.13) 

где ),( txu  – смещение каждой точки поперечного сечения с коор-

динатой х  от положения равновесия, )(х – погонная масса балки 

(масса балки на единицу длины), Е  – модуль Юнга материала 

балки, 




2/)(

2/)(

2)()(

xh

xh

dxbxI   – момент инерции поперечного сечения 

с координатой х  относительно оси проходящей через центр масс и 

параллельной оси z . Граничными условиями для консольной бал-

ки длины l  будут: 
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 . (3.2.14) 

Подставляя в (3.2.13) выражение )exp()(),( tixytxu  , получим 

следующее уравнение для )(xy : 
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.  (3.2.15) 
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Функция Грина должна удовлетворять уравнению: 
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  (3.2.16) 

с граничными условиями 
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.  (3.2.17) 

Обозначив )()0()( xEIxEI  и интегрируя уравнение (3.2.16) с 

учетом этих условий, последовательно находим: 
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  (3.2.18) 

3.2.2 Асимптотический метод 

Этот метод используется для получения оценки больших по 

модулю собственных значений той или иной краевой или смешан-

ной задачи. Этот метод идейно близок методу ВКБ. Рассмотрим 

линейную автономную задачу: 
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  (3.2.19) 
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с граничными условиями 
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,   (3.2.20) 

где )(`... )0()1(

1

1
)1()( xa

x
a

x
a

x
aL ikikm

m
m

ikm

m
m

ikik 


















 . 

Применим к системе (3.2.19) – (3.2.20) преобразование Лапла-

са по времени, умножим получившееся уравнение на   1)(ˆ mA  и 

получим систему: 
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,  (3.2.21) 

с граничными условиями 
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.  (3.2.22) 

Решение системы (3.2.21), (3.2.22) следует искать в виде су-

перпозиции частных решений уравнения (3.2.22):  
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 ,  (3.2.23) 

где  xij  – j -ое значение функции    m

i xsb
/1

, ni ,1 , mj ,1 .  

Подставим эти соотношения в уравнения (3.2.21) и приравня-

ем друг другу слагаемые при одинаковых степенях s : 
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  (3.2.24) 

Здесь  xaij  – компоненты матрицы  xA1
ˆ . Чтобы получить 

)1(
ijiu


, 

надо приравнять слагаемые при mp 21 . При этом также находятся 

функции 
)2(

ijku


. Продолжая рассуждения, можно получить решение 

с любой степенью точности. 

Общее решение уравнения (3.2.21) имеет вид: 

    
 


m
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m

j

ijij xyCxy
1 1


.  (3.2.25) 

Зная  xyij


, можно в соответствии с граничными условиями 

(3.2.20) составить характеристическое уравнение и вычислить соб-

ственные значения. Далее определяются константы 
ij

С Cij и соот-

ветствующие собственные функции. 

• Случай m = 2.  

Система (3.2.21), (3.2.22) принимает вид: 
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  (3.2.26) 
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с граничными условиями: 
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При этом k -е частное решение системы (3.2.26) имеет вид: 
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Подставим это решение в (3.2.26) и сократим получившиеся урав-

нения на  
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  (3.2.29) 

Приравнивая друг другу слагаемые при одинаковых степенях 

s , получим цепочку уравнений, из которых последовательно 

определяются функции  xu m
ik

)( : 
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  (3.2.30) 

где  
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.  (3.2.31) 
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С точностью до слагаемых первого приближения получаем: 
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  (3.2.32) 

Здесь 2;1, ji . Решения нулевого приближения 11y  и 22y  

имеют смысл двух невзаимодействующих волн, распространяю-

щихся друг напротив друга. В первом приближении возникают 

встречные отраженные волны 12y  и 21y . 

Подставляя (3.2.32) в граничные условия к уравнению 

(3.2.26), получаем линейную однородную систему для коэффици-

ентов 1C  и 2C : 
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  (3.2.34) 

Условие наличия нетривиального решения этой системы принима-

ет вид: 
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  (3.2.35) 

Это условие позволяет вычислить значения s , а решение 

(3.2.32) при этих значениях s  и 
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000

121212

212121
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определяет собственные функции. 

Пример 1. Собственные колебания неоднородной балки.  

Продольные колебания неоднородной балки описываются 

уравнением 
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x ,  (3.2.36) 

где ),( txu  – смещение частиц балки от положения равновесия, 

)(x и 

)(

0

)()(

xS

Edsxbxg  – погонные масса и упругость балки, E  – 

модуль Юнга. Граничными условиями для балки длины l , где 

один конец свободный, другой – закреплен будут 0),0( tu , 

0




lxx

u
. Пусть  tixytxu exp)(),(  , тогда: 
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,  (3.2.37) 
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где    xgxxk /)( . Частные решения уравнения (3.2.37) 

ищутся в виде: 

        





















0

)(
2;1

0

2;1 exp
m

mm
x

xuidkixy  .  (3.2.38) 

Подставим 
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где  
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Положим      xyCxyCxy 2211   и подставим 𝑦(𝑥) в гранич-

ные условия, тогда получим: 
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  (3.2.40) 

Ограничиваясь здесь слагаемыми первого приближения, по-

лучаем характеристическое уравнение вида: 
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  (3.2.41) 

где 𝑚 =  1,2,… . 

Первое слагаемое в выражении для собственной частоты сов-

падает с соответствующей собственной частотой однородного 

стержня, в котором фазовая скорость распространения волны рав-

на  

1

0

)(/
















 

l

dxxgxlv  , а второе слагаемое определяет поправ-

ку к ней за счет неоднородности сечения. Собственные функции в 

данном приближении принимают вид: 
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,  (3.2.42) 

где    xgxxk mm /)( . 

Пример 2. Электромагнитная волна в среде с плавно меня-

ющейся диэлектрической проницаемостью. 

Рассмотрим распространение монохроматической электро-

магнитной волны в среде с диэлектрической проницаемостью, 

плавно меняющейся вдоль оси x, и магнитной проницаемостью, 

равной единице. В результате получим уравнение [2]  
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  (3.2.43) 
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с условием 1ln/ln  x . Будем полагать волну монохромати-

ческой и интересоваться ее стационарным распространением: 

..)(),( скexEtxE ti   : 
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.  (3.2.44) 

Сделаем замену 
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exp)( . В результате из (3.2.44) 

получим уравнение Риккати:  
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  (3.2.45) 

В плавно неоднородной среде имеет место условие 
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, то есть 

волновое число k  – большой параметр. В соответствии с этим бу-

дем искать решение уравнения (4) в виде ряда по k  [2]  (аналог 

ВКБ – приближения в квантовой механике [61]: 
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Подставляя (3.2.46) в (3.2.45), получим: 
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  (3.2.47) 
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Тогда имеем 

• в порядке 2k : )()(0)()( 0
222

0
2 xixuxkxuk   ; 

• в порядке 1k : 
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Знаки в решении 𝑢0 соответствуют прямой и встречной вол-

нам. Возвращаясь к исходным переменным, имеем окончательно: 
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Отметим, что т.к. в этом приближении constВА ; , то рассе-

яния волн на неоднородностях и преобразования энергии волн 

друг в друга не происходит. 

3.3 Периодически неоднородные среды 

Снова рассмотрим цепочку RLC – контуров с емкостной свя-

зью (см. рис. 16). Применим первое правило Кирхгофа к n -му уз-

лу, а второе – к n -му контуру. 

Вновь положим характерный размер отдельной ячейки рав-

ным l и будем считать пространственный масштаб движений в це-

почке много большим l. Считая емкость меняющейся вдоль цепоч-

ки, мы можем записать: 
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Вводя емкость, индуктивность и сопротивление единицы дли-

ны 
l

R
r

l

L

l

xC
xc  ,,

)(
)(  , приходим окончательно к телеграф-

ным уравнениям: 
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Дифференцируя второе уравнение системы (3.3.3) по координате и 

воспользовавшись первым, получим волновое уравнение: 
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Пренебрежем потерями в линии и введем обозначение 

0
2
0 /1 cv  . Разложим выражение для емкости в cos  – ряд Фурье 

 





0

cos)(
n

n nKxcxc . Будем искать решение уравнения (3.3.4)  

в виде tietxutxU ),(),(  . В результате приходим к уравнению  

Хилла: 
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Рисунок 16. Цепочка RLC – контуров 

Если в разложении для )(хс  отличны от нуля только коэффи-

циенты 0с  и 1с , причем 01 cс  , приходим к уравнению Матье. 

Однако в этом случае зонам параметрической неустойчивости со-

ответствуют так называемые зоны непропускания – волн с такими 

параметрами не существует [2, 8, 68, 76]. 
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ГЛАВА 4 НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ.  

ТИПЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН 

Нелинейные волны удобнее всего классифицировать по ха-

рактеру взаимодействия друг с другом. Можно выделить три клас-

са: простые волны (интерферируют), солитоны (взаимодействие 

сводится к асимптотическому сдвигу фаз волн), автоволны (пол-

ностью или частично аннигилируют). 

4.1  Простые волны. Уравнение Римана. Уравнение Бюргерса 

4.1.1 Уравнение Римана 

Будем полагать, что в линии передачи, рассмотренной в раз-

деле 3.3, емкость конденсаторов является нелинейной функцией 

напряжения )(Ucc  , а потери отсутствуют )0( r : 
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Будем искать решение системы (4.1.1) в виде так называемой 

простой волны [1, 2, 17, 18, 75, 77], в которой различные перемен-

ные изменяются пропорционально друг другу )(UII  . Тогда 

имеем: 
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  (4.1.2) 

где )(/1)( UcUu  . Это квазилинейное уравнение называют 

уравнением Римана [2]. Знаки «+» и «–» соответствуют волнам, 

бегущим вправо и влево.  

Аналогично, уравнения, описывающие одномерные нелиней-

ные волны на несжимаемой мелкой воде без учета трения, также 

могут быть сведены к уравнению Римана: 



 
 

89 

  .0

,0

,0

0

,0

)//(/

//..

)(

































































































x

v
ghv

t

v

x

v
h

x

v
v

t

v

dv

dh
x

v

dv

dh
g

x

v
v

t

v

x

v
h

x

h
v

t

h
x

h
g

x

v
v

t

v

dvdhhvdvgdhv

ghdvdhет

vhh

  (4.1.3) 

Переходя здесь к переменной tghx  , имеем оконча-

тельно 0)( 











v
vu

t

v
, где vvu )( . 

В качестве третьего примера опишем однорядное движение 

автомобильного потока в отсутствие светофоров [16]. Пусть число 

автомобилей, проходящих через данную точку шоссе в единицу 

времени (поток), равно q , а линейную концентрацию автомобилей 

(число автомобилей на единицу длины) обозначим как n . Если 

число автомобилей на трассе сохраняется, то концентрация потока 

должна удовлетворять уравнению непрерывности, в приближении 

простых волн вновь сводящееся к уравнению Римана: 

 0)(0
)(

/)(























 x

n
nu

t

n

x
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t

n nqq

dndqnu

.  (4.1.4) 

То же уравнение будет получено в следующем разделе при 

описании слабых ударных волн в газе без учета процессов вязко-

сти и теплопроводности. 

Уравнение (4.1.4) удобнее всего решать методом характери-

стик [2, 116].   

Введем понятие характеристики дифференциального уравне-

ния [116]. Для этого рассмотрим квазилинейное уравнение 

    nxb
x

n
nxa

i

N

i

i ,,
1










,  (4.1.5) 
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и пусть функции    nxbnxai ,,,


 принадлежат к классу 1С  на неко-

тором открытом множестве G  пространства переменных nx,


, 

причем на этом множестве   0,
1

2 


N

i

i nxa


. Пусть  xnn


  – реше-

ние уравнения (4), определенное в некоторой области D  про-

странства переменных x


,  xx


  – кривая, лежащая в D . Тогда, 

рассматривая решение  xnn


  на этой кривой, получим функцию 

     xn


 . Подберем кривую  xx


  так, чтобы ее касатель-

ный вектор 
d

xd


 в каждой точке был равен      ,xa


. Для этого 

должны выполняться уравнения      Nixa
d

dx
i

i ...1,,  



. Диф-

ференцируя функцию   , получим: 
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   (4.1.6) 

Следовательно, искомая кривая  xx


  в пространстве x


 должна 

быть такой, чтобы уравнения  xx


 ,  n  определяли траек-

торию системы обыкновенных дифференциальных уравнений: 

    nxb
d

dn
Ninxa

d

dx i
i

i ,;...1,,





.  (4.1.7) 

Система уравнений (4.1.7) называется характеристической 

системой уравнения (4.1.5), а ее траектории в пространстве пере-

менных x


, n  – характеристиками уравнения (4.1.5). Подчеркнем, 

что параметр   на характеристике уравнения (4.1.5) определен 

лишь с точностью до постоянного слагаемого. Кроме того, соглас-

но нашим предположениям, функции    nxbnxai ,,,


 принадлежат 
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классу 1С  на множестве G , поэтому для системы уравнений 

(4.1.7) выполнены условия теорем существования и единственно-

сти. Обоснованием корректности метода характеристик служат 

две теоремы [116]: 

Теорема 1. Если поверхность S : )(xnn   класса 1С  в про-

странстве переменных x


, n  такова, что, какова бы ни была точка 

 00 ,nx


, характеристика уравнения (4.1.5), проходящая через 

 00 ,nx


, касается S  в этой точке, то S  является интегральной по-

верхностью уравнения (4.1.5).  

Теорема 2. Пусть  xnn


  – решение уравнения (4.1.5), опре-

деленное в некоторой области D , )(xx  ,  n , )(    

– решение системы (4.1.7). Если при этом кривая )(xx   

)(    лежит в D  и     00  xn


 , то )()(( 0 xn


. Тео-

рема 2, таким образом, утверждает, что любая интегральная по-

верхность уравнения (4.1.5) образована некоторым семейством 

характеристик. 

Рассмотрим далее уравнение (4.1.5), и пусть S: 

 11,...,  Nx 


 – регулярная (N-1)-мерная поверхность класса 1С  

без самопересечений, параметры ),...( 11 N  изменяются в некото-

рой области T , ),...( 110 Nn   – функция класса 1С  на T . Будем 

решать задачу Коши для уравнения (4.1.5) с начальным условием: 

     11011 ,...,,...,   NN nn 


.  (4.1.8) 

Геометрический смысл задачи Коши (4.1.5), (4.1.8) состоит  

в том, чтобы в пространстве переменных x


, n  через  1N  –

мерную поверхность  :    11011 ,...,,,...,   NN nnx 


 прове-

сти интегральную поверхность  xnn


  уравнения (4.1.5). В силу 

теоремы 2, всякая характеристика уравнения (4.1.5)), проходящая 
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через любую точку поверхности  , лежит на искомой интеграль-

ной поверхности  xnn


 . Проведем через каждую точку поверх-

ности   характеристику уравнения (4.1.5). Параметр   на ней 

выберем так, чтобы при 0 она проходила через точку поверх-

ности  . Уравнения этих характеристик можно записать в виде: 

 
    
    .,...,,,...,,

,,...,,,...,,

11011

11011









NN

NNii

nn

nx








   (4.1.9) 

Здесь    0000 ,,;..1,,, nxnNinxx ii


   – непродолжае-

мые решения характеристической системы 

   nxb
d

dn
Ninxa

d

dx
i

i ,,...1,,





. Завершением формальной ча-

сти является следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть при    ( 0 , 0 ) и при всех 

  TN 11,...,  первые из уравнений системы (4.1.9) однозначно 

разрешимы относительно 11,...,, N , причем полученные функ-

ции     1...1,,  Nixx ii


  принадлежат классу 1С . Тогда 

функция  

              xxnxxxxnn NN


11011 ,...,,,...,,      (4.1.10) 

является решением задачи Коши для уравнения (4.1.5) с началь-

ным условием (4.1.8). 

В приложениях часто встречается задача Коши для уравнения 

вида: 

 0sin)/(   Ig    nxtb
x

n
nxta

t

n

i

N

i

i ,,,,
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  (4.1.11) 

со следующим начальным условием:    xnxn


0,0   (т.е. начальная 

функция задается на гиперплоскости 0t  пространства перемен-

ных nxt ,,


. Нам известно, что интегральная поверхность  txnn ,


 , 

дающая решение задачи Коши (4.1.11), образована характеристи-
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ками, проходящими при 0  через поверхность 

  Ninnxt Nii ...1,,...,,,0 10    в пространстве переменных 

nxt ,,


 (в качестве параметров на поверхности выбраны сами ix ).  

Уравнению (10.1.8) в соответствии с вышесказанным соответ-

ствует характеристическая система: 

     Ninxtb
d

dn
nxta

d

dx

d

dt
i

i ...1,,,,,,,1 



,  (4.1.12) 

которую можно дополнить начальными условиями: 

   Ninnxt Nii ...1,,...,,,0 10000






.  (4.1.13) 

Из первого уравнения системы (4.1.12) и первого начального 

условия (4.1.13) находим t . Оставшиеся уравнения системы 

(4.1.12) и начальные условия (4.1.13) можно теперь записать  

в виде: 
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Ninnx

Ninxtb
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dn
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  (4.1.14) 

Решив задачу Коши (4.1.14), получим: 

     Nitntxx NNii ...1,,...,,,,...,, 11   .  (4.1.15) 

Если первые N  уравнений (4.1.15) однозначно разрешимы 

относительно N ,...,1 , то, в силу теоремы 3, формулы (4.1.15) 

определяют решение задачи Коши (4.1.11). Возвращаясь к решае-

мой задаче, рассмотрим для уравнения (4.1.4): 0)( 









x

n
nu

t

n
 

задачу Коши со следующим начальным условием: 0)( 









x

n
nu

t

n

. Здесь 1N , )(1 nua  , 0b . Тогда соотношения (4.1.14) имеют 

в данном случае вид: 
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  (4.1.16) 

Решая задачу Коши (4.1.16), получим: 
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  (4.1.17) 

Соотношения        tnuxnn 010 ;  определяют реше-

ние рассматриваемой задачи не для всех значений переменного t . 

В самом деле, если при некотором 1tt   выражение для 1x  разре-

шимо относительно   не единственным образом, т.е. найдутся та-

кие 21   , что       22201110   tnutnu , то эти соотноше-

ния не определяют при 1tt   никакой однозначной функции 

 txnn ,


 , и при 1tt   решение задачи Коши не определено. Гео-

метрический смысл равенства       22201110   tnutnu : при 

1tt  проекции на плоскость xt, характеристик, соответствующих 

значениям 1  и 2 , пересекаются в точке 1tt  ,    1110   tnux . 

1. Пусть nnu )( , xxn )(0 , )0(  . 

Тогда имеем 
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  (4.1.18) 

Видно, что возможно такое условие, при которых  xn , 

т.е. решение становится разрывным: 
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n   (4.1.19) 

причем разрыв образуется на переднем фронте волны. 
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2. Пусть anbnu )( , xxn )(0 , )0(  . 

Тогда имеем  
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x
ntx

ntnuxnn













  (4.1.20) 

Видно, что возможно такое условие, при которых  xn / , 

т.е. решение становится разрывным:  
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x
n ,          (4.1.21) 

причем разрыв образуется на заднем фронте волны. 

Решение уравнения (4.1.4) по аналогии с линейными задачами 

можно также искать в виде [2]  tnuxntxn )(),(   или, обращая 

решение, в виде: 

 )()( ntnux  .  (4.1.22) 

Т.к. функция   от времени не зависит, то очевидно 

)0,()( 1 xnn  . Будем считать, что нам задано начальное условие 

для уравнения (4.1.4) в виде )()0,( xxn  . Продифференцируем 

уравнение (4.1.22) по координате, тогда: 
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,  (4.1.23) 

откуда 
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t   (4.1.24) 

Из соотношения (4.1.24) видно, что возможны такие условия, при 

которых  xn / , т.е. решение становится разрывным (при 
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этом, очевидно, еще и  tn / ,  22 / xn ,  22 / tn  – 

образуется и перегиб). 

Рассмотрим два возможных случая. Пусть   0/,0
0


t
xnt

, тогда, т.к. на разрыве, образующемся в момент времени 0tt   при 

концентрации 0nn   имеют место соотношения 0/  nx , 

0/ 22  nx , то, дифференцируя соотношение (4.1.22) по 𝑥 при 

0tt  , получим, рис. 17: 
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  (4.1.25) 

 

Рисунок 17    

Дифференцируя это соотношение по n  при тех же условиях, 

получим: 
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 .  (4.1.26) 
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Наконец, добавив сюда соотношение (4.1.22) в точке разрыва: 

 )()( 0000 ntnux  ,  (4.1.27) 

получаем три уравнения с тремя неизвестными для определения  

000 ,, nхt . Такая ситуация имеет место, например, для волн на мел-

кой воде [28, 42], когда (в сопровождающей системе координат) 

nnu )( . Предположим, что xxn sin)0,(  . Тогда из (4.1.25) – 

(4.1.27) получим: 
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  (4.1.28) 

Легко видеть, что в этом случае разрыв образуется на перед-

нем фронте волны. Пусть   0/,0
0


t
tnt , (такой случай имеет 

место для автомобильных потоков [16]), тогда разрыв образуется 

на заднем фронте.  

В случае задачи с граничными условиями, параметры разрыва 

надо находить из условий 0/  nt , 0/ 2
2  nt . 

4.1.2 Слабые ударные волны. Уравнение Бюргерса 

Будем вновь исходить из системы уравнений Навье-Стокса, 

которую рассмотрим в одномерном приближении: 
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Будем полагать коэффициенты вязкости и теплопроводности 

величинами первого порядка малости и разыскивать решение этой 

системы в виде ряда теории возмущений )2()1(
0   , 

)2()1(
0 ТТТТ  , )2()1(

0 РРРР  , )2((1)'vv v


 , где A : 

1~ 1)1( А , 2)2( ~ А .  

Оставляя слагаемые первого порядка малости, получим урав-

нения [75]: 

 0
)1(

0

)1(











x

v
ρ

t

ρ
,  (4.1.33) 
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Интегрируя последнее уравнение, получим связь между )1(T   

и )1( : 
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Подставляя это соотношение в третье уравнение, получим 

связь 
)1(Р  и )1( :  
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Подставляя это соотношение во второе уравнение, получим 

уравнение 
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Продифференцируем это уравнение по времени, а первое 

уравнение по координате и вычитая одно из другого, получим: 
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Таким образом, для возмущений первого порядка справедливы 

связи 
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. Будем искать решение системы 

(4.1.40) с использованием метода медленно меняющихся амплитуд, 

полагая, что в системе отсчета, движущейся со скоростью звуковой 

волны бесконечно малой амплитуды, зависимость амплитуды от вре-

мени является медленной:    tuxt S
;)2();1()2();1()2();1( ,,    и 

т.д. Производные при этом преобразуются в соответствии с соот-

ношениями 
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В слагаемых второго порядка малости можно воспользоваться 

линейными связями. Тогда получаем: 
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Упрощая полученную систему (подчеркнутые слагаемые вза-

имно уничтожаются), имеем: 
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Последнее уравнение может быть один раз проинтегрировано, 

и дает связь )2(T  и )2( : 
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Подставим это соотношение во второе уравнение, сложим его 

с первым, чтобы уничтожились слагаемые 


 )2(

0

v
ρ , тогда для без-

размерного возмущения плотности   0
)2()1( /'    получим 

уравнение Бюргерса [62, 75]: 
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где 
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 – коэффициент квадратичной нелинейности, 
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Добавим к уравнению (4.1.53) начальное условие 

)()0,(' 0 xx    и решим для него задачу Коши. Для этого вначале 
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умножим уравнение (4.1.53) на   и сделаем замену '~   , 

тогда получим уравнение: 
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 .  (4.1.54) 

Сделаем далее замену Коула-Хопфа [75]: 
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и преобразуем уравнение (4.1.54): 
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  (4.1.56) 

Подчеркнутые одинаковым образом слагаемые взаимно сокраща-

ются, в результате имеем: 
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  (4.1.57) 

Интегрируя последнее уравнение по   и умножая на  , имеем 

линейное параболическое уравнение теплопроводности [112-117]: 
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 .  (4.1.58) 

При этом начальное условие преобразуется к виду: 
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exp)0,( dx .  (4.1.59) 

Решение задачи Коши имеет вид, определяемый формулой Пуас-

сона: 

 


 








 










4
exp)0,(

2

1
),( .  (4.1.60) 

Другие типы решения уравнения Бюргерса приведены в [75]. 

4.2 Автоволны 

4.2.1 Волна эпидемии.  

Уравнение Колмогорова-Петровского-Пискунова.  

Фазовая автоволна переключения 

Рассмотрим динамику эпидемии, которая распространяется по 

принципу диффузии и передается при контактах с учетом того, что 

скорость выздоровления пропорциональна числу больных.  

Пусть n – плотность больных, constN   – плотность населе-

ния. Тогда для изменения числа больных в одномерном случае при 

условии того, что радиус индивидуальной активности субъекта R  
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много меньше характерного размера системы L , имеем уравнение 

[64, 74]: 
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,  (4.2.1) 

где р  – константа скорости передачи инфекции при контакте 

больной – здоровый,   – время выздоровления, 2~ RD  – коэф-

фициент подвижности субъектов при случайном перемещении. 

Здесь   – продолжительность шага при случайном перемещении. 

Введем безразмерную переменную Nn : 
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Отсюда имеем: 
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Окончательно имеем: 
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где 1
0

  pN . Довольно часто нелинейные волновые процессы 

являются автомодельными. Условия существования автомодель-

ных решений обсуждаются, например, в [95]. Частным случаем 

автомодельного решения является решение вида бегущей волны 

)( utxff  . Будем разыскивать решение (4.2.4) в виде 

)()( utx   . При этом производные преобразуются следу-

ющим образом: 
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Тогда получаем в переменной   обыкновенное! дифферен-

циальное уравнение: 
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d
D .  (4.2.6) 

Это уравнение легко может быть проанализировано на фазо-

вой плоскости. Для этого представим его в виде пары уравнений 

первого порядка: 
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 0, .  (4.2.7) 

Затем находим стационарные решения системы (4.2.7): 

010  , 010   и 020  , 020  . Линеаризуем эту систему отно-

сительно найденных стационарных решений, разыскивая ее реше-

ние в виде   0 ,   0  и оставляя в уравнениях слагае-

мые только первой степени по  ,  . 

Линеаризация системы (4.2.7) относительно первого стацио-

нарного состояния дает: 
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  (4.2.8) 

Далее найдем характеристическое уравнение полученной си-

стемы. Для этого его решение будем искать в виде )exp( A , 

)exp( B . 
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  (4.2.9) 

Отсюда имеем: 

 02 02 
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u 
 .  (4.2.10) 

Корни этого уравнения 
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   при условии 

Du 0
2   всегда действительны и положительны – особая точка 

)0,0(  является неустойчивым узлом. Обратное условие приводит к 

бессмысленным решениям, соответствующим отрицательному 

числу больных. 

Линеаризация системы (4.2.7) относительно второго стацио-

нарного состояния дает: 
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  (4.2.11) 

Снова найдем характеристическое уравнение полученной си-

стемы. Решение будем искать в виде )exp( A , 

)exp( B . Тогда получим: 
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  (4.2.12) 

Отсюда имеем: 
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 .  (4.2.13) 

Корни этого уравнения: 
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    (4.2.14) 

всегда действительны и имеют разные знаки – особая точка ),0( 0  

является седлом. Фазовый портрет системы приведен на рис. 18. 

 

 

Рисунок 18. Фазовый портрет (4.2.7) 
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4.2.2 Триггерная автоволна переключения 

Покажем, что в неравновесной (температура электронов еT  

много больше температуры ионов iT ) полностью ионизованной 

плазме, находящейся во внешнем ВЧ-электрическом поле с учетом 

джоулева тепловыделения, потерь энергии электронами при со-

ударениях с ионами и электронной теплопроводности, существует 

автоволна перехода из одного стационарного состояния в другое. 

Уравнение движения электрона во внешнем поле имеет вид: 

   eei

Mm

vv

ieei
e vmEevvmEe

dt

vd
m

ie



  




.  (4.2.15) 

Его решение в поле  tiEE  exp0


 после выделения веще-

ственной части дается выражением 

 
 )sincos
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. Баланс энергии в плазме с 

учетом джоулева тепловыделения, потерь энергии электронами 

при соударениях с ионами и электронной теплопроводности мож-

но записать в виде: 
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Подставим в (4.2.16) выражение для скорости: 
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  (4.2.17) 

и усредним полученное уравнение по периоду колебаний: 
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Т.к. ei 2 , то температура за это время не может существенно 

измениться, тогда получаем окончательно: 
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.  (4.2.18) 

Введем безразмерные переменные: 
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где )()3( 2222
eiip emTE    – плазменное поле, тогда получим: 
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Будем разыскивать решение этого уравнения в виде бегущей вол-

ны: )( ctr   , приходим к обыкновенному дифференциальному 

уравнению: 
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  ,  (4.2.21) 

у которого на фазовой плоскости есть три особых точки: )0,( 1  и 

)0,( 3  – седла, а )0,( 2  – неустойчивый узел или фокус: 

0)( 1
2  fcpp , 3;2;1i , 0)( 1 f , 0)( 2 f , 0)( 3 f . Яс-

но, что при определенных условиях существует фазовая траекто-

рия, идущая из седла в седло, которой соответствует волна пере-

хода из одного стационарного состояния в другое. Пренебрегая в 

зоне интенсивного тепловыделения нестационарными слагаемы-

ми, получим: 0)(
2

2

 


f
dx

d
, откуда после интегрирования имеем: 
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где ),()( ud   индексы u  и d  обозначают нижнюю и верхнюю 

границы зоны интенсивного тепловыделения. Основной поток 

тепла идет на нагрев плазмы перед этой зоной, поэтому 

urdr )()(   . В области перед фронтом )(f  мало, и 
2

2

dx

d

dt

d 
 , 

откуда в СО, движущейся со скоростью с, получаем 
2

2

dx

d

dt

d 
 . 

Таким образом,  1

2/1

/)(2  













  ddfc . Нетрудно видеть, что 

структура фазовой плоскости зависит от величины электрического 

поля: при  EE , где E  следует из условия  
2

1

0)(





 df , 

скорость автоволны равна нулю (в силу того, что вне зоны 

тепловыделения  ~)(f , d  и u  заменены на 1  и 3 . При 

меньших полях автоволна является волной гашения, при больших – 

зажигания. Состояние 1 при 
 EE , очевидно, метастабильно и 

неустойчиво по отношению к достаточно большим возмущениям: 

если внутри нее возник достаточно крупный зародыш фазы 3 , то 

он начнет расти, и в результате вся плазма перейдет в наиболее 

устойчивое состояние благодаря распространению триггерной 

автоволны перехода [17]. Заметим, что уравнение, описывающее 

тепловую динамику плазмы, может быть переписано в виде: 
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где     
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)()( dzzf . Поэтому 

критический зародыш – абсолютно неустойчивое образование, 
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сколь угодно малое возмущение формы которого приводит к его 

росту или гибели, описывается уравнением 0
),(

][ 



tr

Ф


 или в 

явном виде:   0)(   rf . 

Полагая, с учетом симметрии задачи, его сферическим, полу-

чаем уравнение 0)(
2

2

2

 


f
dr

d

rdr

d
 с граничными условиями 
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0


rdr

d
,   1




r

r . 

В большом критическом зародыше падение температуры про-

исходит в узком слое, ширина которого много меньше критиче-

ского радиуса, поэтому он удовлетворяет уравнению 

0)(
2

2

2

 


f
dr

d

rdr

d

C

, 3)0(   , 1)(  r , при r . Из срав-

нения этой системы с уравнением автоволны перехода  получаем: 

crc 2 . Оценка интеграла 
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 df  с учетом определения 
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явного вида функции f  дает   
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EEdf , от-

куда скорость c  и радиус критического зародыша равны 
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4.3 Солитоны 

• Уравнение Кортевега – де Вриза 

Рассмотрим уравнения, описывающие так называемую ионно-

звуковую волну, бегущую в плазме по тяжелой (ионной) компо-

ненте, полагая, что концетрация ионов равна концентрации элек-
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тронов ie nn  . Они включают в себя уравнения непрерывности и 

движения для ионов и уравнение Пуассона для потенциала элек-

трического поля [77].  

Мы полагаем, что электроны движутся настолько быстро, что 

успевают отслеживать движение ионов, находясь с ними в равно-

весии, так что концентрацию электронов можно описать распреде-

лением Больцмана в электрическом поле с потенциальной энерги-

ей eU  . Тогда получаем: 
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Стационарные решения системы (4.3.1) имеют вид: 0  , 

ie nn  , 0i . Линеаризуем систему (4.3.1) относительно этих 

значений, разыскивая решения в виде ii nnn  0 , ii   ,   , 

где штрихованные величины первого порядка малости. Тогда по-

лучим дисперсионное соотношение: 

 
M

TTk

k

n
Tk

e
ne

x

x

v
n

t

n

x

n
Tk

xM

e

t

v

ieB
ikxtinv

i

eB

ii

i
iB

i

ii 























































 








 )exp(~';';'

02

2

0

'
'

4
'

,0
''

,
'''

. (4.3.2) 



 
 

113 

Так как обычно температура ионов много меньше температу-

ры электронов ie TT  , то последним слагаемым в первом уравне-

нии системы (4.3.1) можно пренебречь. Введем безразмерные пе-

ременные: 
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тогда получаем: 
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Откуда после приведения имеем: 
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Будем искать решение системы (4.3.7), разыскивая его в виде 

разложения по малому параметру: 
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 (4.3.8) 
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Введем новые переменные: 
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Подставляя эти разложения в (4.3.7), получаем: 
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Собирая слагаемые разных порядков, имеем: 
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Выражения в каждой из этих скобок по отдельности должны об-

ращаться в ноль, поскольку представляют собой различные функ-

ции переменных   и  . Поэтому получаем: 
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Собирая слагаемые, приходим к уравнению Кортевега – де Вриза: 
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где 21 . Уравнение (4.3.19) имеет решения различного типа: 

стационарные и нестационарные. 

• Решение вида бегущей волны z=x–wt. Обоснование предпо-

ложения о том, что уравнение (4.3.7) имеет решение подобного ви-

да, достаточно прозрачно. С одной стороны, нелинейное слагаемое 

в (4.3.19) отвечает за опрокидывание волны. Однако этот процесс 

сопровождается накоплением на фронте высоких гармоник. С дру-

гой стороны, дисперсионное соотношение для уравнения (4.3.7) (в 

исходной системе координат) имеет вид 3kkuSi   , откуда вид-

но, что фазовая и групповая скорости высших гармоник, начиная с 

некоторых критических значений, уменьшаются с ростом k . В силу 

этого нелинейное укручение фронта может компенсироваться дис-

персионным расплыванием волны. В результате имеем уравнение, 

которое может быть проинтегрировано [2, 42, 44]: 
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Умножим это уравнение на 
dz

dvi '  и проинтегрируем это уравнение 

еще раз: 
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  (4.3.21) 

Правая часть последнего уравнения очевидно положительна, а, 

следовательно, положительна и левая. Таким образом, из условия 

ограниченности решения при 0  для колебаний конечной ам-

плитуды i  должна быть ограничена областью 312 mm 


 , т.е. 

должно быть по крайней мере два действительных корня, и, зна-

чит, три корня, так как все коэффициенты функции )(


i  дей-

ствительны ([105] (график )(


i  приведен на рис. 19). Связь   и 

констант im  имеет вид ([105], стр. 146):   3/321 mmmw  . 

Пусть 321 mmm  , причем 21 mwm  . 
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Рисунок 19  

1. Если 32 mm  , тогда получаем: 

 

  

  .
12

'

12

'

3

'2

3''

'

''
'

3

212
212

212

21

21

21

21

11.192],2[

21

''
2

21

2
2













 
















 






























z
mm

chmmmv

z
mm

ch

mm

z

mm

mm
arth

mm

dz

mm

d

vmvm
dz

dv

i

i

i

ii

i

mv

ii
i

ii


















  (4.3.22) 

Скорость этого возмущения, называемого солитоном [1, 2, 38, 

42] (solitary – уединенный), равна 2
21

3
m

mm
w 


 . 

2. Если 32 mm  , тогда получаем решение в виде так называ-

емых кноидальных волн. Процедура его получения выглядит так: 
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Последнее уравнение – это уравнение для эллиптических 

функций Якоби [104, 110]. Поэтому: 
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  (4.3.23) 

Период и скорость этой волны определяются соотношениями [42]: 

)(
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 K
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 , 
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3
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mm
mw , 

а )(К  – полный эллиптический интеграл первого рода [104, 110]. 

• Уравнение sin-Гордон 

Атом твердого тела для большого числа эффектов можно счи-

тать классическим объектом, находящемся в периодическом по-

тенциале. Набор атомов при этом можно моделировать цепочкой 

частиц массы m , соединенных друг с другом пружинами жестко-

сти k , причем частицы скользят по синусоидально гофрированной 

поверхности [23, 44].  

 Пусть промежуток между частицами цепочки при неде-

формированном состоянии соединяющих пружин равен b , период 
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субсрата a, положение n –й частицы nX , положение n –й впадины 











4

3~ naxn , nnn xXx ~  – смещение n –й частицы относитель-

но n –й впадины. Потенциальная энергия частиц в поле тяжести 

равна   
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Для получения уравнения движения р –й массы воспользуем-

ся Лагранжевым подходом. Используя выражение для функции 

Лагранжа UTL   и уравнение Лагранжа: 
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,  (4.3.24) 

получаем уравнение: 
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Перейдем в уравнении (4.3.25) к непрерывному пределу: 
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 , получаем уравнение sin -Гордон: 
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встречающееся также в теории излучения, квантовой теории поля, 

других задачах и имеющее солитонные решения. Например, одно-

солитонное решение уравнения (4.3.26)) имеет вид ([92], раздел 

3.3.3]): 
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 ,  (4.3.27) 

где k ,  ,   – произвольные константы.  

Кроме уравнения КдВ и sin-Гордон, солитонные решения 

имеют и некоторые другие уравнения [92, 105, 111], среди кото-

рых можно выделить нелинейное уравнение Шредингера (НУШ): 
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и другие. 
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4.4 Автомодельные решения нелинейного эволюционного 

МГД уравнения в плазме с неадиабатическим нагревом  

и охлаждением 

Для описания стационарной структуры одномерных быстрых 

и медленных магнитогазодинамических волн в плазме с неадиаба-

тическим нагревом и охлаждением необходимо учесть влияние 

нелинейных слагаемых в исходной системе МГД уравнений. В од-

номерной геометрии она имеет следующий вид: 

2

22

z

Bc

z

B
V

z

B
V

z

V
B

z

V
B

t

B xx
z

z
x

z
x

x
z

x









































,  (4.4.1) 

2

22

z

Bc

z

B
VB

z
V

z

V
B

z

V
B

t

B yy

zzy
z

y

y

z

y











































,  (4.4.2) 
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Процессы нагрева и охлаждения учитываются с помощью 

обобщенной функции тепловых потерь ℑ(𝜌, 𝑇) аналогично пара-

графу 1.4.4. Кроме того, в уравнениях (4.4.1) – (4.4.9) учитывается 

электрическая проводимость плазмы 𝜎. 

Согласно стандартной методике теории возмущения предста-

вим возмущения стационарного состояния магнитного поля и 

плазмы в виде: 

 ),(),(),( 210 tzatzaatza  ,  (4.4.10) 

где 2
21 ~/,~/  aaaa , 1  – параметр первого порядка мало-

сти. 

Здесь под величиной a  понимается какая-либо переменная 

среды (плотность, давление, температура и т.д.). Нижним нулевым 

индексом обозначено невозмущенное состояние газа, нижний 

цифровой индекс обозначает порядок малости возмущения, ниж-

ний буквенный индекс обозначает соответствующую ему компо-

ненту векторной величины. Нижний буквенный индекс после за-

пятой означает производную по соответствующей переменной. 

После громоздких преобразований с учетом условия слабой 

дисперсии мы получаем следующее нелинейное уравнения для 
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Здесь введены следующие обозначения: 
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В уравнении (4.4.11) используются безразмерные переменные 

00,
~;

~
   sfc . 

Аналитическое решение и полная классификация всех воз-

можных структур, которые могут быть описаны обобщенным не-

линейным акустическим уравнением, представлена в работе [85], а 

также диссертации Макаряна [86]. Поскольку по форме получен-

ное нелинейное МГД уравнение совпадает с этим акустическим 

уравнением, то возможна также реализация этих структур в МГД 

среде. Ниже рассмотрим наиболее важные типы нелинейных ста-

ционарных волновых структур, получающихся в результате реше-

ния нелинейного эволюционного МГД уравнения, записанного в 

автомодельной форме. 
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Для определенности будем проводить описание стационарных 

волновых структур с помощью уравнения для плотности (4.4.11). 

Приведем уравнение (4.4.11) к виду, позволяющему описывать 

стационарные волны, распространяющиеся со скоростью 

wcD sf   , . Для этого воспользуемся следующей автомодельной 

заменой переменных  ~~~
w : 
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  (4.4.21) 

Здесь const  – это константа интегрирования по 
~

. Как ука-

зано в [85], уравнение (4.4.21) не имеет аналитических решений 

при 0 . Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать ана-

литическое решение, считая коэффициент 0 . 

Для возмущений и их производных, стремящих к нулю при 


~

, можно принять константу равной нулю 0const . Для по-

добных возмущений решение может быть записано в неявной 

форме: 

 |~|ln
)(~

|~|ln
~ 11

0 i

i

cri

i

cr 








 


 .  (4.4.22) 

Величина 0  – это произвольная постоянная. Кроме этого, 

введены следующие обозначения: 

.;;
2

;2~

0

21

00 

















 mwmw
crcri 


   (4.4.23) 

Как можно видеть из (4.4.22) и (4.4.23), форма решения будет 

определяться величиной и знаком низкочастотных коэффициентов 

теплоемкости и низкочастотным коэффициентом нелинейности. 
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В рамках данного параграфа будем исследовать влияние в 

первую очередь изоэнтропической (акустической) неустойчивости 

на динамику бегущих волн. Условия неустойчивости энтропийной 

моды (изобарической и изохорической неустойчивости) не выпол-

няются, т.е. 0,0 00  VP СС .  

На рисунке 20 описаны интегральные кривые уравнения 

(4.4.21), соответствующие трем возможным областям параметров 

1cri   , 1cri    и 1cri   . 

 

Рисунок 20. Интегральные кривые при различных значениях i  [86] 

 

 
Рисунок 21. Возможные формы решений в отсутствии диссипативных 

членов [86]: (a) Волна с плавным повышением плотности за фронтом, (b) 

Волна с плавным уменьшением плотности за фронтом, (c) Ударный 

автоволновой импульс, (d) Волна разрежения 
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Представленные интегральные кривые, позволяют описать че-

тыре типа возможных решения: 

1. Волна с плавным повышением плотности за фронтом (ри-

сунок 21а) с разрывом на средней ветви интегральной кривой I 

(рисунок 20). Согласно [87], данный тип решения существует в 

среде, где 0 , если одновременно выполнены условия  

2cri    и 1cri    (4.4.23), и в среде, где 0 , если выпол-

нены условия 21 cricr   . В связи с тем, что в среде, где 

0 , для критических значений выполнены неравенства 

01 cr  и 02 cr , то волна с плавным повышением плотности за 

фронтом в данной среде не реализуется. В противоположном слу-

чае, когда 0 , решение существует, и величина газодинами-

ческого скачка определяется величиной d , а скорость распро-

странения фронта волны определяется величиной w : 

 .
2

. 00 m
w

m ii
d












   (4.4.24) 

2. Волна с плавным уменьшением плотности за фронтом (ри-

сунок 21b) с разрывом на верхней ветви, интегральной кривой I 

(рисунок 20). Данный тип решения существует в среде, где 

0 , если одновременно выполнены условия 21 cricr   , 

и в среде, где 0 , если выполнены условия 2cri    и 

1cri   . В отличие от волны с плавным повышением плотности 

за фронтом, данный тип решения существует при любых отноше-

ниях коэффициентов нелинейности друг к другу. Величина газо-

динамического скачка d  и скорость фронта определяются анало-

гично предыдущему решению с помощью выражения (4.4.24). 

Стоит отметить, что в случае 2cri    решение представляет со-

бой ступеньку. 
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3. Волна разрежения, представленная на рисунке 21d. Данный 

тип решения соответствует интегральной кривой III, представлен-

ной на рисунке 20. Условием реализации данного решения в среде, 

где 0 , является область значений параметров 1cri   . Дан-

ное решение является эволюционно неустойчивым, и оно не реа-

лизуется в среде. 

4. Аналитическое решение для случая 

 01 2  mcri   описывается интегральной кривой II (ри-

сунок 20). Данной интегральной соответствует решение в виде 

ударного импульса, представленного на рисунке 21с. Численное 

моделирование показывает, что условием реализации решения в 

виде ударного импульса для начальных возмущений в виде слабых 

ударных волн является 10 cri   . Это решение может суще-

ствовать только в среде с отрицательной дисперсией. Оно имеет 

форму сильно асимметричного импульса с амплитудой p  за пе-

редним разрывным фронтом и экспоненциальным спаданием к 

невозмущенному значению сзади («хвостом»): 
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Данный импульс распространяется в среде со скоростью pw . 

Важно подчеркнуть, что решение в виде импульса не зависит 

от начального условия и представляет собой, в отличие от уеди-

нённых импульсов консервативных систем (солитонов), автовол-

ну. Тем не менее данные быстрые и медленные МГД структуры 

также обладают свойством восстанавливать форму после взаимо-

действия («столкновения») подобно солитонам. 
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ГЛАВА 5 ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛН 

5.1 Трехволновое взаимодействие волн 

Пусть в среде с дисперсией и нелинейностью распространя-

ются волны с j  и )( jj kk  . В результате взаимодействия 

из-за нелинейности в среде возникает волна с частотой 





1j

jjI kn  и волновым вектором 



1j

jjI knk


. Амплитуда этой 

волны останется малой, если I  и Ik


 не удовлетворяют диспер-

сионному соотношению )( II k   и нарастает, если )( II k   

(взаимодействие – резонансное). Для наиболее важного случая 

трех волн условие резонансного взаимодействия (условие синхро-

низма) [2], рис. 22 приобретает вид: 

 321   , 321 kkk


 .  (5.1.1) 

 

 

Рисунок 22. Условия фазового синхронизма 

Рассмотрим общую схему анализа взаимодействия волн, счи-

тая волны одномерными. Пусть некоторое поле в слабонелинейной 

среде описывается системой уравнений вида: 
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где u


 – мерный вектор, 1 . При 0  поле в среде является 

суперпозицией гармонических волн: 

 ..)( скeau xikti   


,  (5.1.3) 

где   – комплексная амплитуда, зависящая от начальных и гра-

ничных условий, 


 – поляризационный вектор, определяемый 

системой: 

   0ˆˆˆ  


CBikAi ,  (5.1.4) 

а   и k  связаны дисперсионным уравнением: 

     0ˆˆˆdet,  CiBkAkD  .  (5.1.5) 

Одну из компонент вектора 


 всегда можно положить равной 

единице, тогда остальные находятся из системы (5.1.5). Будем рас-

сматривать взаимодействие конечного числа волн вида (5.1.3), для 

которых выполнены условия синхронизма. (То, что условия син-

хронизма выполнены лишь для конечного числа волн, означает, 

что система обладает дисперсией). 

При 1  решение (5.1.2) будем искать в виде: 

        txwскektxatxu
j

xikti

kjj
jj ,.,,,








,  (5.1.6) 

заранее предполагая, что амплитуда медленно меняется в простран-

стве и во времени. Для того, чтобы решение (5.1.6) было справедли-

вым, надо, чтобы поправка  txw ,


 не нарастала со временем. Под-

ставляя решение в (5.1.2), получим уравнение для w  в виде: 

  txgwC
x

w
B

t

w
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,  (5.1.7) 
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где  
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Чтобы функция  txw ,


 при любых х , t  оставалась ограни-

ченной, необходимо и достаточно, чтобы в правой части системы 

(5.1.7) отсутствовали резонансные члены, т.e. правая часть должна 

быть ортогональна собственным функциям линейной задачи. Так 

как нелинейность полиноминальна, правые части (5.1.7) являются 

периодическими функциями по х , t , и их можно представить в 

виде ряда Фурье: 
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  (5.1.8) 

Функции  txw ,


 также представляются в виде: 

   ..,
1

скeWtxw
N

r

xikti
r

rr 





  (5.1.9) 

После подстановки (5.1.8) и (5.1.9) в (5.1.7) получим, прирав-

нивая коэффициенты при экспонентах с одинаковыми показателя-

ми, неоднородную систему алгебраических уравнений для опреде-

ления W


:   rrrr FWCBikAi


 ˆˆˆ , откуда l  – компонента вектора 

W


 записывается в виде  
 

 



N

j

rrjjl

rr

rrl kFD
kD

i
kW

1

,
,

, 


 , 

где Djl  – алгебраические дополнения матрицы D . Если конец 
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вектора  rr k,  не лежит на дисперсионной кривой, т.е. это не 

собственная волна системы, то   0,ˆ rr kD   и добавок ограничен. 

В противном случае W


 будет секулярно нарастать. Чтобы этого 

не было, надо изъять из уравнения для добавка резонансный член. 

Математически это сводится к выполнению равенства 

  0,
1




N

j

rrjjl kFD  . Так как ljjlD 


  Djl , где 
j


 – собствен-

ные функции сопряженной с системой (5.1.7), последнее условие 

можно записать в виде   0,
1





N

j

rrjj kF 


. Это и есть условие ор-

тогональности. Отсюда с учетом (5.1.8), (5.1.9) для комплексных 

амплитуд jа  получим уравнения: 
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Используя соотношения 
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запишем последнее выражение в виде: 
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Это и есть искомые уравнения для комплексных амплитуд 

взаимодействующих квазигармонических волн. 
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Взаимодействие электромагнитных волн в среде с нели-

нейной намагниченностью. 

Уравнения Максвелла с учетом связи PED 4  могут быть 

записаны в виде: 
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 .  (5.1.13) 

Дисперсионное соотношение для электромагнитных волн по-

лучаемое путем отбрасывания нелинейных слагаемых и поиска 

решения в виде ~ xikti rre
 , имеет вид: 
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Положим, в соответствии с приведенной выше теорией, 1E .  

Тогда: 
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Будем искать решение в виде суммы трех волн: 
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     txwскektxaRPHE
j

xikti

kjRPHEj
jj ,.,,,,, ;;;








, 

где частоты взаимодействующих волн и волновые числа удовле-

творяют условию (5.1.1), рис. 23. Уравнения для комплексных ам-

плитуд имеют вид: 
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Отметим, что если условие (5.1.1) не выполняется, то правая 

часть уравнения (5.1.16) является быстроосциллирующей и в сред-

нем за достаточно большой промежуток времени дает вклад в 

уравнение следующего порядка малости. 

С учетом конкретного вида нелинейных зависимостей 

 3)( GEgEEj   и 2)( HHB   и наличия расстроек частоты и 

волнового числа   321 , kkkk  321  из (5.1.13) 

следуют уравнения: 


















































,

,

,

31321333
3

3
3

13213222
2

2
2

23123111
1

1
1

titi

titi

titi

eaaieaaag
x

a
v

t

a

eaaieaaag
x

a
v

t

a

eaaieaaag
x

a
v

t

a













  (5.1.17) 
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где g
D
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Рисунок 23   
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ГЛАВА 6 АВТОМОДЕЛЬНЫЕ ВОЛНЫ 

6.1 Бегущие и автомодельные волны 

Решения типа бегущей волны и автомодельные решения часто 

встречаются в различных приложениях. Существование этих ре-

шений обычно связано с инвариантностью рассматриваемых урав-

нений относительно преобразований сдвига и растяжения сжатия. 

• Бегущие волны. 

Решениями типа бегущей волны называются решения вида [95] 

 )()(),( tkxuzutxu  .  (6.1.1) 

Поиск решения типа (6.1.1) проводится прямой подстановкой 

выражения (6.1.1) в исходное уравнение: 
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  (6.1.2) 

Мы, в частности, видели, что к рассмотренному здесь типу 

относятся уравнения, анализировавшиеся выше. 

• Автомодельные волны. 

1. Автомодельные решения. Автомодельными называют ре-

шения вида: 

      xtUtUttxu ),( .  (6.1.3) 

Существование этих решений связано с инвариантностью 

рассматриваемых уравнений относительно преобразований рас-

тяжения сжатия (подобия) [95].   

Автомодельные решения существуют, если растяжение пере-

менных по правилу wCuCxCt mk  ,,  , где 0С  – произ-

вольная константа, при соответствующем выборе k  и m  эквива-

лентно тождественному преобразованию, т.е. исходное уравнение 
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в результате совершения над ним преобразований (6.1.1) перехо-

дит в такое же уравнение: 
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  (6.1.4) 

В этом случае, если функция  txu ,  является решением 

первого из уравнений (6.1.4), то функция  ,w  является ре-

шением второго из уравнений (6.1.4). Свяжем   и   с k  и m : 
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   (6.1.5) 

Последнее выражение удовлетворяет первому из уравнений 

(6.1.3). Требуя, чтобы (6.1.5) совпадало с (6.1.1) С , получаем 

km   , . После этого подстановка автомодельного решения 

(6.1.1) в первое из уравнений (6.1.4) приводит нас к обыкновенно-

му дифференциальному уравнению для )(U . 

В качестве примера рассмотрим уравнение теплопроводности 

с нелинейным источником и нелинейным коэффициентом тепло-

проводности: 
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Преобразование (12.1.2) приводит нас к уравнению: 
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Приравнивание степеней С  (чтобы получившееся уравнение 

совпало с исходным, дает уравнения    mkmm  211 , 

имеющие единственное решение 
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mk . Далее 

находим вид автомодельного решения  
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xtUtu . Под-

ставляя его в уравнение для U , получаем: 
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