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I .  СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ

I . I .  Случайный О КС п о римент и случайные события

В теории вероятностей рассматриваются случайные (стохасти
ческие) эксперименты, которые могут быть повторены сколько угодно 
раз, но результаты которых не могут быть наперед предсказаны. С 
каждым случайным экспериментом связывают пространство элементарных 
событий У? - совокупность возможных исходов эксперимента. Слу
чайные события, связанные с данным случайным экспериментом, - под
множества в пространстве элементарных событий Л  . Предполагает
ся, что совокупность всех подмножеств, которые мы интерпре
тируем как случайные события, связанные с данным экспериментом, яв
ляется (о -алгеброй. При этом Л  - достоверное событие, <?> - 
невозможное событие. Включение В с £  обозначает, что событие В  
влечет событие В  • Сумма событий /TUB  ( или В + В  ) есть собы
тие, состоящее в том, что осуществляется по крайней мере одно из
событий: В  или В  . Произведение событий В  В  в  (или В  В  ) -
событие, состоящее в том, что осуществляется и В ,  и В  . В  - 
событие, противоположное В  , т .е . состоящее в том, что В  не 
наступает. Если Bf)B~<pi то события В  и В  называют н е с о в
м е с т н ы м и .  Разность событий В  и В  - это событие, со
стоящее в том, что осуществляется в  и не осуществляется В  .
Разность событий В  vi В  обозначают так:

В  | В  и л и  В - В  -

С и м м е т р и ч е с к о й  р а з н о с т ь ю  с о б ы т и й  
В  и В  называется событие 

( B \ B ) U ( B \ f l ) ~ B A B -

П о л н о й  г р у п п о й  с о б ы т и й  называется сово
купность событий/?,,..., .удолветворяющих условиям: B7UB2U . .. UBn~ 
= Л  и = ф для всех к *  j  .



Пространство Л  элементарных событий называется д и с 
к р е т н ы м  (конечным или счетным), если множество Л  конеч
но или счетно: f i  = \OJ1, aJ2

З А Д А Ч И

1.1.1. Бросаются две игральные кости. Пусть событие Я  со
стоит в том, что сумма очков четная, а В  заключается в том,что 
выпала хотя бы одна единица. Описать пространство элементарных 
событий, события Я В , Д+3, В  В .

1.1.2. Описать пространство элементарных событий, соответст
вующих трем испытаниям, в каждом из которых может наступить успех

Y  или неуспех Н
Выразить через элементарные события: а) событие /В - в пер

вом испытании наступил успех; б) событие В  - наступило ровно 
два успеха; в) событие С - наступило не больше двух успехов.

1.1.3 . Среди студентов, собравшихся на лекцию по теории 
вероятностей, выбирают наудачу одного. Пусть событие В  заклю
чается в том, что выбранный окажется юношей. Событие В  - в том, 
что он не курит, а событие С  - в том, что он живет в общежитии: 
а) описать событие В В С  ; б) при каком условии будет иметь место 
тождество Я В С ^ Д  ? в) когда будет справедливо соотношение Я £ В  ?
г) когда будет равенство Я = В  , будет ли оно иметь место, если 
все юноши курят?

1.1.4. Мишень состоит из десяти кругов, ограниченных концен
трическими окружностями с радиусами 5V  (х =  f,2 , причем
Zf <.Z2 <, . . -<Tf0 . Событие Я«  - попадание в круг pajnyca z#-
Что означают события B - J& f o ' ,  С =П^Я# ; D ~As^6) Е  =А1Д2 ?

1.1.5. Проверить следующие соотношения между случайными со
бытиями :

а) Д+В =■ АЬ j 
в) АД:Д*А*/1; 
д) А<& - А В ,

б ){А*В)\Ь-А\ЛЬ--ДЕ, 
т)(А*В)С <= АС*6С;

п ~ а



1Л .6 . Найти простые выражения для событий:
а) (А+&КА+&), Ъ)(А+&)(А+В)(А*&) ;  в )(A+S)(B+C) .
1 .1.7. Установить, какие из следующих соотношений правильны:
&)/д+в)\с • / ! * № ) ;  б) а з с  с  а * в ;
в) /5С = А В (С *& ); г) (Я+В)С =

д) =А+3  .

1.1.8 . Обязаны ли совпадать события А и б  , если :
а) А - 3 ; б) flue - 6UC  ( б  - некоторое событие); а) АС -ВС  (£ -  
некоторое событие); г )A fA U B )  - &(AUB)'i Д) А (А\В>) = & (& \ А  )  ;
е) fl(A\&) = &(А\В) ; Ж) /718 -- ^  ?

1.1.9. Прибор состоит из двух блоков первого типа и трех бло
ков второго типа. События: /?*- ( ^  = 1,2) - исправлен ^  -й блок 
первого типа, 8 /  ( j  =1,2,3) - исправлен J  -й блок второго 
типа. Прибор работает, если исправны хотя бы один блок первого ти
па и не менее двух блоков второго типа. Выразить событие С , оз
начающее работу прибора, через А  к  и 3 j ’ .

1.1.10. Найти событие X  из равенства
Х+~А + Х + А  = 8.

1.1.11. Когда возможны равенства

а ) А ' 3 = А ;  б) А  3  = A  j  в ) А + в * А З °

1.1.12. Из таблицы случайных чисел наудачу взято одно число. Со- 
оытие А  -выбранное число делится на 5; событие 8  -_данное чис
ло оканчивается нулем. Что означают события А -3  и А З  ?

1.1.13. Пусть А,3,С - три произвольных события. Найти выражения 
для событий, состоящих в том, что из А, В, С  произошли: а) только^’
5) А и 3 , но С не произошло; в) все три события; г) по край- 
:ей мере, одно событие; д) одно и только одно событие; е) не прои
зошло ни одного события; ж) не более двух событий.

■ I. I . I I .  Пусть А  с  В  . Упростить выражения:
а) А З  ' б) Л+Q; в) А З С  j  Г ) А + З+ С .
I . I . I 5 . Доказать, что следующие события достоверны:
а) (А < В ){А * В ) +fA*3)X A 4 3 )  ■ б) s jfA +  8) (A + g j



I Л .16. Доказать, что событие
/A+&)(A+B)fA+&)fA+Bj невозможно.

1.1.17. Пусть - случайные события. Выяснить смысл ра
венств :

а) АВС = А  ;
б) А+й*С* 4.

1. 1.18. Игральная кость подбрасывается дважды. Описать вероят
ностное пространство. Описать события:

А  - сумма очков равна 10;
& - по крайней мере один раз появится 6 очков.

1.1.19. Показать, что ( А+3)С-АС*йС  имеет место тогда и 
только тогда, когда АС-ВС,

1.1.20. Рабочий изготовил СЬ деталей. Пусть событие
A iЛ  г /,2, . . , ,  п )  заключается в том, что L -я изготовленная им 
деталь имеет дефект. Записать событие, заключающееся в следующем:

а) ни одна из деталей не имеет дефектов;
б) хотя бы одна деталь имеет дефект;
в) только одна деталь имеет дефект;
г) не более двух деталей имеют дефект;
д) по крайней мере две детали не имеют дефектов;
е) две детали дефектны.

V/ I . I . 2 I .  Из множества супружеских пар наугад выбирается одна 
пара. Событие А  ; мужу больше 30 лет; событие & : мук старше 
жены; событие С  : жене .больше 30 лет.

а) выяснить смысл событий ABC, А- А В ,А 8 С ^
б) проверить, что А С ^ 3 .
I Л .22• Два шахматиста играют одну партию. Событие А : выи

грывает первый игрок; событие В  : выигрывает второй игрок. Какое 
событие следует добавить к указанной совокупности, чтобы получилась 
полная группа событий?

I Л .23. Сумма А*& двух событий может быть выражена как сум
ма двух несовместных событий: А* 3  - A  '/■б - А З ]

Выразить аналогичным образом сумму трех событий А ,В ,С ,
V  1.1.24. Пусть г -у 6о е /\ .

Г А (и))= [ о \  a J e A
(функцию Ад (и !) называют индикатором события А  ) .  Доказать,что:



а) I ^ f c u )  * 7 4 ГиГ )1л [ « г ) ;

б) 1Й4&f ia )  * Ь № )  + Z& f a )  ~ Z* № ) ! * № ) :

в) 1Л М *  /-  1 д Г * ) ;

г) J + a  < * )  • J* f c j f - M J  ■
1.2. Классическое определение вероятности

Для многих случайных экспериментов с конечным пространством 
элементарных событий из соображений симметрии можно априори уста
новить, что элементарные события равновозможны. Тогда вероятность 
каждого элементарного события равна Jp ( п .-  число исходов),
а вероятность события Г) вида

Те из равновозможных элементарных событий u S  , которые влекут 
А  , называются б л а г о п р и я т с т в у ю щ и м и  и с х о - г  

д а м и.
При решении задач на классическое определение вероятности 

следует вычислить число всех равновозможных исходов в эксперимен
те, а затем - число благоприятствующих исходов. Обычно это можно 
сделать комбинаторными методами.

З А Д А Ч И

1.2.1. Найти вероятность того, что в А  выбранных наугад 
цифр не входит: а) 0 ; б) I ;  в) ни 0 , ни I ;  г) или 0 , или I .

1.2.2. Среди 25 экзаменационных билетов имеется 5 "счастли
вых" и 20 "несчастливых". Студенты подходят за билетами по очереди. 
У кого больше вероятность вытащить счастливый билет: у того, кто 
подошел за билетами первым, или у того, кто подошел вторым?

1.2.3. Игральная кость подбрасывается шесть раз. Вычислить 
вероятность того, что выпадут все шесть граней.

1.2.4. Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу 
кубиков одинакового ревмера. Полученные кубики тщательно перемеша
ны. Определить вероятность того, что наудачу извлеченный кубик бу
дет иметь две окрашенные грани.

1.2.5. Из последовательности чисел 1, 2 , . . . , Л- наугад выби
рают два числа. Какова вероятность того,что одно из них меньше А  . 
а другое больше А  , где У < К  < П. - произвольное целое число? ^

определяется равенством —



v  1.2.6. Числа I , 2,3,4,5 написаны на пяти карточках. Наугад 
последовательно выбираются три карточки и вынутые таким образом 
цифры ставятся слева направо. Найти вероятность того, что получен
ное при этом трехзначное число будет четным.

1.2.7. Бросают две игральные кости. Найти вероятность того, 
что сумма выпавших очков равна 5.

1.2.8. В лифт семиэтажного дома на первом этаже вошли три че
ловека. Каждый из них с одинаковой вероятностью выходит на любом 
этаже, начиная со второго.

Найти: а) вероятность того,что все пассажиры выйдут на раз
ных этажах; б) ошибку в предлагаемом ниже решении этой задачи.

Р е ш е н и е :
Р -  а  ;  гг - т  -- с } *  г о ,

Л 1 ? - 1
откуда г -  г 'б  что и требуется.

1.2.9. /V человек случайным образом рассаживаются за круг
лым столом (Л/> 2). Найти вероятность Р  того, что два фикси
рованных лица А  и в  окажутся рядом.

1.2 . 10. П  человек, в том числе Р  и Q  , становятся
в ряд в случайном порядке. Найти вероятность того, что между Р  и 

Q. окажется ровно п ъ  человек (событие А  ) .
1 .2 .11. За круглый стол в случайном порядке садятся 5 мужчин и 

5 женщин. Найти вероятность того, что два лица одинакового пола не 
окажутся рядом (событие А  ) .

1.2.12. Из урны, содержащей шары с номерами 1 ,2 , . . . ,  А/ ,/Сраз 
вынимается шар и каждый раз возвращается обратно. Найти вероятность 
того, что номера вынутых шаров образуют возрастающую последователь
ность.

1.2.13. Только один из П, ключей подходит к данной двери. 
Найти вероятность того, что придется опробовать ровно К  ключей 
для открывания этой двери (событие А  ) .

1.2.14. Числа 1 ,2 , . . . ,  П* расставлены случайным образом. 
Найти вероятность того, что числа I  и 2 расположены рядом и притом 
в порядке возрастания.

1.2.15. Случайно размещаются ^  шаров по А/ ящикам. Яри 
П - W  найти вероятность того, что ровно один ящик окажется пус

тым.
1.2.16. Найти вероятность того, что дни рождения 12 человек 

придутся на разные месяцы года.



1.2.17. В шкафу П, пар ботинок. Из них случайно выбираются 
2 t  ботинок ( ) .  Найти вероятность того, что: а) среди вы
нутых ботинок нет парных; б) имеется ровно одна пара.

1.2.18. Показать, что при одновременном бросании четырех кос
тей более вероятно получить хотя бы одну единицу, чем при 24 бро
саниях двух костей получить хотя бы один раз две единицы.

1.2.19. Из колоды в 36 карт вынимаются наудачу 3 карты. Найти
вероятность того, что среди них окажется один туз.

1.2.20. Некоторые пассажиры считают номер трамвайного, тролей- 
бусного или автобусного билета "счастливым", если сумма первых его 
трех цифр совпадает с суммой последних трех цифр. Найти вероятность 
получить "счастливый" билет.

1.2.21. Из урны, содержащей М  белых и М-М  черных шаров, 
извлекается без возвращения ГЬ шаров. Найти вероятность того, 
что среди них окажется ЯТ- белых, /Yls тсг^(м, П<).

1.2.22. Колода из 36 карт разделена на две равные части. Най
ти вероятность того, что каждая из полуколод будет одного цвета.

1.2.23. Батарея, состоящая из К  орудий, ведет огонь по 
группе из Z самолетов ( K s  £ ). Каждое орудие выбирает себе цель 
случайно и независимо от других. Найти вероятность того, что:

а) все К  орудий будут стрелять по одной и той же цели;
б) все орудия будут стрелять по разным целям.
1.2.24. Имеются М  шариков, которые случайным образом раз

брасываются по Л/ лункам (A/>m J  , Определить вероятность того, 
что в первых М  лунках будет только по одному щарику.

1.2.25. Определить вероятность того, что серия наудачу выбран
ной облигации не содержит одинаковых цифр, если номер серии может 
быть любым пятизначным числом, начиная с 00001.

1.2.26. Колода из 36 карт четырех мастей после извлечения и 
возвращения одной карты перемешивается и снова из нее извлекается 
одна карта. Определить вероятность того, что обе извлеченные карты 
одной масти.

1.2.27. В лотерее >Ъ билетов, из которых ^  выигрышные.
Как велика вероятность выигрыша для того, кто имеет К  билетов?

1.2.28. Группа, состоящая из £.Л/ мальчиков и 2 А/ девочек, 
делится олучайным образом на две равные части. Найти вероятность 
того, что в каждой части число мальчиков и девочек одинаково. 
Вычислить эту вероятность, используя формулу Стирлинга.



1.2.29. Некий математик носит с собой две коробки спичек. 
Каждый раз, когда он хочет достать спичку, он выбирает наугад одну 
из коробок. Найти вероятность того, что когда математик вынет пус
тую коробку, в другой коробке окажется Ъ  спичек ( Z- =0 , 1,2 , * . ,

<V)\ /Ъ - число спичек, бывших первоначально в каждой из коро
бок) .

1.2.30. Каждая из П  палок разламывается на две части - 
длинную и короткую. Затем 2 п  полученных обломков объединяются 
в п  пар, каждая из которых образует новую "палку". Найти ве
роятность того, что: а) все обломки объединены в первоначальном 
виде; б) все длинные части соединены с короткими.

1.2.31. Найти вероятность того, что единицей окажется послед
няя цифра: а) квадрата; б) четвертой степени; в) результата умноже
ния на произвольное целое число выбранного наудачу целого числа ^ .

1.2.32. Десять студентов условились ехать определенным электро
поездом, но не договорились о вагоне. Какова вероятность того,что 
ни один из них не встретится с другим, если в составе электропоез
да 10 вагонов? Предполагается, что все возможности распределения 
студентов по вагонам равновероятны.

1.2.33. Участник лотереи спортлото "6 из 49" на первой кар
точке отметил номера (4,12,20,31,32,33), а на второй - (4,12,20,41, 
42,43). Найти вероятность того, что участник получит ровно два ми
нимальных выигрыша.

1.3. Геометрические вероятности .

В приводимых задачах рассматривается такая схема: в некоторой 
области Л  IV - мерного пространства наугад берут точку. При 
этом под выражением "точка взята наугад" понимается следующее: ве
роятность P fA )  того, что точка попадает в область /I с_Г2 состав
ляет Р № ) ~ > где т (•)- мера Лебега на -О.

З А Д А Ч И
1.3.1. Какова вероятность того, что сумма двух наугад взятых 

положительных чисел, каждое из которых не больше I ,  не превзойдет 
I ,  а их произведение будет не больше 2/9?

1.3.2. Спутник двигается по орбите между 60° северной широты
и 60° южной широты. Считаем, что вероятность падения спутника в лю
бую область пропорциональна площади этой области. Вычислить вероят
ность падения спутника севернее 30° северной широты.
10



1.3.3. К автобусной остановке в течение каждых 10 минут под
ходит один автобус А  и один б  . Оба автобуса прибывают на 
остановку в случайный момент времени на каждом 10-минутном интер
вале. Стоянка А  - I  мин, 6  - 1,5 мин. Какова вероятность то
го, что одному автобусу придется ожидать, пока другой покинет ос
тановку?

1.3.4. В круг радиусом /{ наудачу бросают точку. Какова 
вероятность того, что расстояние от этой точки до центра круга не 
превысит Z- ?

1.3.5. На отрезке длины С наугад взяты две точки. Какова 
вероятность того, что расстояние между ними меньше к  б , если
О <К 1 ?

1.3.6. В круг радиусом в  вписан правильный П, -уголь
ник. В круг бросают наугад точку. Какова вероятность того, что точ
ка попадет внутрь многоугольника?

1.3.7. На окружности радиуса R  наудачу взяты две точки. 
Какова вероятность того, что расстояние между ними не превышает Z
(г я )?

1.3.8. ьадача ыоффона. Плоскость разграфлена параллельными 
линиями, отстоящими друг от друга на расстоянии . На плос
кость наудачу бросают иглу длиной Z t ( L  <&) . Найти вероятность 
того, что игла пересечет какую-нибудь прямую.

1.3.9 . На отрезок[0,1] наудачу брошено две точки,разбившие 
его на три отрезка. Какова вероятность того, что из них можно по
строить треугольник?

У К А З А Н И Е .  За множество 12 принять пары чисел, являю
щиеся координатами брошенных точек.

1.3 .ID. Задача о встрече. Двое договорились встретиться на 
отрезке времени [ 0 ,Т J  . Первый пришедший ждет второго время 
Найти вероятность того, что встреча произойдет.

У К А З А Н И Е .  За множество Л . принять точки квадрата

{  ( ч  Ч ) : 0 *  Ч  < Т  , 0 *  4  * T J ,

где i-t ъ. - моменты прихода встречающихся.
1.3 .I I . В любые моменты интервала времени Т  равновозможны 

Поступления в приемник двух независимых сигналов. Приемник будет 
перегружен, если разность между моментами поступления сигналов бу
дет меньше £ . Определить вероятность P fA )  того,что приемник
будет перегружен.



т .4. Аксиомы теории вероятностей.
Независимость случайных событий

Пусть 12. - пространство элементарных событий, - ал
гебра подмножеств Д2- ( 6~ - алгебра случайных событий), так,что

/ / J Q c c T _
Дг)ест А е - т о  А & J  ;— * О» (__
Д,) если Al eJ~ ( L ~ ), то ^ ■

Предположим, что каждому случайному событию А поставлено 
в соответствие такое число Р/А )  , что для него выполнены условия:

P i) Р/А)>Р для каждого А
Рг) Р(&)=*

jРл ) если последовательность {A/iJ случайных событий такова, что 
At-ЛА/=фъщ l ></ , то

Р ( U А .) %  M i )
L- 1  ̂ Л

Утверждения A i, Pi и составляют систему аксиом тео
рии вероятностей. Измеримое пространство (/2.,& ,Р )  - пространст
во 52. с мерой Р(‘)  на б ” - алгебре А- называют в е р о 
я т н о с т н ы м  п р о с т р а н с т в о м .

Случайные события А и & ( А называются неза
висимыми, если Р(АЛВ)- Р/А)Р/в) - __

Случайные события А т , AnfAi^, с - *.п)  называются н е з а 
в и с и м ы м и  в с о в о к у п н о с т и ,  если

PfAi^n... ЛД£к)= Р (* й )-  № * )

ДЛЯ любых к  - /,. •, П и is.

З А Д А Ч И

1.4.1. С помощью аксиом теории вероятностей доказать, что:
ъ)Р{ф)- 0 ; б) Р/А)~ РР/А) ; в) если А^В  , то р/Ah P(S)r) P/A)s /

для каждого случайного события
1.4.2. Пусть А  'а В  - случайные события. Доказать, что 

PfAUB)  = P/А ) + P /B J- Р /А Л в)



1.4.3. Пусть Л, &■£ - случайные события. Доказать, что

P(AVBUC)-- PfA) * № ) +Р(с) -ррллв) - РРЛЛС) - РГЗ ПС) +
ч- Р(ЛЛ&ЛС)

1.4.4. Доказать, что
Р (л \ ь )  = р / а )~ р {Л л в ) ;  

р ( Л а в  )  = р { л )  + р (в )  - г р / 'л л ь )

1.4.5. Показать, что для любых двух событий Л  и В
ррллв )^  р[ л )^  р (Л(У8 )$  ррл ) + РР& );

may [P fл ) , PPB)J ?P fA U B ) v[PAA), Pf&)J

\
1.4.6. Пусть вероятность каждого из событий Л  и 6  равна 

/̂з . Доказать, что
P fA B )=  Р / Л В )  .

1.4.7. Известны вероятности событий _Д , Л Л В # Найти 
вероятность событий: а) Al/R> ) б) Д Л В  ) в) A U & ',  т)А Л Е> '
Д) (ЛЛВ )  ;  е) ЛЛЪ ;  я ) ДЛ(Лив); з ) ди(ЛЛВ).

1.4.8. Пусть I? »  /-*»°, + ° ° )  и 3- - 6~ - алгебра всех
подмножеств Q  . Для каждого Ле3- положим

Р ( А )  = ,
пе/г

где /Ъ принимает целые положительные значения. Является ли 
Р )  вероятностным пространством?

1.4.9. Пусть 0 . - ’[ (Л*,сР г , . . ]  - произвольное счетное множество, 
( / ‘п 3 “  последовательность таких неотрицательных чисел, что
^ 7p n -‘f '  ^  ~ система всех подмножеств -О. . Для каждого ffeSP

положим
"Jj/ L ■

Доказать, что (S2,3~, Р )  - вероятностное пространство.
!» !•  Ш» Пусть J2. - область в PL - мером эвклидовом прост

ранстве R  , которая имеет конечную меру Лебегу; ™  (■) - мера 
Иебега на -»с , Пусть для каждого множества выполняется
Равенство Р/А)=-Л2-— . Доказать,что ( -О., РЛ ,Р ) . - вероятност-
ioе пространство.



1.4 .11. Пусть /7 и 6  - случайные события, р 0 - вероят
ность того, что не наступает ни одно из них, p i  - вероятность 
того, что наступает одно и только одно событие, ps - вероятность 
того, что наступят оба события. Выразить через Р /А  )  ,

Р/В  )  , P fA A B ).
1.4.12. Пусть рп  - вероятность того, что наступает п  со

бытий из событий А,В,С  ( п. = 0 ,1 ,2 ,3 ). Выразить р п  через Р/Л),
Р/Ь) , Р/С) , Р/ДЛВ) , PfAf]d) , Р(ДЛВПС).

1.4.13. Пусть P fP )z  0,S , P(B)z . Доказать, чтоPfAAB)*Q,(>
1.4.14. Пусть Д-i,.-, Ап - случайные события. Доказать, что
a) ,
°) P i п /1, I . У- Р ( р л , JС:А 1-1
1.4.15. Доказать, что для любых П событий A/,Az.~ ■, А п

Р (  А<ЛДг Л . . .П  А п )■? Р/А<)+Р(Аг)+- Л  Р{Ап)-/п-<  )

1.4.16. Доказать, что для двух любых событий А и В  вы
полняется соотношение /РД А П В)-РЛ А  )Р(Р>)

1.4.17. Получить формулу для вероятности суммы событий 
Af, An  ̂ ^

P ( G , i h t ^ t ±  P fA .A A p )^
'г--/” */ 777 к?4

п г  n-i _п Л I
Р (Д к  Л  А/Л-Ас)- ■■■ + (- ')

7 / ркн

Записать эту формулу для случая, когда совпадают вероятности произ
ведений при одинаковом числе перемножаемых событий.

1.4.18. Урна содержит /7 занумерованных шаров с номерами 
от I  до /7 • Шары извлекают по одному без возвращения. Найти ве
роятность того, что не будет ни одного совпадения номера шара и по
рядкового номера извлечения. Найти предельное значение вероятности 
при Л  ° °  .

1.4.19. Какова вероятность извлечь из колоды в 36 карт фигу
ру любой масти или карту пиковой масти (фигурой называется валет,
дама или король)?

1.4.20. В двух урнах находятся шары, отличающиеся только цве
том, причем в первой урне 5 белых шаров, I I  черных и 8 красных, а
14



во второй соответственно 10, 8 и 6. Из обеих урн наудачу извлека
ется по одному шару. Какова вероятность, что оба шара одного цве
та?

1.4.21. Монету бросают до тех пор, пока два раза подряд она не 
упадет одной и той же стороной. Найти вероятность того, что:а) опыт 
окончится до пятого бросания; б) потребуется четное число бросаний;
в) потребуется нечетное число бросаний.

1.4.22. Два стрелка,вероятность попадания в мишень каждого из 
которых 0,7 и 0,8, соответственно, производят по одному выстрелу. 
Определить вероятность хотя бы одного попадания в мишень.

1.4.23. Три стрелка производят по одному выстрелу по одной и 
той же мишени. Вероятности попаданий при этом равны 0,4; 0,6; 0,7. 
Найти вероятность того, что в мишени будет: а) ровно одна пробоина;
б) хотя бы одна пробоина.

1.4.24. Два охотника стреляют в волка, причем каждый делает по 
одному выстрелу. Для первого охотника вероятность попадания в цель 
0,7, для второго 0,8. Какова вероятность попадания в волка? Как из
менится результат, если охотники сделают по два выстрела?

1.4.25. Абонент забыл последнюю цифру номера телефона и по
тому набирает ее наудачу. Определить вероятность того, что ему при
дется звонить не более трех раз.

1.4.26. Двое поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у кого 
раньше выпадет герб. Определить вероятность выигрыша для каждого 
из игроков.

1.4.27. Два стрелка поочередно стреляют по мишени до первого 
попадания. Вероятность попадания для первого стрелка в  =0,2, а 
для второго = 0,3. Найти вероятность того, что первый стрелок 
сделает больше выстрелов чем второй.

1.4.28. В электропоезд, состоящий из fb вагонов,входят 
KfK>^ п )  пассажиров, которые выбирают вагоны наудачу. Опреде

лить вероятность того, что в каждый вагон войдет хотя бы один пас
сажир.

1.4.29. Разрыв электрической цепи может произойти вследствие 
выхода из строя элемента К  или двух элементов К ,  и , 
которые выходят из строя независимо друг от друга с вероятностями 
0,3, 0,2, 0,2 соответственно. Определить вероятность разрыва элек
трической цепи.

1.4.30. Имеется группа из К  космических объектов, каждый из 
которых независимо от других обнаруживается радиолокационной стан



цией с вероятностью Р  . За группой объектов ведут наблюдение 
независимо друг от друга т  радиолокационных станций. Найти 
вероятность того, что не все объекты, входящие в группу, будут 
обнаружены.

1.4.31. Вероятность выхода прибора из строя после того, как 
он применялся К раз, равна Р(Р-) . Найти вероятность выхода 
прибора из строя при его последующих /Ъ применениях, если при 
предшествующих Ш  применениях прибор из строя не вышел.

1.4.32. Электрическая цепь составлена из элементов 1,2,3,4,3. 
Вероятности их отказов соответственно равны 0,5; 0,7; 0,9; 0,8;0,6,

rfCXJ-
V Р и с .  I

Найти вероятность отказа цепи, допуская, что элементы работают не
зависимо друг от друга.

1.4.33. Вероятность хотя бы одного попадания в цепь при 
четырех выстрелах равна 0,9984. Найти вероятность попадания в цель 
при одном выстреле.

1.5. Условные вероятности.
Формулы полной вероятности и Байеса

Пусть - вероятностное пространство и Р (Ь )> 0  ,
5 бЗ- . Условной вероятностью события Д /Д Р?) при условии, что осу
ществилось событие 6 , называется величина

Pf/f/lB)
РГв)

Если Р/В>)>-0 t то P{AAd>) -

Это равенство называется ф о р м у л о й  у м н о ж е н и я  
в е р о я т н о с т е й .  —.

Если H i, И  л - полная группа событий и Р/Не Р  = ,
то для любого события A fA e c A )  справедливо равенство

P / A ) -  t ,  P f H j P f A / ^ ) ,

называемое ф о р м у л о й  п о л н о й  в е р о я т н о с т и .



Если Н/,..., Мп  полная группа событий, P f H c )>О  I l - f. л ) t 
а & - данное случайное событие такое, что Р(в>)>0 , то

/ / . P(HL)P(& /HL)
Р(Не в )  ~ ±_ Р(НК)Р (Ы Н .)

к : ->
Это равенство называется ф о р м у л о й  Б а й е с а .

Формулы полной вероятности и Байеса остаются справедливыми и 
тогда, когда события Н /...7 Нп попарно несовместны и А  с и  Не,

С' У

З А Д А Ч И

1.5Л .  Три раза подбрасывается монета: а) описать пространст
во элементарных событий; б) описать события: Р  - дважды выпал
герб, 6  - по крайней мере один раз выпал герб; в) вычислить
Р(АЛ6), Р(&)  и pfp/e>) .

1.5.2. Известно, что при бросании Ю-ти игральных костей поя
вилась по крайней мере одна единица. Какова вероятность того, что 
появились две или более единиц?

1.5.5. Бросают три игральные кости. Какова вероятность того, 
что хотя бы на одной из них выпала единица, если на трех костях 
выпали разные грани?

1.5.4. Игральная кость подбрасывается два раза. Известно, что 
сумма очков равна 10. Какова вероятность, что при этом один раз поя
вилось 6 очков?

1.5.5. Показать, что если А и Р> - несовместны и
рро)

Р(Рив)Н -Р, то- P f4 /РИ в) = Pf'/JJ + p/в J

1.5.6. Дано: Р )Л / в )  = 0.7^ /> {Л/в)-0 .3% Р/& /А )  ,  ОМ 
Найти P f  А )  .

1.5.7. В урне 5 шаров, отличающихся только номерами 1,2,3,4,5. 
Вынимается выбранный наугад шар и отмечается его номер. Вынутый 
шар возвращается в урну. После тщательного перемешивания из нее 
вновь наугад вынимается шар. Известно, что первый раз был выбран 
шаР I .  Какова вероятность во второй раз вынуть шар 2?

1.5.8. В урне находятся 5 шаров, отличающихся только номерами 
1»2,3,4,5. Вынимается выбранный наугад шар. Вынутый шар не возвра
щается в урну. Вновь наугад вынимается шар. Известно, что первый
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раз был выбран шар I .  Какова вероятность во второй раз вынуть 
шар 2?

1.5*9. Симметричная монета подбрасывается г% ~ 10 раз. Из
вестно, что при третьем подбрасывании выпадает герб. Какова вероят
ность того, что этот герб выпал первый раз?

1.5.10. Против самолета были пущены две ракеты. Самолет был 
сбит. Найти вероятность того, что при этом первая ракета попала
в самолет, если вторая попадает в него с вероятностью 0,5, а сов
местный пуск обеспечивает поражение с вероятностью 0,8.

1 .5 .11. В ящике лежат 20 теннисных мячей, из них 12 новых и 
8 игранных. Для игры берут наугад 2 мяча а после игры возвращают 
в ящик. Затем из ящика'-вынимают 2 мяча для следующей игры. Найти 
вероятность, что оба эти мяча будут новыми.

1.5,12» Батарея из трех орудий произвела залп, причем два 
снаряда попали в цель. Найти вероятность того, что первое орудие 
дало попадание, если вероятности попадания в цель первым, вторым 
и третьим орудиями соответственно равны 0,4, 0,3 и 0,5.

1.5.13. Определить вероятность того, что выбранное наудачу 
изделие является первосортным, если известно, что Щ всей продук
ции брак, а 75% небракованных изделий соответствуют требованиям 
первого сорта.

1.5.14. Известно, что Р(Л)=0.3, Pf8 A  O.J> t Р (4/ в )- О,3£ . 
Найти вероятности Р{Д  и В)^ P f4 P B J , P f# / вf  P f6 / # ) ,  P f 41/6J,

р(дпв).
1.5.15. Вероятность того, что в электрической цепи напряжение 

превысит номинальное значение, равна / v  . При повышении напряже
ния вероятность аварии прибора равна / г  . Определить вероятность 
аварии прибора вследствие повышения напряжения.

1.5.16. Два из трех независимо работающих элементов вычисли
тельного устройства отказали. Найти вероятность того, что отказали 
первый и второй элементы, если вероятность отказа первого, второго 
и третьего элементов соответственно равны /у = 0,2; * 0,4;

/з = 0,3.
1.5 Л ? .  При игре в бридж раздаются 52 карты. Каждый из четы

рех участников получает набор из 13 карт. При раздаче карт по ошиб
ке одна карта перевернулась и оказалась тузом. Какова вероятность 
(условная) того, что в этом наборе карт будет ровно 3 туза?

1.5.18. Из колоды в 52 карты вытаскивается черная карта. Из 
оставшихся 51 карты наугад выбираются 13 карт, причем оказывается, 
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что все они одного цвета. Показать, что условная вероятность того, 
что они красные, равна 2/3.

1.5.19. Пусть Р/Л ) =0,8; Р ( & )  = 0,6; РДЛ/В) = 0 ,5 ._  __ 
Найти вероятность события ЛЬ и условную вероятность P f&/Л).

1.5.20. Вероятность того, что прибор не откажет к моменту 
времени , равна 0,8, а вероятность, что он не откажет к мо
менту времени ^равна 0,6 . Найти вероятность того, что
прибор, не отказавший к моменту времени / у , не откажет и к мо
менту времени .

Из колоды в 36 карт вынимается одна карта. Рассмат
риваются события:

А - появление туза,
8 -  появление карты красной масти, 
с  - появление бубнового туза,
0  -  появление десятки.

Определить, зависимы или независимы следующие пары событий:
а) А и S  ; б) Л и  С ; в ) В и С  ; г ) В  и Я  д) Си £>.

1.5.22. События Р и Р> несовместны, P fA j *  О  и P f& j4 -0  
Зависимы ли данные события?

1.5.23. Пусть Р[в)  ?0  и выполняется равенство
P (A /B ) + P fA ) = l

Что можно сказать про события Л  и S  ?
1.5.24. События Л  и 3  несовместны и Р/6) > 0  . Вычис

лить Р/ А  /В )

1.5.25. Доказать, что если события Л ж В  независимы,то 
события Л  и б  , а' также А ш 6  независимы.

1.5.26. Доказать, что если Р/Л )>о  к PfB/A)=PfB/Л)^ то собы
тия Л  и 3  независимы.

1.5«27» События Л  ж В ■/ , а также Л  и независи
мы, a Q.f я б *  -  несовместны. Доказать, что события А 
и b{ UBg_ независимы.

1.5.28. Вероятность попадания в самолет равна 0,4, а вероят
ность сбить самолет равна 0,1. Найти вероятность того, что при
попадании в самолет он будет сбит.

1.5.29. Доказать, что если РЛЛ) =0,9; P/8J = 0,8^то



1.5.30. Вероятность поступления Л  вызовов на телефонную 
станцию за промежуток времени £ равна f t  ( к )  . Считая числа
вызовов за любые два соседних промежутка времени независимыми,опре
делить вероятность /г* (•$) поступления S  вызовов за промежу
ток времени P t  .

1.5.31. По каналу связи может быть передана одна из трех по
следовательностей букв: АААА, ВВВВ, СССС. Известно, что вероятнос
ти каждой из последовательностей равны соответственно 0,3; 0,4;0,3. 
В результате шумов буква принимается правильно с вероятностью 0,6. 
Вероятность того, что переданная буква будет принята за каждую из 
двух оставшихся, равна 0 ,2 . Предполагается, что буквы искажаются 
независимо друг от друга. Найти вероятность того, что передано 
АААА, если на приемном устройстве получено АВСА.

1.5.52. В первой урне 2 белых шара и 3 черных шара, а во вто
рой - I  белый и 4 черных. Из первой урны во вторую переложили два 
шара. Найти вероятность того, что вынутый из второй урны шар ока
жется белым. '

1.5.33. В стройотряде 70% первокурсников и 30% студентов вто
рого курса. Среди первокурсников 10% девушек, а среди студентов 
второго курса -■ 5% девушек. Все девушки по очереди дежурят на кух
не. Найти вероятность того, что в случайно выбранный день на кух
не дежурит первокурсница.

1.5.34. Передатчик на одной из позиций импульсного кода мо
жет передать " 1"(импульс)вероятностыо 1/5 и "О"(отсутствие импуль
са) с вероятностью 4/5. Найти вероятность т о е о , что эту позицию 
приемник примет как " I " ,  если вероятность преобразования помехами 
«I» в "О" равна I /Ю, а "О" в " I "  - 3/10.

1.5.35. Вероятности того, что во время работы ЭВМ возникает 
сбой в арифметическом устройстве, в оперативной памяти и в ос
тальных устройствах относятся как 3:2:5. Вероятности обнаружения 
сбоя в арифметическом устройстве, в оперативной памяти и осталь
ных устройствах соответственно равны 0,8; 0,9; 0,9. Найти вероят
ность того, что возникший в ЭВМ сбой будет обнаружен.

1.5.36. У рыбака имеется три излюбленных места для ловли рыбы, 
которые он посещает с равной вероятностью каждое. Если он закиды
вает удочку на первом месте, рыба клюет с вероятностью /у ; на 
втором месте - с вероятностью / I  ; на третьем с вероятностью
Д  . Известно, что рыбак, выйдя на ловлю рыбы, три раза закинул 

удочку и рыба клюнула только один раз. Найти вероятность того,что 
он удил рыбу на первом месте.



1.5.37. Приборы изготавливаются двумя заводами. Первый изго
тавливает 2/3 всех изделий, второй - 1/3. Надежность (вероятность 
безотказной работы) прибора,изготовленного первым заводом,равна// 
вторым Д. . Определить полную надежность /* прибора, поступив
шего в производство.

1.5.38. Имеется гъ экзаменационных билетов, каждый из ко
торых содержит два вопроса. Экзаменующийся знает ответ не на все

вопросов, а только на к < 2 п  • Определить вероятность того, 
что экзамен будет сдан, если для этого достаточно ответить на оба 
вопроса своего билета или на один вопрос .из своего билета и на 
один (по выбору преподавателя) вопрос из дополнительного билета.

1.5.39. Из полного набора костей домино наугад берутся две 
кости. Определить вероятность того, что вторую кость можно приста
вить к первой.

1.5.40. Три машины производят болты, причем первая машина 
производит 25% всей продукции, вторая машина - 35% и третья - 40%. 
Доля брака в продукции первой машины 5%, в продукции второй маши
ны - 4%, в продукции третьей - 2%. а) Чему равна вероятность того, 
что наудачу взятый болт окажется дефектным? б) Случайно выбранный 
из продукции болт оказался дефектным. Каковы вероятности того, что 
он произведен первой, второй, третьей машинами?

1.5.41. В первой урне 2 белых и 3 черных шара, во второй -
2 белых и 2 черных, в третьей - 3 белых и I  черный. Из первой урны
переложен наугад один шар во вторую. После этого из второй урны
также наугад переложен один шар в третью. Наконец, из третьей урны 
опять какой-то из шаров наугад переложен в первую. Какое распреде
ление шаров в первой урне представляется наиболее вероятным? Что 
является более вероятным - сохранение первоначального состава пер
вой урны или его изменение?

1.5.42. Из урны, содержащей М  белых и Л/- М  черных шаров, 
один шар неизвестного цвета утерян. Какова вероятность извлечь на
удачу из урны белый шар?

1.5.43. Сообщение состоит из "точек" и "тире". Помехи искажают 
2/5 "точек" и 1/3 "тире" (при искажении каждый сигнал переходит в 
противоположный). В сообщении "точки" и "тире" встречаются в отно
шении 5:3. Определить вероятность того, что принят передаваемый 
сигнал, если принята: а) "точка"; б) "тире".

1.5.44. Два датчика посылают сигналы в общий канал связи, при
чем первый из них посылает вдвое больше сигналов, чем второй.Вероят-



ность получить искаженный сигнал от первого датчика равна 0,06, от 
второго - 0,03. Какова вероятность получить искаженный сигнал в 
общем канале связи?

1.5.45. Предположим, что экзаменующийся отвечает на тест, вы
бирая ответ из пяти данных альтернатив. Вероятность того, что экза
менующийся знает ответ, равна 2/3, а вероятность того,что он будет 
отвечать, выбирая случайным образом одну из пяти альтернатив, рав
на 1/3. Определить условную вероятность того, что экзаменующийся 
знал ответ, при условии, что из списка возможных ответов он выбрал 
правильный.

1.5.46. Две урны Я  и В  содержат цветные шары в следую
щем составе: Я  - 5 зеленых и 7 красных, В  - 4 зеленых и
2 красных. Какова вероятность вынуть зеленый шар, если: а) снача
ла случайно выбирается урна и затем вынимается из нее шар; б) ша
ры из двух урн перекладываются в третью и шар вынимается из нее.

1.5.47. Известно, что 95% выпускаемой продукции удовлетворяют 
стандарту. Упрощенная схема контроля признает пригодной стандарт
ную продукцию с вероятностью 0,98 и нестандартную с вероятностью 
0,06. Определить вероятность того, что изделие, прошедшее упрощен
ный контроль, удовлетворяет стандарту.

1.6. Последовательности независимых испытаний.
Предельные теоремы в схеме Бернулли

С х е м а  Б е р н у л л и .  На практике очень часто встреча
ется следующая схема: производится /г независимых (в  теоретико
вероятностном смысле) испытаний (экспериментов), в каждом из кото
рых с вероятностью р  может произойти фиксированное событие Я  • 
Тогда вероятность того, что в серии из п. испытаний событие Я  
произойдет ровно т  раз, определяется формулой Бернулли

т  т. Я1~гт\
Рп ( т )  = Сп Р  р , т  = 0.1.2,...,л ,

где ^  = 1-р •



Если ггъ изменяется от 0 до <Ъ , то вероятности Рп(т ) 
сначала возрастают, а затем убывают, достигая наибольшего значения 
при W -£пр t p ] ,  если число пр+р  - не целое; если же пр + р  -  
целое число, то имеются две максимальные вероятности:

Pn (r> p+ p) и  Рп (пр-ср  )

Л о к а л ь н а я  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а  
М у а в р а  - Л а п л а с а .  Если П~> р/о<р<^ постоянно, вели
чина Х т -̂ ограничена равномерно по т  и П  , то

УпрдрРп (т )
п Р  ° °  Lf l(РГП "ЧХгп)

У
где Р(к )  ~ fppf Р  “  плотность вероятностей стандартного нормаль

ного закона, значения которой табулированы 
(табл. I I I ) .

Из этой теоремы следует, что при больших П

р п( ^ ) ~  Р Щ Г ^ ( у р = ^ ) '

И н т е г р а л ь н а я  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а  
М у а  в- р а - Л а п л а с  а. В условиях предыдущей теоремы при
— ^ Cl ^

А хг

{.Сгг) р [ а  - *  £ J  = ^

г, ос Иj
Функция Ф /х) d  С( называется ф у н к ц и е й  Л а п л а -- G°
с а. Значения этой функции можно найти в таблицах. При этом следу
ет иметь в виду, что Р/х) + ф [-х )-  I  , Иногда вместо значений
функции 9Э/*“У табулируются (табл.П2) значения функции 9°0^ )  = 

у р* -иР
~ .сзр J  Р г о/и 1 которая связана с функцией <P/xJ равенством

pp/jc)- Я р/х ) у ♦ Из интегральной теоремы Муавра-Лапласа сле
дует, что при больших П..-



Т е о р е м а  П у а с с о н а .  Если л~*о° и Р ^ - О  так,
ЧТО П р ~ ^ Х ,  0 <̂ Х , ТО

\т -А 
P . t m ) - > % r t y .

при любом постоянном , т  =0,1,2,........... В этом случае для
вычисления вероятностей Р „ ( т  ) могут быть использованы табл.ПЗ,П4.

Н е з а в и с и м ы е  и с п ы т а н и я  с н е с к о л ь 
к и м и  и с х о д а м и .  Предположим, что в результате каждого 
из tv  независимых испытаний может произойти одно из т  собы
тий fli, Аз.,... , Яп-> с вероятностями р ! ,Р г , . . . ,Р т  соответственно,
Р^+р^*... + рт - I  . Через Ph(K i,KZf..„Km ) обозначим вероятность
того, что в П  испытаниях событие наступит Kl раз,
L '  / т  .
Тогда t

Рп (*,, Кг., Кт .'Я  /%,*"* ■

З А Д А Ч И

1.6 .1. Вероятность попадания в цель р  =0,25. Сбрасывается 
единично 8 бомб. Найти вероятность того, что будет: а) не менее
7 попаданий; б) не менее одного попадания.

1.6.2. Монета бросается 20 раз. Найти наивероятнейшее число 
появления герба.

1.6 .3. Производится 10 независимых выстрелов по цели, вероят
ность попадания в которую при одном выстреле равна 0,2. Найти:
а) наиболее вероятное число попаданий; б) вероятность того, что 
число попаданий будет не меньше 2 и не больше А.

1.6.4. Определить вероятность того, что номер первой встре
тившейся автомашины не содержит: а) цифры 5; б) двух пятерок. Из
вестно, что все номера 4-значные, неповторяющиеся и равновозможные.

1.6.5. В некотором семействе имеется 10 детей. Вероятность 
рождения мальчика и девочки равна 1/2. Найти вероятность того, что:
а) имеется 5 мальчиков и 5 девочек; б) число мальчиков заключено 
между 3 и 8 .



1.6.6. Что вероятнее: выиграть у равносильного противника
3 партии из 4 или 5 из 8 (ничьих не бывает).

1.6.7. В одном из матчей на первенство мира по шахматам ничьи
не учитывались, и игра шла до тех пор, пока один из участников
матча не набирал 6 очков ( выигрыш - I  очко, проигрыш и ничья -
О очков). Считая участников матча одинаковыми по силе, а резуль
таты отдельных игр независимыми, найти вероятность /*■ того, 
что при таких правилах в момент окончания матча проигравший на
бирает К очков, К. = <Oj J,..., S ' .

1.6.8. Испытание заключается в бросании 3 игральных костей, 
Найти вероятность того, что при 10 испытаниях ровно з 4 испытаниях 
появится в точности по две "6".

1.6.9» Сколько нужно взять случайных цифр, чтобы цифра "6“ 
появилась хотя бы один раз с вероятностью, не меньшей 0,9?

1.6.10. Во время тренировок установлено, что спортсмен может 
улучшить прежний результат с вероятностью у °  при каждой попыт
ке. Какова вероятность того, чт-о на очередных соревнованиях, где 
разрешается три попытки, спортсмен улучшит свой результат?

1.6.11. Вероятность возникновения опасной для прибора пере
грузки в каждом опыте равна 0,4. Определить вероятность отказа 
прибора в серии из трех независимых опытов, если вероятность от
каза прибора при одной, двух и трех опасных перегрузках соответ
ственно равна 0,2; 0,5| 0,8.

1.6.12. Вероятность появления некоторого события в каждом
из 18 независимых опытов равна 0,2. Определить вероятность появле
ния этого события по крайней мере 3 раза.

1.6.13. Вероятность появления события Д  хотя бы один раз 
при четырех -независимых испытаниях равна 0,59. Какова вероятность 
появления события й  при одном опыте, если при каждом опыте эта 
вероятность одинакова?

1.6.14. На отрезок [0 ,10 ] наудачу брошено 5 точек. Найти 
вероятность того, что две точки попадут в [0 ,2 ], одна в [2 ,3 ] ,  две 
в [3,10]..

1.6.15. В круг вписан квадрат. Какова вероятность того, что 
из 10 точек, брошенных наудачу в круг, четыре попадут в квадрат, 
три - в один сегмент и по одной - в оставшиеся три сегмента.

1.6.16. Театр, вмещающий 1000 человек, имеет два разных вхо
да. Около каждого из входов имеется свой гардероб. Сколько мест 
Должно быть в каждом из гардеробов для того, чтобы в среднем в



99 случаев из 100 все зрители могли раздеться в гардеробе того 
входа, через который они вошли? Рассмотреть два случая: а) зрите
ли приходят парами; б) зрители приходят поодиночке. Предположить, 
что зрители выбирают входы с равными вероятностями.

1»б.17. Найти вероятность того, что в £.п  испытаниях по схе
ме Бернулли с вероятностью успеха р  в первых п  испытаниях будет 

т .  успехов, а в последних Г1 испытаниях — L  успехов, и 
при этом один из них наступит в испытании с номером Z r t  .

1.6.18. Каждый из девяти шаров с одинаковой вероятностью мо
жет быть помещен в один из трех первоначально пустых ящиков. Опре
делить вероятность того, что: а) в каждый ящик попало по три шара;
б) в один ящик попало 4, в другой - 3, а в оставшийся - 2 шара.

1.6.19. В урне имеется три шара: черный, красный и белый. Из 
урны шары по одному извлекают 5 раз, причем после каждого извле
чения шар возвращают обратно. Определить вероятность того, что чер
ный и белый шары извлечены не менее, чем по 2 раза каждый.

1.6.20. Партия из 100 изделий подвергается выборочному конт
ролю. Партия бракуется, если среди пяти проверяемых изделий обна
руживается хотя бы одно негодное. Какова вероятность того, что 
партия будет забракована, если в ней содержится 5% негодных изде
лий.

1.6.21. Брошено 6 правильных игральных костей. Какова вероят
ность выпадания цифры и1" а) хотя бы один раз; б) ровно один раз;
в) ровно два раза. Найти точные значения и сравнить с результатом, 
полученным по формуле Пуассона.

1.6.22. Среди семян пшеницы 0 , 6% семян сорняков. Какова вероят
ность при случайном отборе 1000 семян обнаружить: не менее 3 семян 
сорняков; не более 16 семян сорняков; ровно 6 семян сорняков? (При
менить теорему Пуассона).

1.6.23. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 
0,001. Найти вероятность попадания в цель двумя и более выстрелами 
при залпе в 5000 выстрелов (применить теорему Пуассона).

1.6.24. Задача - шутка. Имеется тесто в количестве \/ для 
изготовления булок с изюмом, который берется в количестве /2  изю
минок. Какова вероятность того, что в наугад выбранной булке будет 
хотя бы одна изюминка, если на каждую булку идет &  теста. (Ре
шить двумя способами: с использованием теоремы Пуассона и без нее.)

1.6.25. Некоторая машина состоит из 1000 деталей. Каждая де
таль независимо от других деталей может оказаться неисправной с



вероятностью 0,0003. Машина не работает, если в ней неисправны 
хотя бы две детали. Найти вероятность того, что машина не будет 
работать.

1.6.26. Найти вероятность того, что число выпаданий " I "  при 
12000 бросаний игральной кости заключено между 1900 и 2150.

1.6.27. На факультете 730 студентов. Вероятность рождения 
каждого студента в данный день равна 1/365. Найти наиболее вероят
ное число студентов, родившихся I  января, и вероятность того, что 
найдутся три студента с одним и тем же днем рождения.

У к а з а н и е .  Использовать локальную теорему Муавра-Лап- 
ласа.

1.6.28. В страховом обществе застраховано 10000 лиц одного 
возраста и одной социальной группы. Вероятность смерти в течение 
года для каждого лица равна 0,006. Каждый застрахованный вносит 
I  января 12 рублей страховых. В случае смерти его родственники 
получают от общества 1000 рублей. Найти вероятность того, что:
а) общество потерпит убыток; б) общество получит прибыль, не мень
шую 40000, 60000, 80000 рублей.

1.6.29. Вероятность некоторого события в каждом из п. испы
таний равна Р  . Найти вероятность того, что: а) частота наступ
ления события при гь =1500 отклонится от р  =0,4 в ту или 
другую сторону меньше чем на 0 ,02 ; б) число появлений события бу
дет заключено между 570 и 630 ; 600 и 660 ; 620 и 680 ; 580 и 640 
(при ' I ' =1500 и р  =0,4).

В каких границах находится та частота события при П  =1200, 
вероятность отклонения которой от f3 = равна 0,985?

Сколько испытаний необходимо произвести, чтобы вероятность 
отклонения частоты от р  - -j- в ту или другую сторону меньше чем 
на 0,01 была равна 0,995?

2. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И СЛУЧАЙНЫЕ ВЕКТОРЫ

2.1. Случайные величины. Распределение вероятностей
и числовые характеристики

Пусть (J2  < F,p) - вероятностное пространство.. С л у ч а й - 
н о й  в е л и ч и н о й  называется функция /  = Х/«// на J2. , 
которая измерима относительно €Г - алгебры, т .е . такая функция, 
для которой при каждом действительном сс

{  CV : X ( u ) ) < = Z j  £  27



Ф у н к ц и е й  р а с п р е д е л е н и я  с л у ч а й 
н о й  в е л и ч и н ы  У. называется функция

Jrfx ) = р {с о ; Х;/сл)< X  J  .

Если Ррс) _ функция распределения случайной величины X  ,
то

P i a s  X <■ £ ]  = Р/4)- Г,pzj , fo< 6) .

Случайная величина X  называется д и с к р е т н о й ,  
если функция Y/сб) имеет конечное или счетное множество значений
X/ 7 Xg, ? ,., 7 Ж  п ■ .

Набор чисел Р [ ^ ■ Х / и ? )  = X .P j ~ р с  ? (  L ~ " ' )

называют р а с п р е д е л е н и е м  д и с к р е т н о й  
с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы .  Разумеется, ? О  и 51 /?--Х 
Функция распределения дискретной случайной величины определяется 
равенством

Р (о с )  - ZLyOi- .
[с  :XL<xJ

Случайная величина X  называется н е п р е р ы в н о й ,
если ее функцию распределения P fx  )  можно представить в виде 

х

P/к) .

Функция J f e )  называется п . л о т н о с т ь ю  р а с п р е 
д е л е н и я .  Почти для всех X  выполняется равенство P'P>c)=Jfx)
Плотность распределения неотрицательна, SX fx )e /x ~  j  и для лю
бых действительных & и В  fQ  <= & )

Р  [о . % У  с  В  У  ~ S^ fx )cX x  ■
в-

Случайная величина X fcrf) имеет математическое ожидание,если 
существует интеграл

MXfuf)  JXfu/)  dPfo*) -- MX.
-12



Если Ffx ) - функция распределения X  , тоо°
МУ = J'xo//'/х) ■-С*э

В частности, для дискретной случайной величины У
И Х - XX /-'.•< .

а если X  ~ непрерывная случайная величина о плотностью рас
пределения t ТО

/ у у  = Sx/M afx .

то

^ (Х .) _ борелевская функция и ^  2?/^

/

Если

=S$fa)d Ffsz) .

Величина об. = "'называется н а ч а л ь н ы й  м с - <
м е н т о м  К  - г о п о р я д к а, а величина ,yV< Н У ) 
ц е н т р а л ь н ы й  м о м е н т о м  К  - г о  п о 
р я д к а  случайной величины X , Центральный момент JU  ̂ на
зывается д и с п е р с и е й '  с л у ч а й н о й  в е л и ч и 
ны X и обозначается У) У  . Нетрудно проверить, что

- & , )*■

З А Д А Ч И

2.1.1» Случайная величина X  принимает значения: - I,  О, I
с вероятностями, соответственно равными 1/4, 1/2, 1/4. Написать 
выражение и построить график функции распределения величины X  •

2.1.2. Случайная величина X  имеет следующее распределе
ние вероятностей:

Х  1-2 [-1 10 I I  I 2
Р  / 0 ,1  10,2 (0,2  (0,4/ 0,1



Найти выражение и построить график функции распределения X  •
Найти вероятность того, что величина X  примет значение, 

не превосходящее по абсолютной величине " 1".
2.1.3. Игральную кость бросают п  раз. Найти функцию рас

пределения числа выпадений шестерки.
2.1.4. Монету бросают П- раз. Найти функцию распределения:

а) числа выпадений герба; б) отношения числа выпадений герба к чис 
лу выпадений цифры.

2.1.5. Монету бросают, пока не выпадет цифра. Найти функцию 
распределения числа выпадений герба.

2.1.6. Случайная величина X  распределена по следующему

- 1 0 I
р 0,2 0,3 0,5

Найти И {Х )  и М .

2.1.7. Монету бросают до первого выпадения герба. Найти сред
нее число бросаний.

2.1.8. Из урны, содержащей т .  белых и 71 черных шаров, 
извлекается по одному шару без возвращения до первого появления 
белого шара. Найти математическое ожидание числа вынутых шаров.

2.1 .9. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу 
отобраны две детали. Найти функцию распределения, математическое 
ожидание и дисперсию числа стандартных деталей среди отобранных.

2.1.10. Из урны, содержащей М  белых и М  черных ша
ров извлекается без возвращения R , шаров. Число белых шаров X  
среди них имеет гипергеоыетричеокое распределение:

P f ) ( -  т )  -  С™  С *~” АС Г  ,  О, f, .. „m in  X " , ” )

Найти М  У и Ю Х
2 .1. 11. Найти математическое ожидание и дисперсию числа оч

ков при одном бросании игральной кости и суммы очков при бросании 
двух игральных костей.

2.1.12. Бросают / Ь  игральных костей. Найти математическое 
ожидание числа таких бросаний, в каждом из которых выпадает ровно

/г? шестерок, если общее число бросаний равно Л/  .
2.1.13. На пути движения автомашины 4 светофора. Каждый из 

них с вероятностью 0,5 либо разрешает, либо запрещает автомашине 
30



дальнейшее движение. Найти закон распределения числа светофоров, 
пройденных автомашиной без остановки, записать в виде таблицы.

2 .1 . 14. Мишень состоит из круга № I  и двух концентрических 
колец о номерами 2 и 3. Попадание в круг № I  дает 10 очков, в 
кольцо № 2 - 5 очков, в кольцо № 3 - (-1) очко. Вероятности попа
дания в круг № I  и кольца № 2 и № 3 соответственно равны 0,5; 0,3; 
0,2. Найта закон распределения для случайной суммы выбитых очков
в результате трех выстрелов.

2.1.15. Стрелок имеет три патрона и стреляет в цель до пер
вого попадания или пока не кончатся патроны. Вероятность попада
ния в цель при каждом выстреле равна 2/3. Найти закон распределе
ния, математическое ожидание и дисперсию числа израсходованных 
патронов.

2.1.16. Случайная величина X  полагается равной 0, если 
на правильной игральной кости в результате подбрасывания появля
ется нечетная грань, и I ,  если появляется четная грань. Найти функ
цию распределения случайной величины У . Вычислить вероятность 
событий:

X - i ,  V - i ,  ■

2.1.17. Дискретная случайная величина У принимает три 
возможных значения: Х у  - V , Ха. - 6 , ,Х 3 с вероятностями p j  = 
=0,5, /У =0,3 и /X .

Найти ЪСЬ и р ъ , зная, что М У  = 8 .
2. 1. 18. Дискретная случайная величина X  ' принимает три

возможных значения: Ху--/ , Х ^ -О  , Х$ - j  , а также известно, 
что МУ- 0,j , АТУ*'-0 .9  , найти вероятности / }, /У , /3  .со
ответствующие возможным значениям X^Xg_,Xs

2 Л . 19» Дискретная случайная величина У . имеет только
два возможных значения: X /  и X z , причем Х/^ У ^  . Вероят
ность того, что X примет значение -Х-/ , равна 0,2. Найти
закон распределения X , зная математическое ожидание НУ = 2.С 
и среднее квадратичное отклонение 'о'у. -О.З .

2.1.20. Плотность случайной величины X  имеет график,
Изображенный на рисунке. Написать выражения для плотности и функ
ции распределения этой случайной величины, найти ее математическое 
ожидание и дисперсию



Р и с. 2
2.1»21. Случайная величина У  имеет плотность (закон Ко-

" >: j  fI - л«7 Iх- )

Найти: а) коэффициент А  и функцию распределения У ;
б) вероятность события - /< У ; в) математическое ожидание 
случайной величины X  »

2.1.22. Случайная величина X  имеет плотность

Jfo c  ) = ..

Найти постоянную величину <2- и вероятность того, что в 
двух независимых наблюдениях X  примет значения меньше " I " .

2.1.23. Плотность случайной величины X задана следую
щим образом: „

Г  Асхлх: , - ,
~ [  о  /  /х) > £  .

Найти: а) коэффициент А  и функцию распределения;
б) математическое ожидание и дисперсию X  .

2.1.24. Плотность случайной величины X  задана следую
щим образом:

г о ,  О  ,
оffx )~  j ах, 0 <х<г,

L D,

Найти коэффициент Л  и дисперсию величины X  . Вычислить 
вероятность того, что уклонение X  от ее математического ожи
дания будет не более 0,5.



2.1.25. Случайная величина X  имеет функцию распределения

Г О ,  ос^О,
Р ( х М х 2 ,

L у , х  > г

а) построить график плотности;
б) вычислить вероятность Р  £ OS' <X.S- Г 5 j  ,

в) найти среднее значение и дисперсию У
2.1.26. Случайная величина X  имеет функцию распределения

[ О ,
р (х )=  I Cl (4-x T ) ,  - г к х ^ о ,  

l(X(4+X.z) ,
Найти: а) коэффициент &  ,

б) плотность и построить ее график;
В )  Р ( Х € М , 0 ) .

2.1.27. Плотность случайной величины X  имеет вид 
/ / ^ =  /4 <?'х  при
р ( х )  = о  при х < о  .

Найти коэффициент Д , вычислить математическое ожидание 
и дисперсию X .

2.1.28. Точка брошена наудачу внутрь круга радиусом R  . 
Вероятность попадания точки в любую область, расположенную внутри 
круга, пропорциональна площади области. Найти функцию распределе
ния, математическое ожидание и дисперсию расстояния точки до цент
ра круга.

2.1.29. Случайная величина X  равномерно распределена на от
резке £0 , 1 ] .  Найти функцию распределения и плотность У  ; по
строить их графики; найти математическое ожидание и дисперсию X  .

2.1.30. Цена деления шкалы измерительного прибора равна 0,2. 
Показания прибора округляются до ближайшего целого деления. Найти 
вероятность того, что при отсчете будет сделана ошибка: а) меньшая 
0,04; б) большая 0,05.

2.1.31. Автобус некоторого маршрута идет строго по расписанию 
с интервалом 5 мин. Найти вероятность того, что пассажир, подошед
ший к остановке, будет ожидать очередной автобус менее 3 мин.



2.1.32. Поезда метро идут с интервалом в 2 минуты. Пассажир 
выходит на платформу в произвольный момент времени. Найти матема
тическое ожидание и дисперсию времени ожидания поезда.

2.1.33. Минутная стрелка электрических часов перемещается 
скачком в конце каждой минуты. Найти вероятность того, что в дан
ный момент часы покажут время, которое отличается от истинного не 
более, чем на 20 с ."

2.1.34. Доказать, что если X и У  - независимые случай
ные величины, то

5D ( X Y )  £>У + гп ^Ъ У  + т ^ Я У  >

где К77,-- M X , m L-' M Y

2.1.35. Доказать, что центральный момент третьего порядкаyW3 
связан с начальными моментами о( 3 равенством

ъ - Ы 5 - Ъо( ,ы г 1 .

2.1.36. Найти все центральные моменты нормально распределен-' 
ной случайной величины X с плотностью

$ ( * )  = < o V z r  ^
3/г

2.1.37. Величина Sx -JJs-/(lDXj называется асимметрией случай
ной величины X  , а величина £ эксцессом случайной 
величины X  . Найти и £ х , если: о*

а) X  - нормально распределенная случайная величина 
с параметрами Cl  и б"2 ■

б) X  - равномерно распределенная на отрезке £-1, 1J  
случайная величина.

2.1.38. Слэтайная величина X  имеет нормальное распределе
ние с параметрами О. =0, =1. Что больше:

pf-o.iTsY-s-о, / )  или

2.1.39. Высотомер имеет случайные и систематические ошибки. 
Систематическая ошибка равна +20 м. Случайные ошибки распределены 
по нормальному закону. Какую среднеквадратическую ошибку должен 
иметь прибор, чтобы с вероятностью 0,9452 ошибка измерения высоты 
была меньше 100 м.
34



2.1.40. Измерительный прибор имеет систематическую ошибку 5 м. 
Случайные ошибки подчиняются нормальному закону со средним квадра
тическим отклонением, равным 10 м. Какова вероятность того, что 
ошибка измерения не превзойдет по абсолютной величине 5 м.

2.1.41. Случайная величина X  имеет нормальное распределе
ние с математическим ожиданием, равным "О". Вероятность попадания 
случайной величины на отрезок (-0,3; 0,3) равна 0,5. Найти <о* , 
написать закон распределения.

2.1.42. Размер деталей, выпускаемых цехом, распределяется 
по нормальному закону с параметрами

М У -^  ” , 0  У -0,8 1 с/чг
Найти вероятность того, что диаметр наудачу взятой детали:

а) от 4 до 7 см; б) отличается от математического ожидания не бо
лее, чем на 2 см.

2.1.43. Размер диаметра втулок, изготавливаемых цехом, можно 
считать нормально распределенной случайной величиной с математи
ческим ожиданием a.-S.S 'cn  и дисперсией <о г  = 0,0001 см2.

В каких границах можно практически гарантировать размер диа
метра втулки, если за вероятность практической достоверности при
нимается 0,997?

2.1.44. Случайная величина V распределена по нормальному 
закону с параметрами ( О,<ог). При какой дисперсии б ' 2 вероятность 
Р(о<=. а  ■< X  *= & )  будет наибольшей?

2.1.45. Случайная величина X  распределена по нормальному 
закону с параметрами f t  « 6 “  , Показать, что

p f lX - a l^ S -  ) = г ф ( £ ) - *  >

где C p fx ) - функция Лапласа.
2.1.46. По известному "Правилу трех сигма" вероятность от

клонения случайной величины от своего математического ожидания 
более чем на три корня из дисперсии мала. Найти

P f J X  / iX / ^  з  Щ ) ,

если X  имеет:
а) нормальное распределение;
б) показательное распределение;



в) равномерное распределение на отрезке 
Г) Р ( Х * - 4 ) * Р ( Х = 4 ) ~ &  ,  РСХ^О) =1 ;

д) распределение Пуассона с A/)f =0,09.
2.1.47. Показать, что вероятность попадания на интервал (& ,& )  

нормально распределенной случайной величины У с математическим 
ожиданием т  и средним квадратическим отклонением <5“ не из
менится, если каждое из чисел & ,в , т  и &  увеличить в JL "  раз
( Л >0  ) .

2.1.48. Радиостанция ведет передачу информации в течение 
10 мкс. Работа ее происходит при наличии хаотической импульсной 
помехи, среднее число импульсов которой в одну секунду составляет 
1о\ Для срыва передачи достаточно попадания одного импульса поме
хи в период работы станции. Считая, что число импульсов помехи,по
падающих в данный интервал времени, распределено по закону Пуассо
на, найти вероятность срыва передачи информации.

2 .1.49. При работе ЭВМ возникают неисправности (сбои). Поток 
сбоев можно считать простейшим пуассоновским. Среднее число сбоев 
за сутки равно 1,5. Найти вероятности следующих событий: Я  - за 
двое суток не будет ни одного сбоя; в  - в течение суток прои
зойдет хотя бы один сбой; С  - за неделю работы машины произой
дет не менее трех сбоев.

2.1.50. Вероятность позвонить на коммутатор в течение часа для 
любого абонента равна 0,01. Телефонная станция обслуживает 300 або
нентов. Какова вероятность того, что в течение часа позвонят 4 або
нента?

2.1.51. Время работы элемента до отказа подчинено показатель
ному закону распределения с параметром Д ? 2 Ю~ . Найти 
среднее время между появлениями двух смежных отказов и вероятность 
безотказной работы к моменту среднего времени после включения тех
нического устройства.

2.1.52. Вероятность того, что станок, работающий в момент 
не остановится до момента to + t  , задается формулой P ( t )  =■
Найти математическое ожидание и дисперсию рабочего периода станка 
(между двумя последовательными остановками).

2.1.53. Независимые случайные величины Х п  , пред
ставляющие отдельные результаты наблюдений величины Y  » одина
ково распределены по закону:



Г о  , x s o ,
L у- e.'x  * зс > о

Yn ~ т а у  (X i г Хг Хп )

Найти закон распределения случайной величины Yn
2.1.54. Число проведенных опытов X  случайно и может изме

няться в пределах от ^ до . Вероятность Р (Х-К )-О Ге__
К '

Каждый опыт может быть успешным с вероятностью р  и неуспешным 
с вероятностью V-р . Найти закон распределения числа успешных 
опытов.

2.1.55. В ящике имеется 1000 радиодеталей, характеризующихся 
некоторым параметром X  (например величиной емкости конденсато
ра). Допустим, что 700 деталей изготовлены на одном заводе и 300 - 
на другом. На заводах применяется различная технология, поэтому
в первом случае распределение параметра X  есть Р р х ),во вто
ром Рг /Ьс) . Найти функцию распределения Р (сс ) параметра X  для 
детали, взятой из ящика наугад.

2.1.56. Доказать, что промежуток времени между двумя последо
вательными событиями пуассоновского потока распределен по показа
тельному закону.

2.2. Случайные векторы. Условные распределения

Случайным вектором X со значениями в Г  называют совокуп
ность /У/, Уг, . . . jXn  ) действительных случайных величин Ук , К - 
-1, 2 , . . . ,  /■£ , определенных на одном и том же вероятностном прост
ранстве ( 5 2 Р  ) .  Величину X  ̂  называют К  -й координатой 
вектора X  .

Функция распределения P(cc i,..., осп ) случайного вектора X = 
Хп )  определяется равенством

P fr i , . . . ,  Хп)= Р(Х< Хл < )
Если зсп)  - функция распределения вектора А У , . . ,

то вектор (Х к^  , Х ^  Х т  s- п_ будет имеГгь
функцию распределения

Q ( x f, х т
k:,- / дг, - / п - к т



Если возможные значения случайного вектора У  образуют ко-
' t  Г  <*> г* хнечное или счетное множество ч . = 11 , *:£ J  J  , т о о н  называет

ся д и с к р е т н ы м  (или дискретно распределенным). В этом 
случае закон распределения вектора X. задается совокупностью 
вероятностей £ /V > £ £ -О , где

Р■ х * Х п - * ? ' )

Закон распределения дискретного вектора позволяет определить ве
роятность принятия в любом множестве A c  R n \

в частности,

i K:P  Ч - J- ^

Из закона распределения дискретного вектора можно получить также 
распределение любой его координаты или группы координат. Если, на
пример, L -я координата имеет множество возможных значений

то

д  г  P [ X L = £ , }  J e 7 ‘
Ъ  J  {c x '/ ’- ip

Для получения условного распределения группы координат дис
кретного вектора при фиксированных значениях остальных координат 
достаточно воспользоваться определением условной вероятности. Так, 
например,

Р< /  Д __Л
{ *  < « ■ : - * / ' У ‘ '■ n mp



Если функцию распределения ?/■̂ г,- , з:' ' )  вектора X  можно 
представить в виде

СС 4 X п
Ff jcf, Я п )  s J  ■■ ■ f  Un )d U ,  a/Un >

то говорят, что случайный вектор У  непрерывен (или непрерыв
но распределен) и имеет плотность распределения У / Я 7 , з с % >  ). 
Плотность распределения j /Хгу,..., )  является неотрицательной
функцией и

<ЭО о о

S  ■■■ J  S f -T / ,. . . ,* ”  ) d x ,  . с / х „ : / .
— оо - о °

При этом почти всюду имеет место равенство

, * » ±
Э ос, . . . 3 х п

Если А - борелевское множество в , а вектор X  имеет
плотность распределения У  f x 1t...^xn ) ,  то

Р {  ( h  Х п ) е А ] - ~  (я ,, .. . ,  осп )c ta r , . . .a fx „  .
А

Если случайный вектор ( X j , ..., Хп )  имеет плотность распреде
ления OV,), то вектор (X< 1 t ХК т )будет иметь плотность

о - оо

... Ыоп

Плотность распределения "отрезка" / X / , Х т  )  вектора 
( У * , . . ,  Уп )  при условии, что случайные величины Ут-и , ■■ ■ > Х п 
приняли определенные значения Хт +/ -ЭСт + / ...7 Уп =■ X п , равна:

J  'Ст/ °С т +1 , , Хп )  - п7х  сг’ )

ГДЛ ■■■?'£'>) - плотность распределения вектора
(Хгтщ ,... 7 У п }  . Случайные величины называются
н е з а в и с и м ы м и ,  если „ ,

Хп < х п д  , . . р [ Х п  <-х>)



Независимость координат дискретного вектора X означает, что

р к , Р { К , ’ Ог!‘ ’ у . . Р ( Х „ : с с Г У

В случае непрерывного вектора с независимыми координатами выпол
няется равенство

, о с „ )  ... Jn (X r , ) }

где L ~ !->п - плотность распределения <- -й координаты
вектора X .

Важнейшими "числовыми" характеристиками случайного вектора У 
являются математическое ожидание вектора и его корреляционная мат
рица. По определению, м а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а 
н и е м  в е к т о р а Х  называется неслучайный вектор, коор
динаты которого представляют собой математические ожидания соот
ветствующих координат вектора X  : П %  = (  H Y , M Y n )

К о р р е л я ц и о н н о й  м а т р и ц е й  в е к т о р а
X называют матрицу , элементами которой являются

корреляционные моменты координат:

= м (Ye-н к  )(ХК - т к) = п к  * *  - П К  MYK

Величину МУ С Хк иногда называют к о в а р и а ц и е й  в е л и 
ч и н  X l  и Х< и используют обозначение (У с , X* ) - M Y iХ<
Величина 1ск ~Нск /^RURK 'K называется к о э ф ф и ц и е н 
т о м  к о р р е л я ц и и  в е л и ч и н  X t и ^  .

Условные числовые характеристики (математические ожидания, 
дисперсии и др.) определяются и находятся также, как и безуслов
ные, только для их вычисления вместо распределения (безусловного) 
в формулы входят условные распределения. Так, например,

о-®

M(X/Y--y)= J o e /  (cLfy)doc }

7) (х / у - у  )  - м  ( * V y  )  - L  M fx / y  y ) 3  г,

если существует условная плотность распределения J f x/<y) случай
ной величины X' при фиксированном значении Y - у  .

ад



2.2.1. Совместный закон распределения дискретного случайного 
вектора ( X . Y )  определяется таблицей L г 2 )

0 .1

0 Q/t Ч'г Р Л г

I М г
Найти совместную функцию распределения
2.2.2. Закон распределения случайного вектора (X, Y )  зависит 

от неизвестного параметра:
Найти 'Х , законы распределения 
случайных величин X  и У  , и 
функцию распределения Р (х ,у ) век
тора (X , Y).

х Ч I 2 3
2 3 X г \ X
4 > г \
6 0 s i

2.2.3. Дано распределение вероятностей случайного вектора (X ,Y j:

0
1

-I о j  Найти распределения вероятностей
случайных величин X  и Y  , их 

0 математические ожидания, дисперсии
0.2 0.3 0.2 и коэффициент корреляции.

2.2.4. Совместное распределение величин X и У  опреде
ляется формулами

p(X=o7Y=d)=P(X=o,'f--i)=P(X*hW)=P№ -t, r--o)--Tf

Найти NX , MY и корреляционную матрицу R  
Являются ли случайные величины X  и Y независимыми?
2.2.5. Дискретная двумерная случайная величина задана табли-

Найти: а) условное распределение 
случайной величины У  при ус
ловии,что случайная величина X  
принимает значение, равное 10.

9 0.1 0.2 0.1
10 0.15 0.25 0.2

Вычислить M(Y/X = / 0 ) ,X)Yy/X=yO) ; б) условное
распределение случайной величины У  при условии, что У  =2 ; 
вычислить M(X/Y--3.)f £>fX/r=£).



2 .2 .6 . Случайные величины У, У независимы, одинаково рас
пределены и имеют дискретное распределение

р (у  ) = P ( Y - X K) --Д

Найти Р С У ' У )
2.2.7. Случайные величины X и У независимы;

р Г Х - к ) - / -'РЧ*4 > Ъ * 4'Р>

Найти:

а) Р(Х= Y) , б) PfY-> У J ;  в) Р/Х< r j ;
Г)Р(Х-К/Х>Г) , д) P (X ^ /y< Y ) , е )Р ()i=K/X*Y))
ж )/уХ= к/Х*Г--0 ; з ) м (х / У + у - 1) Л * 2 .

2.2.8. Дана функция распределения J  пары случайных 
величин ( % У ) .  Найти Р(У  >хг У >у ) .

2.2.9. Пусть X - случайная величина с функцией распределе
ния Рх(х  ) • Найти функцию распределения Р (х . у )  случайного век
тора ( У , Х ) .

2.2.10. Пусть X  ~ случайная величина с функцией распреде
ления Р%(х ) . Найти функцию распределения Р/Уч(случайного век
тора ( X J Y I ) .

2 .2 .11. Пусть Х у , . . . ,  Уп - независимые случайные величины
с одинаковой функцией распределения Р (х ) . Положим Y-n>Cr\(Yi,..., У->1 

У= т а х ( У у?...РХп). Найти функцию распределения случайного векто
ра ( У, Y) .

2.2.12. Определить вероятность попадания случайной точки(Х,У) 
в область, определенную неравенствами (4$.х ^3., i  s lj <=<э)  t если 
функция распределения ( 0 > о )

П - C L sc ъ 0 ,у > ,О 7 

? ( Х ’ У )  | 0  9 m irb(zc.,y)< о

2.2.13. Задана функция распределения случайного вектора/ХУ,).



-Узе.
\ ( 1 - t  ) ( l - £ 2y ) ,

F ) - j q , mLfi (x ,у  ) < О

Найти плотность распределения вектора ( Х , У )  .
2 .2 . 14. Задана функция распределения случайного вектора (Х,Х)'

1 - г ' х- £ *  + г~ х ~*, х * о , у * о ,

Q , men {сс,у)< ОFfcy)
Найти: а) совместную плотность распределения вектора CX,Y),

б) вероятность попадания вектора ( X Y J  в треугольник 
с вершинами в точках А(1;3), В (3 ;3 ), С (2;8).

2.2.15. Определить плотность распределения, математическое 
икидание и корреляционную матрицу случайного вектора ( Х , У )  ,если 
(го функция распределения

О , если tv in. (х .д  )& 0 }
ьСпя-Нчу, если ( х ^ ) е ( о , £ ] х ( О ^ Х

F (x ,y )  - V n x ,  если (х ,у )&  (О, £ ] х ( й ,

если
j  если m in (x , y )  > ^

2.2.16. Дана плотность распределения случайного вектора (X.Y)

J (x ,y ) :0 ,S - K n (x + tf )  O s y s Z )

Определить: а) функцию распределения вектора; б) математичес
кие ожидания X и Y  ; в) корреляционную 
матрицу.

2.2.17. Случайный вектор (X , X ) имеет плотность распределения

„  А___________F ~ з[г( / е*х2) г)



Требуется: а) определить величину А ; б) найти функцию 
распределения Р (х ,у  )

2.2.18. Плотность распределения случайного вектора (X, Y ) 
Г г ч о с гу ( ^ * )  7 О<ос.< У , 0< у<  У ,

J ( x > y )  ' / О 7 гг>Сп(х.%)<0, т о х ( х , у ) > I.

Вычислить: а) плотность распределения X ; б) плотность 
распределения У . Доказать, что X  и Y 
независимы.

2.2.19. Плотность распределения вектора ( Х , У )  равна
O s a z s i ,  ( 9 s ^ s i

) = |
L  О во всех остальных случаях.

Доказать, что X и Y  независимы.
2.2.20. Плотность распределения вектора (X, У )

г х е х(,+>,) > * > о , у > о ?

О во всех остальных случаях.

Вычислить: а) плотность распределения X > б) плотность
распределения У . Являются ли X  и Y  не
зависимыми?

2.2.21. Плотность распределения вектора (У., Y )  равна
, лри о * * * . * ,  •1 Г (р )Г (w  ’ р

Jfxj) О во всех остальных случаях.

Найти плотности распределения X и У
2.2.22. Для системы случайных величин (X / , Y-г, Хз, Xv J  дана 

плотность распределения
- S f a  ̂  Х*+ -Ху) *У8 fa/ •Х'з 1-30г х ч)

у

i f /а*/, * г ,  *3? =38ЧЛг

Найти плотности распределения подсистем



2.2.23. Определить математическое ожидание и корреляционную 
матрицу случайного вектора (У,У), если плотность

£
Jfsc .y )  '

2.2.24. Случайный вектор (У , У ) распределен равномерно 
внутри прямоугольника с центром симметрии в начале координат и сто
ронами 2а и 2& , параллельными координатным осям. Найти совмест
ную плотность распределения вектора (Y,Y)  и плотности распределе
ния его координат.

2.2.25. Дана плотность распределения вектора (У ,У  )

} , ( к * о , у * о ) .

Определить К  (ос), / у  (у-), £ (ж / у ) , у / а ?) , первые
и вторые моменты распределения.

2.2.26. Случайный вектор ( %  У ) распределен с постоянной 
плотностью внутри квадрата с вершинами в точках Д (0 ',о) ,В (о ;а )
С(а,а), ®(а,,о)

Написать выражение плотности у )  и совместной функ
ции распределения вектора (У, У) . Написать выражения $*fx)  ,

I  yj )  . Определить, являются ли случайные величины У, У не
зависимыми или зависимыми.

2.2.27. Случайный вектор ( У, У) равномерно распределен в квад
рате со стороной, равной единице, и диагоналями, совпадающими с 
зсями координат. Найти коэффициент корреляции величин У , у.

2.2.28. Случайный вектор (У,У) равномерно распределен 
знутри прямоугольного треугольника с вершинами А (® ' , 0 )  у 6 (o ^ g ) )
С(8 ;О)  . Найти совместную плотность распределения вектора (У,У) ; 

зайти плотности и условные плотности распределения составляющих.
2.2.29. Случайный вектор (У, У )  имеет постоянную плотность 

распределения внутри квадрата с диагоналями, совпадающими с осями 
гоординат и равными двум. Написать выражение совместной плотности 

. Найти выражение плотностей распределения У/ (х ) ,  (% )
« условных плотностей х/уJ  ,/ / у / х  )  . Зависимы или независимы 
•лучайные величины У, Y ? Коррелированы они или нет?



2.2.30. Пусть (X,Y ) - случайный вектор, у которого координат 
та X распределена по показательному закону с параметром Д :

ас j= Ае , ООО,
а координата Y  при заданном значении У  = ж > о  распределена 
по показательному закону с параметром сс :

$ ( у / х ) =  осе. ж<у, у > о

Найти совместную плотность J(oc,y ) вектора ( X , Y  J ; найти 
плотность [ у  ) случайной величины У ; найти условную плот
ность cffoc/y ) .

2.2.31. Поверхность распределения ) случайного вектора
( % Y j  представляет собой прямой круговой цилиндр, центр основания 
которого совпадает с началом координат, а высота равна fb . Опре
делить радиус R  цилиндра, найти ДД /х J » &  Of J  . $(<*/Я )  i

М X , ЮХ7 /?ху .
2.2.32. Для случайного вектора ( */У J известны еТуХ,  ̂ ) »

M (X lY = y  ) >Ъ [ У / У ^ у )  . Определить М У7У>У
2.2.33. Непрерывная двумерная случайная величина ( X , Y  )  рас

пределена равномерно в круге радиуса Я  с центром в начале ко
ординат. Доказать, что X и Y  зависимы, но некоррелированы.

2.2.34. Коэффициент корреляции случайных величин X и у 
равен единице. Может ли случайный вектор ( У Л ) иметь плотность 
распределения?

2.2.35. Даны математические ожидания двух нормальных случай
ных величин XIR =26, М У =-12 и их корреляционная матрица

(196 -91 )
Я  = ( -SY -V69 У

Определить плотность распределения случайного вектора (У<У),
2.2.36. Дана плотность распределения координат случайной точ

ки на плоскости
. L4(x-s) i-£fa:-sXy-3) + S fy - 3 )Z]  

} ( х , у )  = с е

Требуется: а) определить с. ; б) определить корреляционную 
матрицу.



2.2.37. Дана корреляционная матрица системы трех случайных ве 
личин (X ,

математические ожидания M X ~ M Y ~ M z L  D.
Найти плотность распределения J  ( х , у , £  )  нормального век

тора (  Х , У ' , % )  ■
2.2.38. Координаты случайной точки на плоскости подчиняются 

нормальному закону распределения

/ {  J __ Г(г-тГ
J(x,y) = гтяЩ.хЯ/Хя Ек/Э1 2((~г Я

Определить: а) плотность распределения компонент вектора 
( У , У )  » б) условные плотности распределения 3 (у/зс )

в) условные математические ожидания; г) условные дисперсии»
2.2.39. Случайный вектор fX,Y)  подчиняется нормальному закону 

распределения

J/x,y)̂ erpf#r7̂ [fxŝ sc
Определить: а) условные математические ожидания и дисперсии;

б) плотность вероятности каждой из случайных величин, входящих в 
систему; в) условные плотности распределенияS/i/fx - ) и .

2.2.40. Случайный вектор (X, Y)  распределен по нормальному 
закону с параметрами МХ~ /7 M Y ---/г <5Д = 1 ,  <Эу - Я  , 1 О
Найти вероятность того, что случайная точка (X, У ) попадет внутрь 
области X) , ограниченной эллипсом ( х -/) / )У х  - Я .

2.2.41. Имеются независимые случайные величины X , У . Случай
ная величина У распределена по нормальному закону с парамет
рами МХ = 0  , 6%  = //Я Г  , Случайная величина Y  распределена 
равномерно на интервале (0 ,1 ) .  Написать выражение для совместной 
плотности J f x . y )  и функции распределения Р (х ,у  )  вектора ( Х , У )  .

2.2.42. Случайная величина X - дискретная величина с двумя 
значениями пГу и х г ( х г х , ) } имеющими вероятности Д  и Д  . 
Случайная величина у  - непрерывная величина, ее условным

г „. (х-гт>,)(Х-тг) . (у-'Пг)-]



распределением при X - t K L служит нормальный закон с математичес
ким ожиданием, равным £Ct , и дисперсией 6 ’z(C - i, 2 )  . Найти 
совместную функцию распределения F ( x , ^ )  вектора (X, У)  . Найти 
плотность ( у  ) случайной величины У

2.2Л З. ilycTb JVx,^  ) и £ (  Х , у )  -две плотности двумерных
гауссовских распределений на плоскости с нулевыми математическими 
ожиданиями, единичными дисперсиями и равными коэффициентами кор
реляции. Доказать, что: а) функция J f x . y  )= )+ &  (ос.,у)]
является плотностью распределения некоторого случайного вектора 
(X-,Y)i б) вектор (X , Y ) не является гауссовским; в) каждая из 
величин X и У имеет гауссовское распределение <Л/ ( 0 , 1) .

2.2.44. Пусть U (х )-  нечетная непреывная функция на интервале 
(-оо,оо) t которая равна нулю вне промежутка (- 1, 1) л1Щя)1<С<ёЯ£)% 

Пусть 'f t у1) £■ Доказать, что: а) функция f fx  ) У ( у ) +
+ U (x )U (g  ) является плотностью распределения некоторого слу
чайного вектора (Y, Y ) ;  б) вектор (У, У )  не является гауссов
ским; в) каждая из величин X и У имеет гауссовское распре
деление.

2.3. Функции от случайных величин и векторов

Пусть X  - случайная величина с множеством значений ОС и 
функцией распределения Fx (x .) , а % ( х )  - измеримая функция,
определенная на множестве £>с  FC . Тогда функция распределения 
случайной величины У - ^ ( У )  определяется формулой

Ру(у) =
{x :c jfx )< y J

Если X  - дискретная случайная величина с множеством значений 
X  --[зек, к е  1 J  и распределением вероятностей

Д  -- P lx  • х ,.} ,
a 3 ]  - множество значений случайной величины
y-fr(X) , то распределение вероятностей случайной величины У  

находится по формуле

4 . * р { У ' & ' 5  ‘  2 1 а  .



Пусть А - непрерывная случайная величина с плотностью 
 ̂ ~ монотонная дифференцируемая функция. Тогда 

yj - о f X ) ~  также непрерывная случайная величина, и ее плотность 
определяется формулой

?де $  ( ' )  - Функция, обратная к функции д (■) . Если ке £ { х )
{усочно-монотонная дифференцируемая функция, то

4foJ= I j
где $ / ( ' )  - функция, обратная к сужению функции^ [ ’)  на £ -й 
промежуток монотонности.

Для вычисления математического ожидания функции от случайной 
величины X  достаточно знать ее распределение: если она дискрет
на, то

” а(*)-Jy >
а если непрерывна с плотностью ^  foe )  , то

оо

М $(Х)
Пусть теперь % = ()(<,..., Хп ] _ случайный вектор и )  =

измеримая функция со значениями в Я 'Г'($-(^ ,...7<?т ))* 
Функция распределения случайного вектора

У - я ( Х )  ( у  = ( у , , . . , у т ) ,  ^  Х п ) , ^ Р ^ )

связана с функцией распределения вектора X формулой

Ру S Х п )  .
ix :$ j { * ) < % - ,  J -



Если т = п  и преобразование взаимно однозначно, причем
известен якобиан этого преобразования

п, ЭСп ) I , II d x L и

я - т . — 11 **' ’
а случайный вектор У  непрерывен с плотностью / у  
то плотность преобразованного вектора определяется формулой

/у ( у , , - -  У»)-- l ^ l f x  f o b u - . У " ) ) >

где Ч V )  - преобразование, обратное к f t (-)  .
Пусть (Х ,У )  - двумерный случайный вектор с плотностью 

$ХУ (ос, у  ) • Часто приходится рассматривать сумму координат
вектора: Z  =Х+У . Плотность распределения этой случайной вели
чины находится по формулам:

оО О*»

h  ( г )  *  S  Л ,  ( t - g .n  Н у  -JJ„2- * ) ° / *  ■
— Оо

Если дополнительно известно, что координаты X  и Y  незави
симы и имеют плотности ^ / "сс  J  и f y ( у  )  соответственно, то

о**

4 W = х)Ых ■

З А Д А Ч И

2.3.1. Дискретная случайная величина У имеет закон рас
пределения

I -2 I - I I I
Р  10.1 10.3 I 0.2 0.4

Найти закон распределения случайной величины у  - X
2.3.2. Дискретная случайная величина X  имеет закон рас

пределения



р 0 .1  0 .2 0.1 I 0.2 I 0.4 
Найти закон распределения случайной величины У - Sm  X .

2.3.3. Случайная величина X  имеет распределение
- ро^к, К-О У .З,... (р  + -1, Р  ?  ? °  )  • Найти распределение
и математическое ожидание случайной величины у ^ г х - 5  ,

2.3.4. Случайная величина X  имеет распределение Ас -РУХ~*)=
у '

- gK+J , К ~ О, • Найти распределение и математи
ческое ожидание случайной величины У -(X- / ) г

2.3.3. Случайная величина X имеет распределение 
Р(Х~К )  ~ е к ! > К-ОРЛ,.., и У - ( з Х  ~ 3 )  . Найти распределе
ние случайной величины У

2.3.6. Случайная величина X распределена равномерно на
интервале (- . Найти плотность распределения случайной
величины

2.3.7. Случайная величина X равномерно распределена на ин
тервале (0 ,1 ). Найти плотности распределения случайных величин:

а) У = X %  б) У - д" ,  в) У = G и построить гра
фики.

2.3.8. Случайная величина X  равномерно распределена на
интервале (0.2.Ж j , Найти плотность распределения случайной ве
личины У - и>-Ь X .

2.3.9. Пусть X - случайная величина, равномерно распреде
ленная на отрезке С-1,1J .  Найти плотность распределения случай
ной величины У ~/Х1 . ,

2.3.10. Случайная величина X  нормально распределена с па
раметрами (0 ,1 ). Найти плотности распределения случайных величин:

а ) у ^ / ? Х + в ,  б ) У =  ; в) , г ) У = а г с Ь ? Х у
Д) У = \Х~/W .

2.3 .11. Случайная величина У^Л /fa , б г)  , найти: а) плот
ность распределения случайной величины У = Х г при а. =о;
б) плотность распределения случайной величины X  = при произ
вольных а ,  ,



2.3.12. Найти MY- и 0 Х  , если случайная величина У ~tr>X
имеет нормальное распределение с параметрами ( 0,,<ог )  ,

П р и м е ч а н и е .  В этом случае говорят, что случайная 
величина X  имеет логарифмически нормальное распределение.

2.3.13. Случайная величина Х-71/ (0 ,1 )  . найти: а) закон 
распределения случайной величины

О) закон распределения случайной величины Z  = Х+У ч

2.3.16. Случайная величина Л  имеет распределение Коши. 
Доказать, что случайные величины ^  > ~

также имеют распределение Коши.
2.3.17. Задана плотность распределения ^  (х  J  случайной 

величины X . Найти плотность распределения J 4 ( y )  случайной 
величины У , если: а) У-ЛХ-*# б) t/  ̂/X / в) у  = ib  '
т)У = ьйъХ. '  '

2.3.18. Задана функция распределения /> Xх  X случайной вели
чины X . Найти функцию распределения ( у )  случайной величи
ны у = з Х + г .

2.3.19. Задана функция распределения /у I случайной вели
чины X .Найти функцию распределения Рч ( ч )  случайной величины
У - -•§■ Y+& •
52

2.3.14. Случайная величина X  имеет плотность распределе
ния

" ЗГ(1 + х .г )

Найти плотности распределения случайных величин;

а ) У ^ Х 3+^ ;  б) у  = а гьЬ д  X  .



2.3.20. Диаметр круга - случайная величина У , которая 
равномерно распределена на отрезке [ а ,  Ь ]  . найти функцию распре
деления площади круга.

2.3.21. Пусть X - случайная величина с непрерывной функ
цией распределения F ^ fo c )  и У -F^fX) .  Найти функцию распределения 
случайной величины У .

2.3.22. Дискретные случайные величины X и У имеют за
коны распределения:

X I 10 12 16.. У I  4- 2....
р 1 0,4 0,1 0,5 р 0,2 1 0,8

Найти закон распределения случайной величины Z  -Х+У .

2.3.23. Совместное распределение случайных величин X 
задано таблицей

и У

-I I
- I 1/8 5/24
0 I/ 12 1/6
I 7/24 1/8

Найти: а) совместный закон распределения 
случайных величин Z i - X  + y  и Z z -X ) J  ; б) закон распреде
ления p L ~P/Zy=L)  случайной величины Z j -Х* У  ; в) закон рас
пределения (j: ) случайной величины Zz  - ХУ.

2.3.24. Пусть величина X  принимает значения - 1,0,1 с ве
роятностями соответственно 1/4, 1/2, 1/4, а величина У прини
мает значения 1,2,3 с вероятностями 1/3, 1/3, 1/3. Величины X  
и У  независимы. Найти распределение случайной величины Z =Xf Z

2,.Ъ.2.Ь. Величина X принимает значения - 1,1 с вероятнос
тями 1/2 и 1/2. Случайная величина У  равномерно распределена 
в отрезке [_0 ,lj ; X и У  независимы. Найти распределение слу
чайной величины X  = Х+ У

2.3.26. Случайная величина X  распределена равномерно на 
отрезке [ 0 , l ] ,  а случайная величина У  имеет показательное рас
пределение, т .е . *

А(у)= ' е * ,  у  2  О,

сУ с О .



Величины X  и у  независимы. Найти плотность распределения 
случайной величины 2 - У ^ У

2.3.27. Найти плотность вероятности случайной величины 2  = Tf,
если: а) задана плотность вероятности случайного вектора
( Х,У  ) ;  0) случайный вектор ( У, УJ  подчиняется нормальному за
кону распределения с плотностью

Т (Х ‘У ) '  Z > Jr6 & \ fT ^ L

2.3.28. Определить плотность вероятности случайной величи
ны %  = ХУ  , если: а) задана плотность вероятности £  ( <х,у )  
случайного вектора (У , У ) ; б) X и У - независимые нормаль
ные случайные величины с математическими ожиданиями, равными "О", 
дисперсиями 6*2 и <512 соответственно.

2.3.29. Пусть X  и _У - независимые случайные величины, 
которые имеют показательное распределение с параметром _Я 
Найти функцию распределения случайной величины у г у  - Z .

2.3.30. Пусть X и У  - независимые случайные величины, 
равномерно распределенные на отрезке f-J- ; g ]  . Найти плот
ность распределения случайной величины Z  + У .

2.3.31. Случайные величины X  и У  независимы и равном ер 
но распределены на отрезке [ 0 , t j  . Найти плотность распред еления 
случайных величин: а) X  = Х У  , б) Z  = Х~У ,  в )/У -У1-£

2.3.32. Пусть X и _У - независимые случайные величины, 
которые имеют показательное распределение с параметром 2  
Найти: а) плотность распределения Х _ У ; б) плотность распреде
ления I X-У/,

2-3.33. Пусть X и У  независимые, одинаково распреде
ленные случайные величины с плотностью S ( ol)  = £ ~ НайТи
плотность распределения случайной величины Z  = Х+ У  •

2.3.34. Случайные величины X  и У  независимы и имеют
плотности распределения

У ^  О ,



Доказать, что случайная величина ХУ  имеет нормальное рас- 
лределение•

2.3.35. Случайные величины X и ^  нормально распреде
лены f/ (0 , & г )  и независимы. Доказать, что отношение 2 - у-  
имеет распределение Коши.

2.3.36. Пусть ( X, У )  - гауссовский случайный вектор
(0 ,0 ,6 '/ 1 гр г  )  • Найти плотность распределения случайной

величины £ = _2L
2.3.37. Случайные величины X  и У! независимы и имеют

нормальные распределения Л/(Оу, & / )  и Л/(Ог_ , & / )
Доказать, что случайная величина Уг - Х + У  имеет нормальное 

распределение Л/ (о У t Дг ? )  .
2.3.38. Пусть X и У  - независимые случайные величины,

которые имеют нормальные распределения А/( О, 1) , Доказать, что 
случайные величины У- У и Х-+У независимы.

2.3.39. Пусть X и У - независимые случайные величины,
имеющие показательные распределения с параметрами Я 1 и
соответственно. Доказать, что случайные величины Х-У и mtn (У ,У }
независимы.

2.3.40. Пусть X и У независимые, нормально распреде
ленные Л/(О, б г)  случайные величины. Показать, что случайные вели
чины Х*+Уг и Х /У  независимы.

2.3.41. Пусть (У , У у - гауссовский случайный вектор 
А/(0,0,<5,гг z )  и Xy = X to-5 U у- 4binc< ,

У у = - X V n  + У

Найти плотность распределения случайного вектора ( У , ,  У уJ
При какомсХ. и У у независимы?
2.3.42. Пусть Ху ,. . . ,  Хп - независимые случайные величины, 

имеющие гауссовские распределения Л/fo .i) . Пусть Уу = f^  Ок Ук и 
У г. ~ £>/с У  к  • Доказать, что У/ и У. независимы тогда*•-- V п

и только тогда, когда 21 =£>
2.3.43. iio плотности распределения J  f a ,  ̂  )  двумерной слу

чайной величины (X, y j  найти плотность распределения
вектора ( Y t X ) c

У/ - X  ot + У  *>1ПЫ з
У/ = -XUnot + У со$ы. , с?<и<гуг/г



2.3.44. Определить плотность распределения длины радиус-векто
ра, если сам вектор имеет нормальное распределение с плотностью

J  '( * # )  =
1 - гаг-

гж  а  г-

2.3.45. Координаты случайной точки (Y , У )  на плоскости под
чинены нормальному закону распределения с плотностью

£ ( * # ) -  IW a J

Определить совместную плотность распределения J - )  
полярных координат этой точки (Я  7СР )  .

2.3.46. Точка 3* равномерно распределена в круге радиусом
Я • Пусть X - расстояние от точки до центра круга. Найти

функцию распределения F xfo c ) и плотность распределения J v (х. )  
случайной величины X . Построить графики Р у (з с ) и f-^fx )  . 
Вычислить M Y  и £> X

2.3.47. На отрезок [ o , l J  наугад брошены две точки. Пусть X  - 
расстояние между ними. Найти функцию распределения случайной вели
чины X и вычислить M Y  , 0 Х  , М К Л .

2.3.48. Случайная точка (X , У, Z  )  в пространстве подчи
нена нормальному закону распределения с плотностью

, [ * L \  Л * )
Г У - г (о ш с л )

j ( x 7y ,z )  = (гяг)3/л0£с  £
Определить совместную плотность распределения вероятности 

сферических координат этой точки ( Я , X7? 0 °)
2.3.49. Пусть У Х п  - независимые случайные величины, имею

щие показательное распределение с параметром % > Q '. Доказать, что 
случайная величина S n  - X/ Х п  имеет плотность распре-
деления ,

f  (A jx J .—  1 р  ос>0
С ,х )  = )  (П - О !  ’ "  ’

J  [  О ,  *

П р и м е ч а н и е .  Закон распределения случайной величины 
S гь называется р а с п р е д е л е н и е м  Э р л а н г а .



2.3.50. Пусть случайные величины Ху, Хп независимы и
имеют нормальное распределение Л /(0 ,1 ) . Доказать, что плотность 
распределения случайной величины j f a = Ху + Хп

„  j  £-/ ~ х/г.___________ '-f р
& п,гГ ( £ )  , zc>o

О } зс s  О .

П р и м е ч а н и е .  Закон распределения случайной величины,/' 
н а з ы в а е т с я  р а с п р е д е л е н и е м  х и - к в а д 
р а т  с П- с т е п е н я м и  с в о б о д ы .

2.3.51. Пусть Х 7 Ху, ... , Хл - независимые случайные вели
чины, имеющие нормальное распределение X J(0 ,1 ) . Доказать, что 
плотность распределения случайной величины

Г -  *
^  р ( n+L ] 7

W
П р и м е ч а н и е .  Закон распределения случайной величины Т1 

на зывается р а с п р е д е л е н и е м  С т ь ю д е н т а  с 
П  с т е п е н я м и  с в о б о д ы .

2.3.52. Найти плотность распределения случайной величины
Ф  = ТТТ^Г у где X и У  - независимые случайные величины,

У  / ” г.
имеющие распределение хи-квадрат с П1 и Лг. степенями 
свободы соответственно.

П р и м е ч а н и е ,  за к о н  р асп ред елен ия сл уча й н о й  величины  
CfD н а з ы в а е т с я  р а с п р е д е л е н и е м  Ф и ш е р а  с 

(  n^  )  Пг )  с т е п е н я м и  с в о б о д ы .
2.3.53. Пусть У= ( Y f , ... , Уп )  - гауссовский вектор с 

/У/ = 22. и корреляционной матрицей ; А  - матрица раз
мерности П *  гп  . Показать, что вектор У = также гаус
совский.

2.3.5^. Пусть У Х< - сумма независимых случайных
величин X < , имеющих показательное распределение с параметрами

К.-0, . Доказать, что Y= с вероятностью I  тог
да и только тогда, когда /уу ~ -X- = о ° .

К-о Ак

L H



3. ЗАКОНЫ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

3.1. Неравенство Чебышева и закон больших чисел

Пусть X - Y (u })&  О при любом o j z Q  . Если M X  существует, 
то при любом € >0 Р  [ X  ?  £  3  .

В частности, для любой случайной величины X » имеющей ко
нечную дисперсию, и для любого г  >0 P f / Y  - М Х / * £ }  - г Я У

££ '
Это неравенство носит имя Чебышева.

Говорят, что последовательность случайных величин [Х п ,п ъ  / ]  
по вероятности сходится к случайной величине X  , если для вся
кого <? > о

Л - >  СО

Сходимость по вероятности последовательности X п  к  X  за
писывают в виде

X =■ Р - Btm  X п или X п —=» X .

Считают, что последовательность случайных величин {X n ,r >2 i j  
с М/Хп h  00» п  ^  подчиняется закону больших чисел, если

хк - h,2~  00к- 1 K~'f

Т е о р е м а  I .  Последовательность { Хп , п 2 J  ]  независи
мых случайных величин, для которых существуют М  Хп и Ъ Х г , и 

£  Yn _
п. о  при П  — => о ° ;

подчиняется закону больших чисел.
С л е д с т в и е  Х те°Р е“ а Чебышева). Пусть {Хп, п -9 X J  -

последовательность независимых случайных величин, М Х п - C.,£)Xn S:C. 
Тогда

Х< ** при п



Т е о р е м а  2 (Хинчина). Пусть /  У п , п ?  -I j  последователь
ность независимых, одинаково распределенных величин, для которых 
существует МХп ~ а  . Тогда

^ а. при
к--/

Т е о р е м а  3 (Маркова). Если для последовательности
случайных величин ^ Х п ,  п ^  }  выполняется условие

то она подчиняется закону больших чисел.

З А Д А Ч И
2

3.1 .1. Показать, что если существует ^  У , то 

p { l X l * £  J 5  / г Л / Х ?

3.1.2. Показать, что если существует и M X= cl t т0

р [ / У ° - ! J  5 ^ г "  (неравенство Чебышева).
3.1.3. Дискретная случайная величина X  задана законом 

распределения
X 0,3 0,6

р 0,2 0,6

Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, 
что \ у - М х 1 < о .г .

3.1.Д. Пусть Н Х ~ /  , 3DX- 0,0<у ' £ помощью неравенства 
Чебышева оценить вероятность того, что s, X  ^  S

3.1.5. Среднее значение длины детали 50 см, а дисперсия 0,1.
Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что 

случайно взятая деталь окажется по длине не меньше 49,5 и не боль
ше 50,5 см.



3.1.6. Длина изготовляемых изделий представляет случайную ве
личину, среднее значение которой равно 90 см. Дисперсия этой ве
личины равна 0,0225. Используя неравенство Чебышева, оценить ве
роятность того, что:

а) отклонение длины изготовленного изделия от ее среднего 
значения по абсолютной величине не превзойдет 0,4;

б) длина изделия выразится числом, заключенным между 89,7 и 
90,3 см.

3.1.7. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность 
того, что случайная величина X  отклонится от своего математи
ческого ожидания: а) менее чем на три средних квадратичных откло
нения; б) не менее, чем на два средних квадратичных отклонения.

3.1.8. Р[/Х~ МУ/<фо,9я ЪУ- 0,009 .Пользуясь неравенст
вом Чебышева, найти <£.

3.1.9. Устройство состоит из Ю-ти независимо работающих эле
ментов. Вероятность отказа каждого элемента за время Т  равна 
0,05. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, 
что абсолютная величина разности между числом отказавших элемен
тов и средним числом отказов за время Т  окажется меньше двух.

3 .1.10. Пусть случайная величина X  имеет нормальное рас
пределение //(сх,<5г)  . Оценить с помощью неравенства Чебышева

Р [ / X С.\> 2  <oJ .

Сравнить с точным значением этой вероятности.
3 .1 .11. Предполагается провести 10 измерений Xtr Xt,J,X loнеиз

вестной величины CL . Считая У У у 0 независимыми, нор
мально распределенными случайными величинами с М  - & у £>Ук -0,О/г 
найти наименьшее А такое, чтобы выполнялось неравенство

р{>7о(Х< * 0.99

У к а з а н и е .  Найти точное значение А  и сравнить с 
оценкой, полученной с помощью неравенства Чебышева. ау

3.1.12. Пусть случайная величина У такова, что Мб. 
существует ( Ot > О  _ постоянная). Доказать, что тогда

Р { Х > '£ } *



3.1.13. Пусть p /з: )  - неотрицательная неубывающая функция. 
Доказать, что если существует M f f X ) ,  то

P t j ( X )

3Л .14. Показать, что если существует М / Х !  , то справед
ливо неравенство

МЛХ1I  L 1 1 "  J  "  (неравенство Маркова).

3.1.15. Допуская существование M jfX )  .доказать, что имеют 
место следующие оценки сверху и снизу для P f / X I & <£] '.

P^IVPs } М ffX) t , ,а) 1 б'Л' '  >bsm j- lx- )  неотрицательная, четная,
неубывающая на [ £  ,-> о*») функция;

б )Р {1 У 1 ?< £ ^  ^ ^ если £ {э с )  неотрицательная, четная,
неубывающая на интервале [  О , ° ° )  и ограниченная//^ (асЛ  % с ) 
функция.

3.1.16. Последовательность независимых случайных величин 
Ху, Хг.,...., Хп ... задана законом распределения:

CL - а

р п [  (2 п  у У ) (i^ + PK ^ n -H  )

Применима ли к этой последовательности теорема Чебышева?
3.1.17. Дана последовательность независимых случайных вели

чин Ху,X2., ... - Случайная величина Уп( п ) может принимать 
только три значения: -рп7 , О , РУР с вероятностями, равными со
ответственно 7г  , У - ^ ,  . Применима ли к этой последователь
ности теорема Чебышева?

3.1.18. Последовательность независимых случайных величин 
Ху, ... , Уп,... задана законом распределения

Х„
Р

п<л
_/_
2 n z

0

/
£
П г

П<£

2/т
Применима ли к заданной последовательности теорема Чебышева?
3.1.19. За значение некоторой величины принимают среднее 

арифметическое достаточно большого числа ее измерений. Предполагая, 
что среднее квадратичное отклонение возможных результатов каждого



измерения не превосходит I  см, оценить вероятность того, что при 
IOOO измерениях отклонение принятого значения от истинного не пре
взойдет по абсолютной величине 0,1 см.

3.1.20. Сколько нужно произвести измерений, чтобы с вероят
ностью не менее 0,99 можно было утверждать, что отклонение частоты 
от вероятности события 0,35 будет не более 0,01?

3Л .21. Сколько следует произвести испытаний, чтобы вероят
ность выполнения неравенства )  -р\<0,0& превысила 0,79? Счи
тать вероятность появления данного события в отдельном испытании 
равной 0,7.

3.1.22. Подчиняется ли закону больших чисел последовательность 
независимых случайных величин Ху,Хг ,. .. ,  Х« . . .  , если

р [ х *  = &  1 =р { хк -- Р ( Х<~-°3Ч ~ я г  9

3.1.23. Подчиняется ли закону больших чисел последовательность 
независимых случайных величин Ху, ...ХК).М «если МХ<-0,£)%<-СКа')
где С->07 << > О _ некоторые постоянные?

3.1.24. Подчиняется ли закону больших чисел последователь
ность независимых случайных величин X/, ...,/Хк, ... , если

3.1.25. Пусть /Х<( К 2 1 3 - последовательность случайных
величин такая, что Х,< может зависеть только от и Хк+ у ,

но не зависит от всех других Х<; . Показать, что закон больших
чисел выполняется, если Ъ У К < с <-

3.1.26. Показать, что если последовательность случайных вели- 
чин iXtc7 K ? S j  такова, что ® У К < С и Я£к*Н(Хс -МУс)(Хк-НХккО ,

то она подчиняется закону больших чисел.
3.1.27. Доказать, что если функция jfx -  )  непрерывна в точке 

CL и если последовательность случайных величин Хп —* о. , то

) А/а/
• р

3.1.28. Доказать, что если /ХКЫ С и Хп—> Q , то
и M Yh -> CL.

62



3.1.29. Вычислить 
i У

X i *^+OCr' ) c { x , . .  ol=Cn ,
t)-*oO О о

если S~(̂ ) - функция, непрерывная на отрезке £ o , l J .
3.1.30. Доказать, что

te rn  |/г/.. .У У  ) с / х 4 с /хп = J  ( е . )  >
П-> о° ° о

где f / x )  - функция, непрерывная на отрезке [о ,1 ].
3.1.31. Последовательность (Х п  , У 3 независимых случай

ных величин удовлетворяет условиям

* о ,  ь  £ _ п к  -  ■*"  К~ 4
foXn „  1 V ЛУ V о" П ^> <?о

Доказать, что для произвольной непрерывной и ограниченной на 
всей числовой оси функции £  имеет место равенство

£ с т  М £ ( л  Хд, J  ~У/ЦУ.г- V х

3.2. Характеристические и производящие функции

Пусть X  - целочисленная,неотрицательная случайная вели
чина с распределением вероятностей

Р / Х - * 0 = / > к ,  *■* 0,1*2,...

П р о и з в о д я щ е й  ф у н к ц и е й  с л у ч а й н о й  
в е л и ч и н ы  X  называется сумма ряда-

p ( z )  -

Распределение вероятностей случайной величины однозначно определяет
ся ее производящей функцией:



Ac = щ р М ( ° ) ,  Р ' ‘ '< ° ) - ы У У р ( в ) \г , а ■ к * °

Величину /V Y(Y-1)...(X-K-*4 ) называют К- М ф а к т о 
р и а л ь н ы м  м о м е н т о м .  Если конечен Y -й факториаль
ный момент, то существует левосторонняя производная и

m y  (у- * ) .. .(х - к *4)~ р (к,(0 :

в частности

м у - р ' м ) ,  Р х - р У < )+ р '(0 ~ [р У ) ]2.

Производящая функция p K ( Z )  суммы У= У/*-- * Хп независи
мых случайных величин равна произведению производящих функций сла
гаемых: р х (г )= р х / г )р ^  (*■)■■■ p x j z ) .

Х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  с л у 
ч а й н о й  в е л и ч и н ы  X  с ф у н к ц и е й  р а с 
п р е д е л е н и я  е д - р ( х <  ^ 3  называется комплекснозначная 
функц.ия

-  оо

определенная для вещественных Р  . В  частности, если X  не
прерывная случайная величина с. плотностью $(&■) = Р'/ос.) t то ха_ 
рактеристическая функция есть преобразование Фурье плотности рас
пределения:

W  = U LtXjf f r )c / o c  .

Для дискретной случайной величины, принимающей значения эск  
о вероятностями Д . , характеристическая функция представляется 
рядом .

'р ..



Характеристическая функция обладает следующими основными 
свойствами:

1. )Р(о)-- 4 , 1 Ш )1
2. f d  ) равномерно непрерывна на числовой оси.
3. O’f t ) положительно определена, т .е .  для любых комплекс

ных чисел Z n и любых действительных чисел Ъ,...7±п(п>,!\
выполняется неравенство

Е  - г к ) * о .

k. Характеристическая функция суммы У/+--
независимых случайных величин равна произведению характеристичес
ких функций слагаемых: f x ( i )=  4*^ (4 )% J t ) ... % n ( t )

5. Если существует момент порядка П  у случайной величины 
У , то характеристическая функция f ( t )  имеет гъ непрерывных 

производных и

У (п)(0 ) - L hM ){n.
Функция распределения F /г )  однозначно определяется своей 

характеристической функцией f f t )  . Имеет место формула обращения:

С У ~^Х
Г/х) -  F/y) - f j ,  /  -  ГГ-  W V d t

С £7* -С

для любых точек гс и у  , являющихся точками непрерывности
функции F /г  )  , о»

Если f f t  )  абсолютно интегрируема: f /f f t ) j d  f  ^  ^
л ~'°т /

то существует плотность распределения d(x )-  t7 f x . )  и

J f x ) ~  F T f f j  С % 6 ) d t
-со

Х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  
с л у ч а й н о г о  в е к т о р а  Х= ( X j , . . .  , У.» )  назыцают 
функцию

Ч/ t )  -- f  - Je U i‘x>с/Р/х ,...., х , ) ,
П

где фуНКцИЯ распределения вектора У
9-5746 65



3.2.1. Найти производящую функцию числа "успехов" X  в 
схеме независимых испытаний Бернулли и с ее помощью найти
и 0 Y  .

3.2.2. Найти производящую функцию пуассоновской случайной 
величины X и с ее "помощью найти МК и М  .

3.2.3. С помощью производящих функций доказать, что:
а) сумма независимых пуассоновских величин имеет пуассонов- 

ское распределение;
б) сумма независимых биномальных величин, связанных со схе

мами Бернулли с одинаковыми вероятностями "успеха1̂ является бино- 
мальной случайной величиной.

3.2.4. Пусть Л/ и Л/т - число испытаний в схеме Бернул
ли до появления первого успеха и т  -го успеха соответственно.
Найти производящие функции величин Л/ и Л/т и , Юл/,
ММт ,£ )А /т

3.2.5. Найти законы распределения, которым соответствуют 
следующие производящие функции

a) Tjff+ Sl)*', б) 2 / / ' ,

3.2.6. Пусть X - неотрицательная целочисленная величина 
с производящей функцией р/г.). Найти производящие функции вели
чин Y + i , Z Y  и 3X^-2

3.2.7. Пусть U n - вероятность того, что число успехов 
в последовательности 1Ъ испытаний Бернулли четно. Доказать ре
куррентную формулу Un = ср С/„.4 7_/ )  . Вывести от
сюда производящую функцию, а из нее точную формулу для Un (Uo=l),

3.2.8. Найти характеристическую функцию числа "успехов"^ 
в схеме Бернулли и с ее помощью найти М У  и У>Х .

3.2.9. Найти характеристическую функцию пуассоновской слу
чайной величины У  и с ее помощью найти М У  и £>У .

3.2.10. С помощью характеристических функций доказать, что:
а) сумма независимых пуассоновских величин имеет пуассонов-

ское распределение;



б) сумма независимых биномальных величин, связанных со схе
мами Бернулли с одинаковыми вероятностями "успеха", является бино- 
мальной случайной величиной.

3 .2 .I I .  Найти характеристические функции следующих законов 
распределения:

а) равномерного на отрезке ;
б) показательного с параметром C i> c  ;
в ) нормального А/ (а,< ог)  /
г) закона Коши с плотностью распределения

п 01
= U f (a z+ j z * )  '

д) закона распределения с плотностью
/ -/xt

J f  ' * ) = г е

Z
е) J (  с гь  степенями свободы.
3.2.12. Найти законы распределения, соответствующие характе

ристическим функциям: 2Z. ( £ J  te n e t Z L  ак с.омс±
o° *-1 ’ K-o '

где QklZ-0  , Z -  О* - L 
k =o

3.2.13. Случайная величина У  имеет характеристическую функ-
«ию м )  - - j i j r  •

Найти плотность распределения этой случайной величины.
3.2.14. Характеристическая функция имеет вид

Kf/-L) = t  7 ( а > о )  . Определить соответствующую ей плотность.
3.2.15. Даны характеристические функции:

/ *  С t /- i-t
т т р "  , W ) - - 7 7 t T  ■

Определить соответствующие им плотности распределения.
3.2.16. Характеристическая функция случайной величины имеет 

вид уу у )  = ~£е - £* i  ' Найти закон Распределения этой случай
ной величины.



3.2.17» Величины X t, Хг , Х ъ независимы и имеют нормальные
распределения Л /(0 ,Ч )  и соответственно.
Найти: a) Р ( Х < 'Х г +Уъ^ О  }  ; б) P [l2 X <  - Х2 + Х31 < 3 }  .

3.2.18. Случайные величины X и V независимы и имеют 
нормальные распределения /X(0-,у5< )  и Л / (а г>(5г )

Найти закон распределения суммы Х + У .
3.2.19. Величины У и У независимы и одинаково распре

делены, их характеристическая функция равна 'f(t- ) . Найти харак
теристическую функцию величины У/- Хг

3.2.20. Пусть У  ... г Хп - независимые случайные величины, 
каждая из которых принимает значения I  и - I с вероятностями 1/2. 
Вычислить характеристическую функцию случайной величины

s п ~ УI * • ■ ■+ Уп
3.2.21. Доказать, что при каждом натуральном ГЬ функция 

' f ( i ) :  to b n t  является характеристической.
3.2.22. iloказать, что если У  f t  )  - характеристическая функ

ция, то и 1У(1)1г  также является характеристической функцией.
3.2.23. Доказать, что если ) - характеристическая функ

ция случайной величины У , то случайная величина У ~а * Ь У 
имеет характеристическую функцию e.Latyf f 6  i )

3.2.24. Случайная величина У  имеет плотность распределе
ния

Г О , /ос/>а,

l £ / l -  ! g ) ,  i x h a

Показать, что характеристическая функция У равна;

, / - cob O t
У Н )  = z

3.2.25. Случайная величина У  имеет плотность распределения

/ Х-ыъаэс 
{ f f x )  = J F  вхг '



Доказать, что характеристическая функция К равна ;

г о , а ,
№ > ' [ ! £ ,

3.2.26, Доказать, что функция 'j’(-t) с периодом Z d .  и
(х при 1Ы & а  является характеристической,

3.2.27. Дать теоретико-вероятностную, интерпретацию равенства 
±

*>i 7г. i  St п г  - j— eM v,
г

3.2.28. Дать теоретико-вероятностную интерпретацию равенства

SLrbt \ t_— - (ХО̂  рК ■t £-4 ^

3.2.29. Являются ли характеристическими функции:

а) и»>Ь ) б) Je n  £ ■ ъ) ) ,  г )  £ /

Д) , е) Л̂ г  у Ж)  C tf if1

3.2.30. Доказать, что функция

v y * ;  =
v7-/-1? , I t l  *  4 

а  , i t i  > i

не является характеристической.
3.2.31. Пусть У-/,У*, У2, - независимые случайные величины,

имеющие нормальное Л/( О, /) распределение. Найти совместную харак
теристическую функцию величин

У ,  У  Z и  V 2 = V / ^ 3 .



3.2.32. Случайные величины Х/7 Хг , Х3, Х ч  имеют совместное 
нормальное_распределение,причем МХи~<9, С = 1,4 и  М Х сХк ~ Ч-ск ? 

С,К -1,4  . Найти:
а) Н У Л г  Хз , б) M X , Х2 Д  ; в) М  (X , Хг хьу.

3.3. Предельные теоремы

Говорят, что последовательность [ F n (x)^  функций распреде
ления слабо сходится к функции распределения F fx .) при п -*■ о ° ; 
если Fnf& ) —*> Р (о с .) в каждой точке непрерывности Ffoc.) .
Слабая сходимость обозначается так: -Ал Р  . Доказательство 
слабой сходимости распределений часто основывается на теоремах 
"непрерывности".

Т е о р е м а  н е п р е р ы в н о с т и  д л я  х а 
р а к т е р и с т и ч е с к и х  ф у н к ц и й

Последовательность функций распределения Fn f x )  слабо схо
дится к функции распределения F f'x .) тогда и только тогда, когда 
последовательность их характеристических функций У п ( (  ) сходится 
к непрерывной предельной функции 4 ( b )  . При этом 4 ( F )  есть ха
рактеристическая функция предельной функции F (o c ) и сходимость 

%  ( t ) к Sf ( t )  , равномерная в каждом конечном интервале. 
Т е о р е м а  н е п р е р ы в н о с т и  д л я  
п р о и з в о д я щ и х  ф у н к ц и й
Пусть Д /”  J - последовательность распределений вероятностей 

целочисленных случайных величин Хп с производящими функциями 
Д  Д  ) • Для сходимости распределения при каждом, конечном К  2-О :

1C гг Д
П ->

необходимо и достаточно, чтобы при любом S  из интервала 0 ^ s < (

£ст pn f s )  =/>АS/ -  S */->*
о» *

Пусть У/, У г,..~  независимые случайные величины и S n  ~
- X i + ..М Хп , I  . При достаточно общих условиях предельное 
распределение для соответствующим образом центрированных и норми-



ровашшх сумм - —- является нормальным, а точнее, при
/7 -=> о~ для любого "С

p f s~ % r l -‘ x j ' ^  \ h ^ f £  Tc / U - < P ^ J .
- СТО

Теоремы, которые утверждают нормальность предельного распре
деления сумм независимых величин S n , называется ц е н т 
р а л ь н ы м и  п р е д е л ь н ы м и  т е о р е м а м и .

Т е о р е м а  Л я п у н о в а

Если для последовательности взаимно независимых случайных 
величин У <,У-г существует & > 0  такое, что

Ест г * <r ZL ^1Хк~О к1&*^=0,П-ъ Оп K~f
 ̂ П

где Ок. - М ХК , Ь п  - 1 Е - $ У к  г то для функции распределения Р„(х; ) 
нормированной суммы

, Л
У  п - ft  X  (К к  - я *  )

' J n  k  = 4

имеем Fh =$> ср

Т е о р е м а  Л и н д е б е р г а - ф е л л е р а
Пусть У/,Уг,..- - последовательность взаимно независимых

случайных величин. Для того чтобы для функции распределения Fn fx )  
нормированной суммы -Уп выполнялось соотношение Fn ( р  , не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие Линдеберга: для 
любого €  >о

. п г
Ест  а г J  (X - 0-к_) с/&к fjc  )  = О°п  /ГгУ

1ХгО к1< *в„

где &к/х)~ функции распределения случайных величин У * .



3.3.1. Используя производящие функции, показать, что при 
п р  биномальное распределение сходится к пуассонов-

скому с параметром А.
3.3.2. Используя характеристические функции, показать, что 

при А к '
A - fК! t V2JT ■ и

и_
г  c iu .

3.3.3. Пусть - последовательность взаимно неза
висимых и одинаково распределенных случайных величин. Доказать,

А \ Р
что соотношение n'^A-X^—s- С при некоторой постоянной С вы
полняется тогда и только тогда, когда характеристическая функция 

Х к дифференцируема в точке t= 0 ,
3.3.4. Случайная величина X  имеет гамма-распределение 

с параметрами > О и Д >0  , если ее плотность

с р  )-/ -Ыос
£- при  X  Qj

О пр и -2~*£-0 .

Пусть Хп - случайная величина, имеющая гамма-распределение;

и м Х п  = ! t  ’ = * *

/ ’ / сХ ^  у J
Доказать, что распределение величины ( " И  /-г Д

сходится при фиксированном и /7-?»° к нормальному A / fO J)
3.3.3. Установить, будут ли выполнены закон больших чисел 

и центральная предельная теорема для последовательности взаимно 
независимых случайных величин [ Хк ] с распределениями, зада
ваемыми следующим образом ( к ^ 1 ) :

Р {Х К ■ *£ '} Р {Х * ’Oh
п Г .у . .

В)

б)

P f x *



З.-.З. б. Игральная кость бросается 1000 раз. Найти пределы, в 
которых с вероятностью, большей 0,99, будет находиться число выпав
ших очков.

3.3.7. Складывается 10  ̂ чисел, каждое из которых округлено 
с точностью до У О . Предполагается, что ошибки от округления 
независимы и равномерно распределены в интервале (- ^  УО ~т )
Найти пределы, в которых с вероятностью, не меньшей 0,99, будет 
суммарная ошибка.

3.3.8. Стрелок попадает при выстреле по мишени в десятку с 
вероятностью 0,5; в девятку - 0,3; в восьмерку - 0,1; в семерку -
0,05; в шестерку - 0,05. Стрелок сделал 100 выстрелов. Какова ве

роятность того, что он набрал более 980 очков; более 950 очков?
3.3.9. Пусть V  - область гг\- - мерного пространства, 

имеющая единичный объем, а / f  (к * ,.  ■■ , X т ) /«=. с - функция,опре
деленная всюду в области V  . Для того, чтобы методом Монте-Кар
ло подсчитать

v
поступают следующим, образом: бросают в область V  наудачу не-

дом Монте-Карло на основании 1000 независимых опытов. Вычислить 
вероятность того, что абсолютная погрешность в определении величины 

I  не превзойдет 0,01.
3 .3 .I I . Сколько опытов надо поставить при вычислении интегра-

I  = х т )Ы х , . . .  ,

зависимо одна от другой гь точек з г / 'Ч ,.,  х (п> и за приближен
ное значение интеграла принимают сумму

п-

Kz-i

Чему равно М 1 п ? Оценить . Найти
ное распределение для \fri ( In  -1 J

Найти при предель-

у
3.3.10. Вычисление интеграла I- Jx ^ o / sc произведено мето

ла

О



методом Монте-Карло для того, чтобы с вероятностью 0,99  
можно было считать абсолютную погрешность вычисленного значения ин
теграла не превосходящей 0,1$ от I  ?

3.3.12. На улице стоит человек и продает газеты. Предположим, 
что каждый из проходящих мимо людей с вероятностью 1/3 покупает га
зету. Пусть У означает число людей, прошедших мимо продавца за 
время, пока он продавал первые 100 экземпляров газеты. Найти рас
пределение У .

3.3.13. Независимые величины У/ ,Уц ,..  . имеют одинаковые
распределения с М У к -О и = / . Показать, что величины

/ I У-t 7 Хп Х р  - ' У п

асимптотически нормальны N (0,1)
3.3.14. Пусть Ук (< -1,2 , >п *'1 ) - независимые, нормально

распределенные Л/(О,! )  случайные величины. Положим

г
Найти предельные при П —*■ распределение JC п

ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

1.1.1. = t = /)6 = f i j  » где 0,j- -
число очков на первой и второй костях соответственно; ДО>~{. ^п ,

^/s, “ )it , J ,  i--<]U[u)L<J: j^ ]u  { cx>ij : четное;

l +j  _ Четное #  1У

1 . 1 . 2 .  Q  = fyyy, УУН, УНУ, НУУ, УНН, НУН, ННУ, ннн3 ; 

А = £ууу, уун, уну 3 ;  Ь = ^уу н ,  уну, нуу 3 ;

С  = { w  Н, УНУ, НУУ, УНН, НУН, ННУ, н н н З .



I . 1.3. а) Выбран юноша, который не живет в общежитии и не 
курит;

б) когда все юноши живут в общежитии и не курят;
в) когда курящие живут только в общежитии;
г) когда ни одна девушка не курит,а все юноши курят 
Нет, так как могут курить и девушки.
Ь~-Ае ; С = А,о :,^--As  ; Е=*Цх.у)-.т,<\/^у<‘гг

1.1.6. а1 А ; 6 ) ^ 6 ;  в ) 6  + АС.
1.1.7 . а), б ), г ), д) - не верны; в) - верно.
1.1»8. В случаях а), г ) ,  д), ж) - да, в остальных - нет.
I . I . 9 .  C * (A , * A z )t&t e>,+Rt b z+B . B ,  )  .

i . i . iu. Х = 6.

а) а = ф? е> = 1 2 ; в)А^е>.
1.1.12. Выбранное число оканчивается цифрой 5.
1.1 .13. a) ABC , 6)/?<&C; в) ABC. ) г ) А * В + С )

д) АвС+А&С е ) М С ;  ж) (Я+ в+ С)-ABC ,

1.1.14. а) А З = А )  б)/?- '&=&,  в) АВС^ АС )
г) А+В+С - в+С  .

I . I . I 7 .  См. задачу I . I .14.
I . I . I 9 . I .  Покажем, что ( А *В )С  - AC +ВС ф  АС ~вС . 

Переходя к дополнениям в левой части соотношения, имеем:

(А-*В>)*-С = {А +  c)f6+ c)= 5>  СА+3) + С  = Ав^АС.+ЗС-*С^>  

•ф А+ 8 = A 3  + CA< 8jC  fA+ В )С  = А ЗС  ^

ф  АС+ВС = АС ВС  Ф  /УС - 8С  .

2. Покажем, что АС ~ ВС = $  /А+ ВУС - АС  г З С  .
(А Т в )С  - f-Q- {A + BJJC  -С  -САС + С С ) = С- А С ;
АС -*вс - (Q-A)c+ (S 2 ~ b )c  = с с - А с ) +fc-В С ) =С- а с  .

Следовательно, (A + B JC  ~ AC +6С.



I  «1.20. а) 0 А с) б) I )  At; в) U  (P L n (n  A j ) ) \I- Л L=  ̂ l~4 J : 4, j  PL

*>&*« *><&**>
1.1.21. а) /5 С ' - оба супруга старше 30 лет, причем муж 

старше жены; А~А£>=А , но не ДР> , т .е .  мужу больше 30 лет, 
но он не старше своей жены; Л В С  - оба супруга старше 30 лет, 
причем муж не старше своей жены;

б) АС - совмещение событий: мужу больше 30 лет и жене не 
больше 30 лет, следовательно, муж старше жены - Ё> , т .е./7Сс&  .

1.1.22. С - ничейный исход. I . I .2 3 .  Д*/А-ДК) +fC-(A+Я)С\

1.2.1. ъ)ЭК/10К ; 6 )9 К/ЮК ; в) 8*f<DK ; v)(2 .gK- 8 K)/iOK
1.2.2. Одна и та же вероятность, равная 1/5.
1.2.3. 5/324. 1.2.4 . 0.096. 1.2.5. 2 {< Ч )(п - к )/п(п-< ) .
1.2.6. 2/5. 1.2.7. 1/9. 1.2.9. 2/(<V-I).
1 . 2 . 1 0 . 2(п-гт\- с)1п-[п-с ) 1 . 2 . I I .  I / I 2 6 .  1 . 2 .1 2 .  с£/л/*.
1 . 2 .1 3 .  У/л, . 1 . 2 .1 4 .  i/гь. 1 .2 .1 5 .  сД, /7 / / л Л

Ь 2 Л б ,У 2 ///г'г . 1 ^ 1 7 . * )2 ггС ? / С % б )п г г' Х ' , ' г/ с ” .

Ь 2 Л ^ . I-(5/6)4; I-(35/36)24. 1.2.19. c J C j t /г/..
b i^ O .  0,055. 1.2,21. С ^ / С -

1.2.21. а) б) С * к ! / в *  . 1.2.24. / / W "
1-2.25. ^  0 , 302. 1.2.26 . 0,25. 1.2.27. / ~ С ,^  / С *  .

с £ - ( £ 1 с " *  е Ъ " “ *  ы ^ с ги ^ / г Г г
1.2.30. a)y// 3 ■S‘...(2 n - * )* e nn !fen )!">v in !/4.3 s-...f2n-/) .

1-2.31. У к а з а н и  е. Лишь последняя цифра влияет на послед
нюю цифру квадрата и четвертой степени его, а на последнюю цифру 
произведения чисел - их последние цифры. Поэтому можно рассматри
вать только однозначные числа, а) 0,2; б) 0,4; в) 0,04.
1-2.32. W l!iC> 0=0, 00036288. 1.2.33. 2 9 II/ I 271 256=0,00228986... 

1-3.1. 4 + . 1.3.2. (\R-D /zV?. 1.3.3. sr 0,23.



1.3.4. ( г / Я ) г . 1.3.5. к. (г.- к  ) . 1.3.6. А  УС

1.3.7. Р(х/ьс-Ъ̂ п££/яг. 1.3.8. 2  £.[О-У/ . 1.3.9 ♦ 1/4 •

1.3 .ю . -t-(T-ef/r\  1 .3 .I I .  p (r th i- (T - t )* / r \ г

1.4.7. а) /-///'В )  ; б) i- Pf/ f)-P (B )+ P f/> & ); в )/-Р/В) +Р/ЯВ),

г ) Р М ) - Р ( А В )  ; д ) '/-Р/й )-Р/в)+ Р/Л в/ ;  & )/ - Р / Л в )/

ж) р /в) -р / й  в ) ;  з) р (л )+ Р (б ) - р / й в )  .

1.4 .11. р 0 = Р Р / й )  - Р/В )  + Р /Р В ) ,  Ду - Р / Л )* P/ В )-РР/Й В ), 
рг - p / я в )

1.4.12. До 7 -р/й )  - Р/& )  -Р/с )  * Р / й В  )  +Р/PC)  *Р /3  С) -Р/йВС  )■ 

Ду -- p / й )*  P /В ) * Р ( С)  -Й Р/Й 8 )~2Р/Л С  )  -рр/вс) +ЗР/ЙВСJ  

Д  ,  Р / й 6 ) * Р / й с )  * р / в с )  -ЗР/ЙВС ) ;

Д з  -- Р / й в с  )

1.4.17. /><Й А * )- С / Р / А , )- Ь гР/ЛАг)->  С„3Р / й ,й г й 3) - ... *

+ / ^ Г 1Р (/ г  а* )  .

1.4 .is .  [ / -  j-. + jr. - •••->- -777- J  > Уе  .

О к а з а н и е .  Беспорядком называется такая перестановка 
элементов, при которой ни один элемент не остается в первоначаль
ном положении. Число таких перестановок (число беспорядков) равно

/г , i + 1  t± T  1 
П ■ L* ~ i> 2' т -I ■

1.4.19. 1/2. 1.4.20. 31/96. 1.4.21. а) 7/8; б) 2/3; в) 1/3.

1.4.22. 0,94. 1.4.23. а) 0,324; б) 0,928. 1.2.24. 0,94; 0,9964.
1.4.25. 0,3. 1.4.26. 2/3; 1/3. 1.4.27. 0,455.

1.4.28. Д -  1- С/ (J-7t)** С п (р ^ ) -••••-» ('<) С п ( i-  Р Г )  .



1.4.29 . 0,328. 1.4.30. А- £ А - (1 - р )т ]  *

1*4.31. р  ( п/ т ) - А - р ( т )  ' Ь4^3_2_. 0,9008. 1.4.33. 0.8.

I . 5 . I .  Р (А В  ) =3/8; Р ( в )  =7/8; Р/Ч/ЙJ  = 3/7.

Ь Ь 2 .  I  - Ю .59/(610-510) .  1.5.3. 0,5. 1.5.4. 2/3.

1-5,6. 21/46. 1.5.7. 1/5. 1.5.8. 1/4. 1.5.9. 1/4.

3/4. 1.5.I I .  Пусть гипотеза Нк ( к =0,1,2) - для пер
вой игры взять к  новых мячей.Событие А — для второй игры взять 
два новых мяча. Тогда

С*  С г' к г  2
Р(Ч„ ) -- —%  , Р(А/Нк. J = ; Р = о, £79 7229 .

<-го го

1-5Л2 . 20/29. 1,5.13, 0,72. Ь 5 Л 4 . 0,572; 0,128; 0,21333...;
0,42666...; 0,428; 0,872. 1.5.15. р,рР . 1.5.16. 56/185.

1 ^ Л 7 . С ? С £ / С £  .  1.5.19 .  P fA B )  = 0 , 3 ;  Р ( 8 / Я )  = о , 5 .

1-5,20* 0,/5. I «5.22. События зависимы. 1.5.23. События /? и й
независимы. 1.5.24. 0. 1.5.28. 1/4. 1.5.29. См.задачу 1.4.15
1-5,30. (t)p i  (s  <) . 1.5.31. 9/16. 1.5.32. 9/35.
1--.Ъ.ЗЗ. 14/17. 1.5.34. 2-1/50. 1.5.35. 0.87.

Ptl±-£<)z_
P  = <t_ Д  (7-pi f  • 1-5,37. з Д  + 5pa .

T с ад л < (* -* )  + гк (гп -к ) gji
1-2-38. Z5 c Zn{2n-<)  <?n(2n - // г„-2 ■ 1.5,39 . 7/18.

1.5.40. a) 0,0345; 6) 125/345; 140/345; 80/345.

1-5.41. 3 белых и 2 черных; изменение. 1.5.42. М /л/  .

JL-5.43. а) 3/4; б) 0,5. 1.5.44. 0,05. 1.5.45. Ю/11.

I..5.46. а) 13/24; б) 1/2. 1.5.47. 0,9968.
78



1.6 .1. a )P 8 (mj> 1 ) = 0,00038; 6) Pg = 0,8999.

1.6.2. 10. 1.6.3. a) 2; б)Р1о(2*-m * 4 )  = o,59I.

1.6.4. a) 0,656; 6) 0,948. 1.6.5. a) a 0,25; б) с 0,867 (приме
нить интегральную теорему Муавра-Лапласа). 1.6,6. 8/32; 7/32.

LisZi Рк - CS*K 2*~к . 1 .6,8 . e,l (S te fa-  S/гг) 6
1.6.9. ГЬ ^ 2 2 . 1.6.10. 7- O - P )5 . 1 .6 .I I .  0,2816.

I . 6.12. 0,73. I . 6.13. 0,2. I . 6.14. 0.0588.

1.6.15. / 7■ д / ч ) ( < / л ) J . 6 . J 6 . a) 558; 6) 5^ .  

m*t гп-т-е.
1.6.17. Cn Cn4f> ^  . 1.6.18. a) p  =0,085; 6) 0,385.

I . 6.19. 50/243. 1.6.22. 0.95803: 0,99983; 0.16062.
_ nxf/v гГ \n-

1.6.23. 0,95957. 1.6.24. /-£ ; .

1.6.25. I  - 1,3 t  4 J’3. 1.6.26. 0,99. 1.6.27. 2; 0,2192.

1.6.28. a) x  0 (с точностью более чем до 10-го знака после запятой);
б) х  0,99534; 0,5; 0,00466.

1.6.29. а) ^  0,8859; б) 0,8859; 0,4991; хг 0,1468; 0,8353,
764 < гп < 836 (применить интегральную теорему Муавра-Лапласа).

П, = 18500.

2.1.3. [  О  ̂ если ХйтО,
j *--»тгп У" р т  п-т  если o^xsn .  и х -  целое,6 э >Г {х ) = т-о

_L П~гп если 0<эсз п  и х -  нецелое,6 л г_  L п 1m-о 7 л. если jc > п_ .
ч *2,1.4. д Л если а , .

%  если и сс - целое,
I Cxi3— „гл

£ " тгь  п ? если е> сжг /т. и ас- нецелое,F (* >

если .



2 .1 .5 . Г  0  ъ е сли  x s  О  ,
^  _1  1

Р ( х )~  i  £z-0 £ т *< '  ' "Д Г 30 7 если  х  “  ц елое и х > 0 ,

■j -  n ix iT i ,  если  х  ~ нецелое и эс > 0

2.1.6. /УХ  = 0,3; © У  = 0,61. 2.1.7. 2 .

2 . 1 . 8 .  / .  _ЦЩ  + 2  -О— . J t l -  .Л ±   +  -+
(a+m)(n-tт - i)  п * т  п * т - 1  т т - г .

»7 п(п-1)(п-г) ... V т(п+т)(п*т-1)...(т*1) п-
Т  1 0 11 I  |1 2/О 1 1/45 1I 16/45 11 28/45

; /УУ = 1,6; ЮУ. =0,284.

м  t L f j  н -) м-н2.1 .ю .  МХ= п ^7-; £>Х = п / у  (1- л/) /у--/

2.1 .11. Пусть X - число очков при бросании одной кости. Тогда
/У У  = 3 ,5 ;  £>Х = 3 5 /1 2 .

Для двух костей: Y  = X < +Х г ; М  Y : 7; Ь  Y: 35/s.

2.1.12. М  X - М С Г  (1/6) т (5/6)  т

2 .1 .1 3 .

2 ^ 4 .

2.1.15.

зс
10 1 I  1 2 1 3 11 4л 1 I/ I6  11/4 1 3/8 1 1/4 I11/I6

X
1 ~3 1 3 1 8 1 9 I 14 I 15

Я 1 0,008 1 0,0361 (3,060 1 0,054 1 0,180 1о ,027

19 1 20 1 25
1 30

0.I5C) 1 0,135 1 0,225 10,125

X  I I  1 2 1 3 .  . / IX  =11/9; 0 Х ;
Р  1 2/3 1 2/9 1 1/9 >

2.1.16. р (х < к )Ч / p (x * i )= p {x > j) ;p (x < i)- p (x * i )- p f x * /)--к .



2.1.17. ЭС3 = 21; Рз = 0,2.
2.1.18. Pi = 0,4; p± = 0,1; Pj = 0,5.
2.1.20. f О при xs.-J_P

, , . при <* so,p/xJ- \ £ z.-/ —  ̂-ОД̂) при о < JCs /,
_ _ г~  у ̂ при CC ? -f y

Л/У = 0; ©X = 1/6.

2.1.21. a) /7 = //Ж ,  A/x J  - z  + £ * * %  x  '  S) ? ( ~U

в) математического ожидания не существует.
2.1.22. CL = <?/Ж, Г AW,L?2-- р г  ОльЬс)г£

a i~ 2.1.25. а) Н - 2. ,
~  7Г при л :  * -  * :  j

при - ,>

при ;

, ь 24.

2.1.25. в) /VJf- у, .P f G S c X ^ t S ) * i
2.1.26. при x.s--2 ,

-УI  г, , У " V ̂  при ~<в с ас $ О,
Й 8/ ** ) 77 х  при о*эс*2г ¥4

О при
2.1.27. A/X = i.



— 1 •-2е- Г О  при I s o ,

F(z) = ] при OcZsR,
I  -/ при г  > /? ■

му  = i «  ; © х  = «*/-/$

2 . 1 . 2 9 .  М У  =0 .5 " ,  0 Х - - / / / 2 .  2 . 1 . 3 0 .  а) 0 , 4 ;  б) 0 , 5 .

2 . 1 . 3 1 .  0 , 6 .  2 . 1 . 3 2 .  М У  = 60 Ci ®У = 1200 С2 .

2.1.33. р  = 2/3. 2.1.36. ./Ц,^.,=0; IU„=(2K-r)feK-l)...3-t-6s Z

~(2к-1) п ^  , *  = /2,... . в  частности, = з б ’^

2 . 1 . 3 7 .  a ) ^ x  = £ x ^d?; 6) S x ^O, £ X ^--/Z/S' .

2 . 1 . 3 8 .  Pf-Q,S&y*-GJ J s i 0,1516;  P(1*Xs 2)x. 0, 135 9.

2 . 1 . 3 9 .  50 м. 2 . 1 . 4 0 .  0 .34 13 .  2 . 1 . 4 1 .  <?* = 0 , 6 7 4 4 9 0 .

2 . 1 . 4 2 .  a) 0 ,8 53 ;  6) 0 ,9 7 3 .  2 . 1 . 4 3 .  ( 2 , 4 7 ;  2 , 5 3 ) .

<? //2.1.44. <o = \J2(cn &-end) ■ 2.1.46. a) 0,99730; 6 ) 0,98 168...;

в) I ;  r ) 8/9 = 0,88888...; д) 0,91393... .

2.1.48 . 0,09516 . 2.1.49. P fA ) = 0,050; У = 0 , 777;

P/C^= 0,998. 2.1.50. 0,1681. 2 . I .5 I .  50000; p  = 0,3679.

2.1.52. M X-  '  oZ1 '

2.1.53. p £>

F»H --
M - e ' T

при ЛС -s O a 

при X  > &

(Chp ) rn
2.1.54-. P (X = m )  - /77/ ‘ £ Для всех m ^ O  , если X  - число
успешных опытов.



2 . 1 . 5 5 .  P f x . ) - О У Г У х )  + 0,3P z f a )  .

О , если m tn .(x ,y ) £ О }

9 ,%  ’ если f a , y ) e ( 0 , O  * ( 4 < h  
q, Л  если (х ,у)б(й .О '*('1>  + 00) >

<̂ у , если ( x . y )  € +

у ,  если ( a r ^ f e f f , * 00) * ^ ’ + ° °^

2 . 2 . 2 .  Д = 0 , 0 5 .  2.2.3. МУ=0.7\ MY=-Q 4 ] №  = 0 .2 1 ,

/>у --О.ЧЯ-, --0.2*8

2.2.4. № ^ №  = g : ; /?yif ^со\/(Х,У)-0;Хл Y зависимы.

2 . 2 . 5 .  M ( y/ y =*o ) = 2 5 / 1 2 ;  T > (Y fa iO )  = 1 9 1 /1 4 4 .

i*U < L  ! _ / > ' • 2^  a) ^  ; o, . , )  J L  .

*) р ( 1+ ъ ) я ггк' ? ( 1̂ г >~У, о ,  3)^/2 .

2 . 2 . 8  . 4 + F f x ,u  ) - Bern ( Ffoe, Z ) + Ffa, y)).

2 . 2 . 9 .  F  f a y )  = f f m i n  for, y .))

2.2.10. f  0  * если X s-y ,y< = C > ,
F f a y ) =  f a x )-  f a y )  , если ~ y <3C

L F f y )-  F f - y )  , если эе ,  у *  О

2.2.11. P ( x y )  = ( Р ( у ) ) П (F (y )- F fx j) при

F ( x . y ) - f F f a ) ^ при ^ ^  ■

2 . 2 . 1 2 .  P - 2 7 3-Q  6-g_9+Q_ 2 . 2 . 1 3 .  f f x . y j -  В &

2 .2.1.



—2Л5, Г с&Ъх  если (х ,д )е (0 , # ]  */<Z # 7 ,
j ( x j f )  - )v L О в остальных случаях;

мх= MY = { -  i ; R = f V ” ж-г).

2.2.16. /" 0 если тС п . (эс,у)$ . 0 3

J  О, ф п х * Ыпу- 1 т (х Щ  если (х,у)е (б ,£ ]* (0, J j ^

F (х ,у ) ~ 0,S[i>inx- Смх. J  з если ( т , у ) е  f О,£]•*(—> +
D .5 [Sm y-С а у+  / J , если ( х , у ) е ( § ?

-/ , если , +

н х - - т = % ;  я х **> у  = ^ + ? - * ;
Т  7 г [ 0 / 8 8  -O .O ve\

Rxr- Cov(X,Y) = > R ^ [ - 0,ov6 0/8 8  J

2 .2 .17. a) 4 = 20 ; б) F[x,y)~- ( £ o * c t y  f  * £ ) ( w OZc%  у  * г )  

2.2.18♦ a) . l (*■)=te x ? (l- x )3x e (o .i)- t q )fYlyJ--2tfi y £ ( ° ‘ 1)

h ( x ) =  £ *  ; f i f t y  )* (< + # ) '*>  y >0

£ ( * ) - r / 7 ix P  e  9 x > ° j  Ь ( у ) Тг 7 $ )У  £ > 3 ^ °

£ x / JX *’X i)  " X T fW t  eKPf~96 (S x i ~23'<Х Ъ* 5 ; г Ю  y

^  ( Х ' . ъ )  - f - i ^  У  •

2.2.23. M X  =MY~Ox ft = (  *o i/z J



р( х -х)=

^ И Ь .  [ V v o g  , если 1 ъ / * а , 1 у 1 * & ,
з1х ?у )~  | 0  иначе;

2 * 2 * 2 5 .

* = 4 7  * > о ;  у > °;

Ъ ( * / а ) * к ( * ) :  4 ^ A ; - / Y/y j ;
ЮХ--ЮУ Ч -УГ/г/ ■ R ^ .- o ,

j- (x 'tf)^-f/(з %  P i x s Q ,

Г О ? если гп сп .(х .у)  & О, 

х(у / а г ; если 0< Х s a  , О <̂1 stx^ 
х/а. , если ОтЗС<:а, у>0-,
У/О- > еСЛИ ^SCL, 0<<JSQ-J 
1 , если рс. s o ., у  ><х ^

O'* ( я )  ~ */0-; OzozsQ .] J y t y ) - f/a ., o & y s - c i .

Величины Л  и К независимы.

2 . 2 . 2 7 .  0 .

2 . 2 . 2 8 .  ,  . /
М / зг  , если эс>0, урО , jc+ y  «<? 7
| о  иначе;

-/<(х ) = h (8-яX Osx^&J J y(у ) --i 2  -у), sS J

,х>,а, у»0,я*^8',̂ у/х)~1/(8-я),х^о ,у .?  о, xi-y<8.
2 . 2 . 2 9 *

/х/ ^ J - - / * М ; /y/yJ= /-/у/, / y / w ;

/у(к /у ) = г / T iy i)’ l * ! * * - !# ! )  ^ (у / я )  = 2 fiZ w ~ )’ ly l<'l - la:l

Величины л и У зависимы, но некоррелированы.



2.2.31.

J- fa y ) - Я х е а * * )х, х> о,у*о- £х(» )Л !(1 + ц )\  у  >0J 

$ x (x fy )= X - ( l * y )* e  а  х > 0 , у >0 

г = \[ф £ ) £ fx )*M  I /*/<г;/г lyl<г

< ~Уг> £ ((у/* )  ^ z  V i*-х г' '

/у/«г \ГгТ^  ) НХ =°>  ® х  '- г ^ 4  / г0
во

/V/ - / « W r  . у Д  ̂ ; 0 Х .  j T » f W  / у ^ у  *
~аоов

- J [V Y - H (X / Y = y )]% fy )t y
<7*
Нет.

—  З'/Х-И) -ШТГ^З7 Р[ 31 /06 -rgz /69 - IJ ■

{0 / 3 2  -0,026 1
2.2.36. а) £  = 1,39; 0) R  = [-0,026 O /O S  J

2.2.32.

+

2.2.34. Нет. 

2.2.

■^•3 7 , ? /  : x w m w € * p [ - £ s ( * 9 x t '-5 e 9 a ~*P 6 z  - 7

+ 3 6 X 2 - 3 8 ^ 2 ) } . .

о / , / * >  £W ~  '^ 0 г]>^ (у )-б ^ш е%рЬ  ^ j i ;

б)Л (х/# Ьб [/ш т*е*р{- [-*Г(Т- }  ;
п .  . У __/' 6 я - гп г - г щ  ( х - т , ! ] г п

д-уШ *)* &г expl  2 f/ - z * j6 ?  «/у

2.2.38. а

/ 1В ) M (Y / Y * X )=  П П ^ Т ,- ^  [Х - Г Г 7 , )  }

м  ( х /у - - / )  -  07/ / г.-щ f / -  snz JУ



Г) Sb(Y/X* я )  =<5*fr- г V ;  Я / У / К - - у ;  = б 1 У / -  t ‘ J

2.2.39. a) M (xh '* y )  = S - 0.tffy *2) ;  М  f  Y/X=x) = б- / .S x ;

^ / у =у " ^ 6 ';

б) 4  / х ) = ~ 7= ^е п У *-&+г)*
V >  e w ; / ( : , )  t i e r  .

* > & (* / » )•  ,

•fy (и/*)- Ш  «'Г- Y w Y j
— У/о

&.2.<Ю. yO = / - g  ~  и ,393.

2^2ЛЬ $■(<*#)- * , у е ( 0 . 1 ) ;

f  о  , если 
Р(ос,у)= J у Р ( х , если

[  < р (х № ), если ур  i

ы л г ^  F fx ,y ) ,p / y < x )p (^  /У<х), Пусть 2T.<a:f >тогда 

Р ( Х < х ) - о  и Р (х ,у ) = о  ; пусть <Ху<-л: « а:г , ТОгда

Р ( х < х ) = р ч и F(x ,y )=pfP(Y<.g/у =я,) =

При я: >^по формуле полной вероятности

■ л ''3/  ' Л  ф (

Далее, полагая а: и дифференцируя по ^  , получаем

г d  п ,  у г
р ( я } - ^ р Ы ) - ё Ш р . е  г * *  * ц е  г * ‘ I

1Р.-5. рк *Р(У=<2к-5)=/>еьк, K = 0.t,2, . . . ‘f М У = 2 (Ц р - 3  

Ы Л±  сРо :р(У- о) - £  ^  =/Yr= /J  =£; ^  --/уУ--/Y J -^

< = 2 ,3 ,. . . ,  M Y  =2.’



з  у
2 . 3 . 5 .  £ 0 r / Y Y - - / J - -  Е\ <Ь=Р(У=ч)=1ё', % :P(y-~ (зк -г )г) ' -  Ы ! ,

к =2,3,... .

' I A < 1 -yrV T ^

2.3.7. a)

6)

в)

?r

ГО если7 У * 0 ,
г если (9 <<у^

1 i 7 если • р ';

‘ 0 ; если У '^ у

■У- — , если

0 7 если У ^ >
если

4 у • если у > £  •

2.3.9. /" 0 7 если

■ ш-ррщь I у '■ес“  Щ =л-г[оА
X  4 , если $ > 1 ,

г - ?- д . «>/ / y i ■ /̂щтЩте  * *  *  

. )  h u t -  ф т  “ f t -  е^ / г ] '

l  • - ф - с - у - р [- / 'А ’ 7’ У * 0



Cl  +  £ > /£ >

2.3 . 12. M X - & ; л х  = e Sa ✓ J

2ДД5, a) Y-л/ m o ;  6)£ b ) ‘ z
m - 2 0 - 2 T <  . г д ь , ) ^ ,  /y/s ж

2,3 . Ie .  Указание. Так как X * ig У  , где у> _ случайная вели
чина, равномерно распределенная на отрезке то

f  = ^ / 7 '' ^ Э г ч > ' тТр г  ̂3 Vs

2лЗЛ7. а) 7 ^ 7 V f * ( y ) * f * h j ) ' ,

2.3.18. F1JK( ^ ~ )  2.3.19. /-  ру ( / [2 'У ) )

2.3.20. Г <7 7 если y s j r a z,

P M P t У*У)  - j '/f ^ ’a g а- если 6^
(_ /  , если у  >7iВ р

где У - площадь круга с диаметром X

2.3.21. Пусть . Тогда Р  (У  ^  ̂~
г р{х<р Ъ)) р*(г* < у

При у   ̂о  P(Y  ру)= о , при у >  / P fY /y )  =4 ■

Таким образом, У  имеет равномерное распределение на отрезке £0,1)
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2,1,23, a) ^  ; % o= У / г ;  '/г ;

\ 4 - H i  ,  остальные 0- • =0;

6> & s / / > ; £ « a / / / * j  ?o-{H, p '̂/e; pz = Vs;

2.3.24. 1 = 1 0 11 1 11 2 I1 3 1 4
р  1 I/ I2  1' 1/4 1/3 1 1/4 11 I/ I2

2.3.25. r ^ f если Я^-7.,

, , , , , , если ~1<ZsO.
21 / < Л  *  Yl / ^  ? если о

1/z , если У < Я « г ,
V. 7 , если _/

i . , если Ze[-f. 0 ] ,  % €  [ l  2.]^ 
О иначе.

Примечание. Сумма 2-=Х + /  является непрерывной случайной 
величиной, если хотя бы одно из слагаемых непрерывная случайная 
величина.

2.3.26'. f  Q , если Я

£ / * )=

2.3.
о

•) -Ы(‘и ^ г Ь
Й б г  \fT-Zz

При 4 - 0  $gfZ )~- j/-rgZj f& j/ s 'z )г1 ~ зак0Н распределения Коши.
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^ 2 8 .  w x  - S k f f a  i- )d x '
О J  — 7̂0

^ ,<1У' Равно“ ерное распределение на отрезке [O . l J .

2.3.30. . 1 0
I , если /2/>У7 

У-/?/ если /2 I ^ {

2.3.31. Г-tnZ 1 если <9< Z< 17

L £ , если z £ ( o , i ) /
/7-/2/ 7 если/н/s/ 7 [ 2 0 - 2 )  , e a ™ 0 * Z * * ,

4?' L О , если/г/л/, / [ 0 t если 1ф £о,1]
r> , . }  -А/z/

2.3.32. a) j i z )  = ^ £  (закон Лапласа);

A2
* ) j  ( ? ) a a  , 2 ^ 0

2 £*33* £ ( z ) =  i e lz,(4 + /a i)

2.3.36. Я ( ? )  - ____________________________

2.3.38. Требуется доказать равенство

P ( X -  Y < - Z , , x - Y < ^ )  = p ( X - Y < 2 < ) P ( X + У < 2* J  .
_ . ^ г^ гУг

Для этого в интеграле J J  £ г  cjua/V 
! ?

сделаем замену переменных Ц - V  -  t  , U - f V -  S' и воспользуем
ся тем, что каждая из величин / — у  и X  + Y  имеет нормальное
распределение Л/[ 0 , 2 ) ,



2.3.39. Рассмотрим для произвольных Z / Z O  и Z^ ?/0  вероятность

Р(Х-У->*у, rr>in(X,Y)*Zz)- J
Учитывая независимость X  и У » имеем u , i t

Э  f c * iVc / v j c J u  =
{ и -V>,Z i,m Cnlu .V )2 iz ]  Ц4г г

Z-1 °
= P{X-Y zZ< )P('nLn (X’ Y ) * 2* )

Следовательно, события (X ~ Y <&1 )  и (/7?1л ()T ,Y )< & z ) 
независимы в этом случае. Аналогично рассматривается случай

2.3.41.
% w f  г Г 4 - г $ * ?- 2 в * Ф + % * ^ ,

где /7 & л ги  _ п. 5/»><а 5 У У - >.
н  ~ (э,*- & ,6 Z б ?  /
О С-ОЪоШпЫ. п
Л  '  еС2 (5С <5* <£2 /7 t
„  S/и2̂  , о . ег*5°< Stud ce> *̂bt
С  ~ б ?  +^ г б г *

Случайные величины Ху и Уу будут независимы, если выб
рать так, чтобы . 2  1. б ,

Ъ гы -
р . Э . К .  Указание. Y  .  Ш п  Т  п .  ) У  - Л / (о ,Т . 1 , ‘ ) 1 

1 «=у 2 * - . /
Поэтому и Уг независимы тогда и только тогда, когда Z yy-O ,
а Ъ у у  -О тогда и только тогда, когда Х1йк^>^ - ®  •

11 £=/

, я , Sen U + y Y С0-Ь°<) .



^ = t c o ^ V ’ ,  у  - 7, S (V j  Ч>]

г V соУч>, I
п г , _ , -2 ( Г Г 2 '  6 г ~ )

Ъ  [1 ,4 )  =^(дс и )  i f r o d  -  J L  £
* J \ J ( Z , V )  I ~  Z rrra &

Г О ^еслиог^о, f j ~  гесж 0< х <Ry
[•XIх-)- к х /Яг f если 0<acsR^ Jjcfc/ ~ J о  , если хф (£>,Я)̂

' У ? если x>R,
/УХ = 5 ^  Х )Х - Х г//<Р

f О ? если х^О,
Fx/ x ) -- f если о< х^Т ,

У  ̂ если ос > Т .

--■3 • •. т  - 1 $сп всог> у> ? о  a z ^ о °
у  s ,z Ььп. &  b i n f , О ss R) ̂  92>
% = г сеч 9  , о  < гХГ  ̂

2 .3 .5 2 .

[ '(Y L t U h )  п, /7* л, ,
Р , I I Z  J х  а  X

> ( п ,л > J ~ r ( £ ) r ( f )  1 п ‘  Т П ^ Г ^ К т п л п г -  ,

О ss ас с-
2 .3 .5 Д .  Ук а з а н и е . В о с п о л ь зо в а т ь с я  р а в е н с т в о м / / £ "= / с ^ ,/ у  а/е ~ ^ к

Mn~ Y О - Я^ °° <=°  ’п в О Т0ГДа и только тогда,когда У=оо с вероятностью I .

з .1 .з .  Р(1Х-мх1<о.г)ъв,&ч. з !bb .P fo ,ssx* f,s)bo ,f4.
j 3-Г»74в



3 . 1 . 5 .  Р(Ч9.5*Х*50.5)>,0,6.  3 . 1 . 6 .  а) Р>0 .*6 \  б )р?0,75 '.

3 . 1 . 7 .  а )  0 , 8 8 8 . . . ;  б )  0 , 2 5 .  3 . 1 . 8 .  £ »  0 , 3 .

3 . 1 . 9 .  0 , 8 8 1 5 .  3 . 1 . 10 .  0 , 2 5 ;  р  =г<Р ( -г )  = 0 , 0 4 5 6 .

'е
с.  ̂̂

з . 1 . п .  л  ^  - / / /То1 .  з . 1 . 12 .  р (х * £ )= р (е ° %  еа£)<

з а . 13. Р ( у * £ )  = P f j ( x ) * S ( £ ) )  5- MJ ^ I  ■

3.1.14. См.задачу 3.1.13.

3 .т . Т5. a ' P ( I K l * £ > * P { f ( X ) * № ) s  p p j  -

б) Пусть F (x  ) - функция распределения величины X  •
Тогда

P ( IX I> £ )  -- S  d  Р (х ) z i-  S  f W J P f o z )  =
/ас/^f lx l*£

~ С J f f x j d F f c )  ~ c J  $ (x ) otF(oc) •>
l*l<£

> ± ( m .m - m ) .

Q_ ^  2
3Л .16. Применима, т .к .  M X n ~ ~ JP T T  и X^Xn-^O, для всех M  .
3.1.17. Применима, т .к .  М Х п = 0 , - 2  для всех /X- .
3.1.18. Применима, т .к .  М Х п - 0  , Р )Х п -сА2'- для всех tz
3.1.19. 0,99. 3.1.20. 227500. 3.1.21. П.» 60000.
3.1.22. Подчиняется. 3.1.23. Подчиняется при с>( <•/ ; не подчиняет
ся при ol ^ j . 3.1.24. Не подчиняется.
3.1.28. Указание. Воспользоваться теоремой Лебега о мажорируемой 
сходимости.
3.1.29. Пусть £ Х п , п ^  / 3 - последовательность независимых,
равномерно распределенных на отрезке £ 0 ,lJ  случайных величин.



при n

UU Зак°«у больших чисел

'  % | л ^
непРерывности ) имеем

И В СилУ ограниченности J f x  )

W ( s „ ) :— * J ( i )  при "  ->

Теперь достаточно выразить M ffs * )  » пользуясь независимостью 
величин Х п , n & i .

^  f i ? м ' &  /^ф/Г/уУ” ‘* р-
ж  т ь

« а) -ц({+&)= ц +j[2 *■ у г  . Дискретное распределение со
скачками в точках 0 , 1, 2-, соответственно равными 1/4, 1/2, 1/4;
б) ?-f-f-z2 ) ~ 2. * у" 2 * ■■ . Дискретное распределение:
значение К^-О принимается с вероятностью 2. ' ; в) рас
пределение Пуассона с параметром J I  ; г) биномальное распределе- 
ние с вероятностью успеха Р  - 3  .

^  №  • т& ягтта ; ■ К- ' /У -РП
e t££_ £ cot

3.2.I I .  a) ^ f i )  P f S - a J i
CL

б) А 7 1 Г
Lai ~ S-

-o\il .
Г) у

У
д)

J22.



3.2.15. Заметим, что j^ f 'J  ( 1 ~ i^ )  - характеристи
ческая функция суммы Х + ¥  , где X  и У  независимы, причем
X  имеет распределение с плотностью = , а  »
где имеет хи-квадрат распределение с двумя степенями свобо
ды.

Теперь плотностьлраспределения соответствующая ^2 (& )  най
дется как свертка плотностей случайных величин JC  и Y

3.2.16. Целочисленная случайная величина, принимающая значе
ние К - (  К — /,2,■■■) с вероятностью .

3.2.17. а) 0,5; 0 ) 0 , 6568 . 5.2.19. \ i f ( t ) \2 • 3.2.20. COS**.
3.2.2^. Воспользоваться интегрированием по частям.

-А43.2.29. а) ДА; б) НЕТ; в) ДА; г) НЕТ, так как е  = 1 *-0( t z)> 
и если бы была характеристической функцией случайной вели
чины X  , то M X  =0, и х  =̂0 j i  = 1 ; д) ДА; е) ДА; ж)НЕТ.

3.2.31. у> (£ ,,£2 )= е

3.2.32. а) Zgq -'-Z/g'Zsq+'Z-M z23 > б) 0;
в) 8  Zf2 zf3 Z23 +-2( z *2 *-Z*3 +- Z2s  )  -ь 1.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е
 ̂ Т а б л и ц а  I  

Таблица значений функции ' f f x ) С ^

X 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3о — 70 73
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 38 47
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726
0,4 3683 3668 3653 36 37 3621 3605 3589 3572 -
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 33 г<с .>э2
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОН 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 220 3
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 112?
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 070? 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422. 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 U147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 010 7
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 иОбЗ 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046



X 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 001'2 0012 ООН ООН 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

 ̂ Т а  б2 л и ц а  2
Таблица значений функции ф0(х ) =

(Ф,(-*> = -Ф 0(^ ) )

X 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,00000 00399 00798 0II97 01595 01994 02392 02790 03188 03586
0,1 .03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749-07142 07535
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 0871 10257 10642 II026 II409
0,3 I I 791 I2I72 12552 12930 13307 13683 14058 I443I 1480 3 I5I73
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 -18082 18439 18793
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 245 37 2485 7 25175 25490
0,7 25804 26II5 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524
0,8 28814 29103 29389 29673 29955 30234 305II 30785 31057 31327
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214
1,1 36433 36650 368 64 370 76 37286 37493 37698 37900 38100 38298
1,2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147
1,3 40320 40490 40658 408 24 40988 41149 41309 41466 4I62I 41774
1,4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408



У 0 * 2 3_ l _ L
5 6 7 8 3

1,6 44520
о---- -
44630

--------
44738 44845

х ■
44950 45053 45154 45254 45352 45449

1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
1,8 46 ДО 7 46485 46562 46638 46712 46784 468 5 6 4692 6 46995 47062
1,9 47128 47193 47£57

47831
47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670

2,0 47725 47778 47882 47932 47982 48030 480 77 48124 48169
2,1 48214 48257 48300 48 341 48382 48422 48 461 48500 48537 48574
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48 778 48809 48840 48870 48899
2,3 48928 489 5 6 4898 3 49010 49036 49061 4908 6 49I I I 49134 49158
2,4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
2,7 49653 49664 49^74 49683 49693 49702 497II 49720 49726 49736
2,8 49 744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
2,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861

3,0 0,49865 3,1 49903 3,2 49931 3,3 49952 3,4 49966
3,5 499 77 3,6 49984 3,7 49989 3,8 49993 3,9 49995
4.0 499968
4,5 499997
5.0 49999997

Т а б л и ц а  3
I к  .

Таблица значений функции PK (\ )- ~ j- e

X 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0,90484 0,81873 0,74082 0,67032 0 , 60 653
I 0,09048 0,16375 0,22225 0,26813 0,30327
2 0,00452 0,01638 0,03334 0,05363 0,07582
3 0,00015 0,00109 0,00333 0,00715 и,01264
4 0,00006 0,00025 0,00072 0,00158



-  Л
к

0 , 1 0 ,2 0 , 3 0 , 4 0 ,5

5 0,00002 0,00006 0,00016
6 0,00001

К
0 , 6 0 ,7 0 ,8 0 ,9

0 0,54881 0 , 49659 0,44933 0,40657
I 0,32929 0,34761 0,35946 0,36591
2 0,09879 0,12166 0,14379 0,16466
3 0,01976 0,02839 0,03834 0,04940
4 0,00296 0,00497 0,00767 0,01112
5 0,00036 0,00070 0,00123 0,00200
6 0,00004 0,00008 0,00016 0,00030
7 0,00001 0,00002 0 ,0 0 0 0 4

V\ X
К

1,0 2 ,0 3 ,0 4,0 5 ,0

0 0,36788 3,13534 0,04979 0,01832 0,00674
I 3,36788 3,27067 0,14936 0,07326 0,03369
2 3,18394 3,27067 0,22404 0,14653 0,08422
3 0,06131 3,18045 0,22404 0,19537 0,14037
ч 3,01533 0,09022 0,16803 0,19537 0,17547
5 3,00307 3,0  5609 0,10082 0,15629 0,17547
6 3,00051 0,01203 0,05041 0,10419 0,14622
7 3,00007 3,00344 0,02160 0,05954 0,10445
8 3,00001 3,00086 0,00810 0,02977 0,06528
9 3,00019 0,00270 0,01323 0,03627

10 3,00004 0,00081 0,00529 0,01818
I I 3,00001 .0,00022 0,00193 0,00824
12 0,00006 0,00064 0,00343
13 • 0,00001 0,00020 0,00132
14 0,00006 0,00047
15 0,00002 0,00016
16 0,00005
17 ✓ 0.00001



Окончание п р и л. 
Т а б л и ц а  4

У   ̂т  Р~̂Таблица значений функции Z .  т , с

X 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 0 , 6

О 0,904837 0,818731 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
I 0,995321 0,982477 0,963063 0,938448 0,90979 6 0,878099
2 0,999845 0,998852 0,996390 0,992074 0,985612 0,977885
3 0,999996 0,999943 0,999724 0,999224 0,998248 0,997642
4 1,000000 0,999998 0,999974 0,999939 0,999828 0,999606
5 1,000000 1,000000 0,999999 0,999996 0,999986 0,999962
6 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 0,999999 0,999997

т .nmnnn т.ппппоо Т.000000 1.000000 1,000000 1,000000

X 0 , 7 0 ,8 0 ,9 1,0 2 ,0 3,0

о 0,496585 0,449329 0,406570 0,367879 0,135335 0 ,049787
I 0,844195 0,808792 0,772483 0,735759 0,406006 0,199148
2 0,965858 0,952577 0,937144 0,919699 0,676677 0,423190
3 0 ,994246 0,990920 0,988542 0,981012 0,857124 0,647232

4 0 ,999214 0,998589 0 ,99  7657 0,996340 0,947348 0,815263

5 0,999909 0,999816 0,999658 0,999406 0,983437 0,916082

6 0,999990 0,999980 0,999958 0,999917 0,995467 0 ,966491

7 0,999998 0,999999 0,999997 0,999990 .0 ,998904  0,988095

8 1,000000 1,000000 1,000000 0,999999 0,999763 0,996196

9 1,000000 0,999954 0,998897

10 0,999992 0,999707

I I 0,999999 0,999928

12 1,000000 '0,999983

13 0,999996

14 0,999999

15 1,000000
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