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Р а н г

Л и н ей н ая  зави си м ост ь  и  независим ость систем .

О п р ед елен и е  л и н ей н ой  зависим ости.

При изучении этой темы под выражением п  -  мерный вектор мы 

будем понимать или строку длины п , состоящую из чисел (вещест

венных или комплексных - не важно), или столбец высоты п . В  одних 

задачах удобнее брать строки, в других столбцы.

1. Л и н ей н о й  ком бинацией  п  -  м ерны х в екторов  a i,d 2, . . .  ,а а 

называется выражение t\d\ +  t^d2 +  • • •+<*4*, где ti, *2»-.->*« числа. Это  

тоже п  -  мерный вектор.

2. Набор векторов a i, d j , ..., ds называется линейно-зависим ы м , 

если существует такая линейная комбинация этих векторов, значение 

которой равно нулевому вектору, но не все коэффициенты при этом 

нулевые. Т о  есть:

t\Q,\ -J- t^CLi +  . . .  +  igos =  О,

хотя бы для одного из индексов к  имеем tk ф  0 .

3. Отрицание условия из второй части определения приводит к 

понятию ли н ей н ой  независим ости . Набор векторов 01, 02, ...,ag на

зывается линейно-независимым, если в нуль может обратиться толь

ко линейная комбинация этих векторов с нулевыми коэффициентами 

и никакая другая.

То  есть если из равенства нулю линейной комбинации обязатель

но вытекает равенство нулю коэффициентов, уравнение

x xd i +  £202 +  ■ ■ ■ +  x sa3 =  0

(относительно неизвестных 21, 22, ••-,£«) имеет ровно одно решение 

х\ =  X I  =  . . .  =  х 3 =  0 .
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П р и м ер . Предположим, что столбцы прямоугольной матрицы 
\Оц 012 — с

021 а 22
линейно независимы. Тогда из последней час-

(  °р1 ар2 ■■■ <■
ти определения следует, что система уравнений

Оц®1 +  01222 +  ••• +  a iax s — О

I 021^1 +  ^22^2 +  ••• +  0-2eXs — О

]   =  О

[ OpiXi +  ар2х 2 +  ... +  apsx ,  =  О

совместная и определенная, то есть имеет ровно одно решение (и это 

решение нулевое х\ =  Х2 =  ... — х 3 =  0).

Целью изучения этой темы является обобщение этого факта на 

произвольные (в том числе не обязательно однородные) системы и по

лучение конкретных ”вычислительных” правил, с помощью которых 

можно ’’решать” такие системы.

Л е м м а  о  ли н ей н ой  зависим ости  д в ух  векторов.

Набор из двух векторов является линейно зависимым тогда и 

только тогда, когда он пропорционален. (Т о  есть один вектор полу

чается из другого умножением на некоторое число).

Д о к азат ел ьст в о . Пусть Si, a i пропорциональны. Пусть а\ =  ta2 

(второй случай 0.2 — ta i аналогичен) тогда la i  +  ( —()Й2 — 0. Это со

отношение дает линейную зависимость, так как первый из коэффи

циентов отличен от нуля.

Наоборот, пусть векторы a i ,02 линейно зависимы. Тогда можно 

записать t\a\ +  t^az =  б, причем хотя бы одно из двух чисел ii , <2 не 

равно 0. Пусть t\ ф  0 (случай ф  0 аналогичен). Тогда =  ( - ^ )Й 2 

-  что и означает пропорциональность. Лемма доказана.



Обобщением этой леммы служит следующая теорема.

К р и т е р и й  ли н ей н ой  зависим ости.

Набор векторов 5 j, а2, ... ,а 3 является линейно зависимым тогда и 

только тогда, когда хотя бы один из этих векторов можно предста

вить в виде линейной комбинации остальных.

Д о к аза т ел ьс т в о . Из определения очевидным образом следует, 

что если менять местами векторы, то условие линейной зависимости 

(или независимости) не нарушается. Будем использовать этот факт. 

Н еобход и м ост ь . Пусть векторы a i ,a 2, ...а, линейно зависимы. Тог

да можно написать tid i 4- i 2a2 +  • ■ • +  t 3a s =  0, причем среди чисел 

t i , t z , . . . , t s хотя бы одно не равно нулю. Поменяем (если надо) места- 

ми векторы так, чтобы t\ ф  0. Тогда ^  =  + ( —^ )5 2 +  ... +  ( —|^)аа 

Первый вектор -  линейная комбинация остальных.

Д ост ат о ч н ост ь . Предположим, что один из векторов равен ли

нейной комбинации остальных. Опять, поменяв векторы местами (ес

ли  надо), поставим этот вектор на первое место. Итак, получим: 

a i =  c2a2 +  ... +  с3а3. Отсюда la i  +  ( - c 2)a 2 -f- ... +  ( - c s)a„ =  0. Из 

этого последнего соотношения вытекает линейная зависимость, так 

как в нем первый коэффициент равен 1 , что и требовалось доказать.

К р и т е р и й  равен ст в а  н улю  опред ели теля .

Определитель квадратной матрицы равен нулю тогда и только 

тогда, когда ее столбы (или строки) линейно зависимы.

Д о к аза т ел ь с т в о  д остаточн ости . Докажем для строк (для 

столбцов матрицу достаточно транспонировать). Пусть a i ,a 2, ...,dn  

строки квадратной матрицы А . Пусть они линейно зависимы. Тогда  

по критерию одна из строк равна линейной комбинации остальных. 

Если  это не первая строка, то ее можно с первой поменять местами, 

тогда определитель только сменит знак (а  мы сравниваем его с ну
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лем). Итак, пусть первая строка -  линейная комбинация остальных 

ai =  с2а2 +  ... +  с„а„. Выполним теперь следующую цепочку преобра

зований. Из первой строки вычтем вторую, умноженную на с2, затем 

третью, умноженную на сз, и т.д. со всеми строками до последней - 

последнюю вычтем, умноженную на с„. Н а каждом шаге определитель 

не изменился, но в последнем определителе первая строка состоит из 

нулей. Значит определитель равен нулю.

Для исследования линейно зависимых наборов (систем) векторов 

некоторые ’’лишние” векторы приходиться выбрасывать. Вопрос о 

том, какие векторы лишние, какие векторы можно выбросить, реша

ется следующим определением.

О п р ед елен и е  базиса. Базис некоторого набора n -мерных век

торов -  это такая ли н ей н о  независим ая ч асть  этого набора, в виде 

линейной комбинации которой можно представить всякий вектор на

бора.

П р и м ер . Если набор 5 i, й2, ..., ап линейно независимый, то он сам 

в себе является базисом , так как всякий вектор можно представить в 

виде линейной комбинации, в которой один из коэффициентов равен 

единице, а  остальные нулю, например: 

oj =  lo j  +  0а2... +  0а„, 

о2 =  Ooi +  1а2... +  Оа„ и т.д.

О сн овн ая теор ем а о  р ан ге  систем ы  векторов.

Л ю бы е два  базиса одной и т ой  ж е сист емы вект оров содерж ат  

одно и т о  ж е  коли чест во  элем ент ов. Э т о коли чест во  назы вается  

рангом  систем ы .

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся несколько но

вых понятий и несколько дополнительных вспомогательных теорем.



Пусть А  -  произвольная прямоугольная матрица, Dy  ее минор 

порядка р.

О к ай м ля ю щ и м  м инором  для минора D\ в матрице А  называ

ется минор D 2 порядка р  +  1 в этой матрице, который содержит все 

элементы этой матрицы, входящие в Д и  элементы еще какой-нибудь 

дополнительной строки и еще одного дополнительного столбца.

Б ази сн ы м  м инором  для матрицы А  называется такой ненуле

вой минор D ,  для которого все окаймляющие миноры равны нулю.

Т е о р е м а  о  базисном  миноре.

Пусть D  -  базисный минор матрицы А . Тогда столбцы матри

цы А ,  содержащие элементы минора D , составляют базис системы 

столбцов матрицы А .  Т о  же самое верно и для строк.

Д о к азат ел ьст в о .

Докажем утверждение теоремы для столбцов. Утверждение те

оремы для строк получится, если матрицу А  транспонировать (при 

этом миноры не изменятся). Для простоты обозначений будем пред

полагать, что базисный минор D  находится в левом верхнем углу  

(в противном случае можно поменять местами строки и столбцы). 

Пусть г  -порядок минора D .  Тогда

Оц air

|

a l,r+l dig

а-тл а7Т ar.r+l ..

0-т+1.1 O-r+l.r ar+i.r+i .. ar+i,,...

, °7>1 aw ap.r+i dpg j
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Обозначим через a*, ...Sr,a r+i, ... ,а ч столбцы матрицы А .  Докажем, 

что первые г  столбцов составляют базис.

Часть 1 доказательство линейной независимости.

Обозначим через b j, ...br  столбцы минора D .  Предположим про

тивное, то есть пусть o i, ...ат -  линейно зависимы. Значит, есть нену

левое решение у уравнения

x i  О] +  х 2а2 +  ■ • • +  х 8а3 =  0 .

Так как векторы b i,...b r  это составные части векторов a i,. ..o r, то 

для них верно такое же соотношение

x ib i ■+ x 2b2 +  • - - +  x 3b3 =  0.

Поэтому столбцы минора D  линейно зависимы. По уже доказанной 

части (достаточности) критерия равенства нулю определителя полу

чаем D  =  0, что противоречит определению базисного минора. Зна

чит й], ...аг линейно независимы.

Часть 2 доказательство ’’полноты” .

Пусть о-к произвольный столбец. Докажем, что он линейно вы

ражается через систему (1): o i, ...ar первых г столбцов. Если к <  г, 

то этот столбец входит в ( 1) ,  а  значит и линейно выражается через 

нее. Итак, пусть к  >  г .  Обозначим через Z); для каждого г, 1 <  г <  q 

определитель порядка г  +  1:

а  и  a ir ац-

а21 ■■■ а2 г  а2 к

D i =  I .................................

j ari ... &rr art 

| ад *** a^r ctjj;

Если i  <  r ,  то в этом определителе две одинаковые строки, а 

значит, он равен нулю.



Если i  >  г, то D i  -  это окаймляющий минор для D .  Отсюда 

следует, что он равен нулю (так  как D  -базисный). Итак, во всех 

случаях D i  — 0. Разложим этот определитель по последней строке:

D i  =  a jiA i -I- а а А 2 +  ... - f  airA r  +  а.тАт+ \ =  0 ,

где через A \ ,A 2 i A r+ i обозначены алгебраические дополнения к со

ответствующим элементам определителя D i.  Когда мы вычисляем 

эти алгебраические дополнения, мы вычеркиваем последнюю строку 

в  D i к  один из столбцов. Но после вычеркивания последней строки 

все оставшиеся элементы от г зависеть не будут. Значит, все коэф

фициенты A i , A 2) ..., -Ar+ i от г не зависят. Отсюда, в равенстве

di\A i +  aj2^2 +  ••• +  o-irA т +  ац-A r+ i =  0

мы можем менять i  в пределах от 1 до р , оставляя неизменными числа 

A i , А 2, А г+ \. Это означает, что справедливо соотношение между 

столбцами

diA \  +  й  2А 2 +  ... +  arA r +  dkAT+\ =  0 

Вычислим последний коэффициент A T+ i• Он равен A r+ i ~  D  ■ 

( —1)  =  D ( —1 )2t+2 — D  так как D  ф  0, то отсюда находим

A i  _ А 2 _ А т_
дГОг,

то есть во всех случаюс &ь линейно зависит от системы ( 1), то есть 

доказали, что система (1 )  базис.

С ле д ст в и е  о  вы чи слен и и  р а н га  м атр и ц ы .

Рангом матрицы называется ранг системы ее столбцов. Ранг 

матрицы равен порядку базисного минора.



Т ео р ем а  об однородны х си стем ах  с м ален ьки м  количеством  

уравн ен и й .

Если в однородной системе количество уравнений меньше коли

чества неизвестных, то система имеет н ен улевое реш ение.

Д о к азат ел ьс т в о . Обозначим через D  базисный минор основной 

матрицы системы. Строки матрицы А , содержащие элементы мино

ра D , образуют базис системы всех строк матрицы (назовем их ба

зисными). Значит, каждая строка линейная комбинация базисных. 

Поэтому каждое уравнение -  линейная комбинация базисных (соот

ветствующих базисным строкам). Значит, каждое из уравнений, не 

входящих в число базисных -  это следствие базисных уравнений. По

этому, выбрасывая каждое из этих уравнений, мы не меняем мно

жества решений. Итак, выбросим все ’’лишние” уравнения. Оставим 

в левых частях только те слагаемые, которые соответствуют эле

ментам минора D , перенесем остальные в правую часть. Обозначим 

через х\, Х2, ...хт те неизвестные, которые мы оставили в левой части, 

а  через ®r+i> ■■•)*« остальные неизвестные. Выбрасывая уравнения, 

мы можем только уменьшить их количество. Следовательно, всегда 

г  <  q. Поэтому в правой части есть хотя бы одна неизвестная. На

зовем неизвестные из правой части параметрами. Подставим вместо 

всех параметров ненулевые числа. Получим уравнения вида

Oil®! ■+ а  12*2 +  ... +  o.iTx r  =  Ьг

021*1 +  022*2 +  ••• +  02г*г — &2

а г\Х\ +  ат 2Ж2 +  ... +  а „х ,. — Ът

где b i, ...,b r какие-то числа, а  определитель этой системы совпадает с 

базисным минором D . Так  как D  ф  0, то последнюю систему можно
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решить по формулам Крамера. Добавляя к найденным значениям не

известных ® ь ® 2> --•*г выбранные значения параметров жг+1, •••»*«> мы 

получим ненулевое решение исходной системы.

О п р ед елен и е  ли н ей н ой  зависим ости  одной систем ы  от  

другой.

Предположим, что заданы два набора векторов (две системы). 

Будем говорить, что первая система зависит от второй, если всякий 

вектор первой системы линейно выражается через вторую (то есть 

может быть представлен в виде линейной комбинации векторов вто

рой системы).

Л е м м а  1. Всякая система векторов по определению зависит от 

своего базиса.

Л е м м а  2. Если  система (1) является частью системы (2 ), то она 

от нее линейно зависит (часть зависит от целого).

Доказательство.

Пусть a i,. ..a s система (1 ), а 1,...ав. as+i,...a* система (2). Берем 

вектор из системы ( 1)

5^ — Oaj - f ... +  l a t  +  0as +  ... 4- 0a*.

Значит, a* -линейно выражается через (2 ). А  это и означает, что (1) 

зависит от (2 ).

О сновная  л е м м а  ” о зам ен е векторов” . Если система век

торов (1)  линейно независима и линейно зависит от системы (2) , то 

количество элементов в этой первой системе не больше, чем во второй 

(линейно независимые системы ’’наиболее оптимальные” в смысле ко

личества элементов среди систем, зависящих друг от друга).

Доказательство.

Предположим, что ai,...a,y (1 ), b\,...bp (2 ) две указанные сис

темы. Нужно доказать, что q <  р. Предположим противное, пусть 
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р  <  q. Система (1 ) зависит от (2 ) это означает, что существуют 

такие числа сд, для которых

a,j =  ciibi +  C21S2 +  — +  Cpibp

а2 =  Ci2bl +  С22Ъ2 +  ••• +  ср2Ьр ^

a-q — +  C2qb2 +  ... +  Cpgbp

Здесь у  Cik первый индекс -  номер вектора Ь, на который это число 

умножается, второй индекс - номер вектора а*,, который раскладыва

ем. Векторы a i,. ..a ? линейно независимы. Это означает, что уравне

ние xi(ii+...-{-XqC iq =  0  имеет только нулевое решение х\ — ... — x q — 0 . 

Перепишем это уравнение по другому, умножив равенства ( * )  на не

известные и сложив.

(сцХ 1 +  С12Х2 +  ... +  Ci,X?)fei +  (C21X1 +  С22Х2 +  ... + . C2qXq)b2+

+ . . .  +  (C p ix i +  Ср2х  2 +  . . .  +  CpyX^bp =  0 .

Докажем, что в последнем равенстве все выражения в круглых 

скобках, которые умножаются на векторы 61, ...Ьр можно сделать рав

ными нулю, если выбрать некоторые подходящие ненулевые значе

ния неизвестных x i , . . . ,x 9. А  это приведет к противоречию с линей

ной независимостью (1), так как даст ненулевое решение уравнения 

2!)a i +  ••• +  x qaq — б. Итак, осталось доказать существование ненуле

вого решения у  системы уравнений

CllXi + С 12Х2 +  ... +  ci9x , =  О 

С21Х1 +  C22X2 +  ... +  c2qx q — О

CpiXl +  Ср2Х2 +  ... +  СздХ, =  О
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Д о в этой однородной системе число уравнений меньше числа неиз

вестных (р <  д ). Значит, по предыдущей теореме она имеет ненулевое 

решение, что и требовалось. Итак, получили утверждение, противо

речащее линейной независимости системы ( 1). Значит, предположе

ние р <  q  было неверным, и на самом деле q < р .

Д о к аза т ел ь с т в о  основной теорем ы  

о  р а н ге  систем ы  векторов .

Пусть cii,.. .а п (1 ) произвольная система векторов, ( 63, ...Ьг )  (2 ) и 

(cb ...cs) (3) -два ее базиса. Нам нужно доказать, что г  =  s.

Во-первых, все векторы системы (1) линейно выражаются через 

(2) (так как система (2) -базис). Система (3) это часть системы

(1). Значит, все векторы системы (3) линейно выражаются через (2). 

Таким образом, система (3 ) линейно зависит от системы (2). Кроме 

того, система (3) линейно независима (так как это базис). Значит, по 

лемме о замене, s <  г .  Теперь можно повторить все рассуждения, по

меняв базисы (2) и (3 ) ролями. Тогда получим обратное неравенство 

г  <  s. Значит, г  =  s.

О кон чан и е д о к азат ель ст в а  к ри тери я  равен ства  нулю  

оп р ед е ли т ел я : доказат ельство  необходим ости.

Докажем, что если определитель равен нулю, то его столбцы (и 

строки тоже) линейно зависимы. Итак, пусть А  квадратная матри

ца, определитель которой равен нулю (|А| =  0). Обозначим через D  

базисный минор в А . Так  как \А\ =  0, то D  содержит не все эле

менты матрицы А ,  то есть его порядок меньше порядка матрицы.



По теореме о базисном миноре отсюда следует, что в базис систе

мы столбцов входят не все столбцы. Значит, есть столбец, который 

не входит в базис, но равен линейной комбинации базисных. Значит, 

в системе столбцов матрицы А  есть столбец, равный линейной ком

бинации других. По критерию линейной зависимости получаем, что 

система линейно зависима.

Для того, чтобы упростить задачу вычисления ранга матриц, 

нам понадобиться использование ряда свойств ранга. Разберем не

сколько вспомогательных утверждений.

Л е м м а  о  т ран зи ти в н ости  отнош ения ли нейной  зависи

м ости.

Предположим, что выбраны три такие системы векторов, что 

вторая линейно зависит от первой, а  третья -  от второй. Тогда третья 

система линейно зависит от первой.

Доказательство.

Пусть a i,...O p  (1 ), b i,...b 9 (2 ), ci,...ct (3 ) данные три системы. 

Тогда существуют числа (*»/ ), (y jk ) такие, что

Ь\ — хцд.1 +  X2iai +  ... +  Xpi&p 

i>2 =  331201 +  X 22 0-2 +  ••• +  хр2

x lq&\ +. х 2дх2 +  ••• +  Xpqdp

V l lh  +  2/21̂ 2 +  —  +  Уд1 Ьд 

2/12&1 +  2/22̂ 2 +  ••• +  Уд^>д

Ct =  УиЬ\ +  V2lh  +  ... +  Vqtbg

Теперь подставив выражения для векторов 6i , . ..bg в правые части 

выражений для векторов ci, ...с* и вынеся общие векторные множите
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ли за скобки, получим

Cl — 2ц 01 +  ^2102 +  ••• +  Zpia p 

С2 =  21201 +  222^2 +  ••• +  2р2 Лр

С( =  2i(Oi +  22< 02+ . . .  + 2р(ар

где Zik -  некоторые числа, например, гц  =  х п У и  +  ̂ п У п  +  +  XiqVqi-

Аналогично вычисляются остальные z Но это означает, что систе

ма (3) линейно зависит от системы (2).

Л е м м а  о р ан ге  си стем ы , ли н ей н о  зависящ ей от  другой . 

Пусть выбраны две системы векторов. Если первая система линей

но зависит от второй, то ранг первой системы не больше, чем ранг 

второй.

Доказательство.

Пусть а  1, ...ар (1 ), 2>i, ...Ь,, (2 ) две указанные системы.

Пусть ci,...cr (3 ) базис системы (1 ), (4 ) -базис системы

(2). Таким образом, г =  r a n g ( l ) ,  t  =  г а п д (2),

система (3 ) зависит от ( 1)  (так  как это ее часть), 

система ( 1)  зависит от (2)  (по условию), 

система (2 ) зависит от (4 ) (так как (4 ) это базис).

В  силу транзитивности (предыдущая лемма) получаем, что сис

тема (3 ) зависит от (4). Кроме того, система (3 ) -  линейно независима 

(так как является базисом). Значит, по ’’лемме о замене” получаем 

неравенство г  <  t ,  то есть r a n g ( l )  <  ra n g (2 ) ,  что и требовалось. 

С лед ст в и е  о р ан ге  эк в и в ален тн ы х  систем .

Две системы векторов называются эквивалентными, если каждая 

зависит от другой. Ранги эквивалентных систем равны. 

Доказательство.

Пусть г  и t  ранги этих двух систем. Так  как каждая зависит от 
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другой, то по предыдущей лемме получаем г  <  t  и t  <  г .  Отсюда 

t  =  г

Т ео р е м а  о б  основны х п реобразованиях, не меняю щ их  

р ан г м атр и ц ы . Ранг матрицы не меняется при любом из следу

ющих преобразованиях:

1) при транспонировании матрицы;

2)  при любой перестановке строк (столбцов);

3) при умножении одной строки на ненулевую константу;

4) при элементарном преобразовании, состоящем в прибавлении 

к одной из строк матрицы другой, умноженной на произвольное число 

(то же для столбцов).

Часть 1.

Из определений следует, что при транспонировании базисный 

минор переходит в базисный минор (так как при транспонировании 

определители не меняют своих значений). Значит, порядок базисного 

минора, а  следовательно, и  ранг не меняется.

Часть 2.

Меняя местами столбцы a i ,. . . ,a s мы получаем другую систему 

столбцов b i, . . . ,b s, которая эквивалентна исходной (так как состоит 

из тех же самых столбцов). Согласно последнему следствию (о ранге 

эквивалентных систем) ранги этих двух систем (а  значит, и двух 

матриц) равны.

Часть 3.

Так как столбцы можно менять местами, будем для простоты 

обозначений считать, что умножается первый столбец на константу 

с ф 0. Итак, пусть 6 i , ...,й„ исходные столбцы, £>i,..., bs столбцы новой 

матрицы. Тогда Ь\ =  соi, 62 =  0-2,•••!&« — Из этих равенств следует, 

что вторая система зависит от первой. Так  как эти равенства можно
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обратить; a i — £Бд, а2 =  52> а , =  Ь„, то первая система зависит от 

второй, то есть они эквивалентны и имеют одинаковый ранг.

Часть 4.

Опять меняя местами, если нужно, столбцы, считаем, что. к пер

вому столбцу прибавляется второй, умноженный на с. Пусть а ь ..., а„;

Ь„ эти две системы столбцов (старой и новой матриц). Тогда  

by — +  ей2, £>2 =  Q'2) •••> 1>S — as. Значит, вторая система зависит

от первой. Равенства эти можно обратить: 6 j =  Ьд +  сбг, аг =  62, 

..., а„ =  bs. Значит, первая система зависит от второй, то есть они 

эквивалентны и имеют одинаковый ранг.

З ад ач а .

Рассмотрим задачу нахождения ранга матрицы при различных 

значениях параметра Л.

Пусть дана матрица

' 3 1  1 4 '

А 4 10 1
А  =

1 7 17 3

2 2 4 3 j

При нахождении ранга будем использовать доказанные выше факты.

Ш аг 1. Воспользуемся теоремой об основных преобразованиях, 

не меняющих ранг матрицы. Вычтем из третьего столбца второй, из 

четвертого столбца второй, умноженный на четыре. Н а  следующем 

шаге разделим третий столбец на три, а  четвертый на минус пять. 

Так как третий и четвертый столбы стали одинаковыми, один из 

них может быть заменен на нулевой столбец (он линейно зависим, 

следовательно ранг матрицы меньше или равен трем). Из второго 

столбца вычтем новый третий. Имеем:
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3 0 0 3 1 0  0

А 6 -1 5 А 4 3 3

1 10 -2 5 1 7  5 5

2 2 2 - 5  ; 2 2 1 1

3 1 0  0 ' 3 1 0  0

А 4 3 0 А 1 3 0

1 7  5 0 1 2  5 0

2 2  1 0 2 1 1 0

Видно, что существует минор второго порядка, не содержащий 

А, отличный от нуля. Например:

Рассмотрим миноры третьего порядка, окаймляющие его. При 

этом сначала добавим первую строку и первый столбец.

3 1 0 1 1 0

1 2 5 = - 3  - 3 5

2 1 1 0 0 1

Так  этот минор равен нулю, рассмотрим еще один возможный. 

Для этого к минору второго порядка добавим элементы второй строки 

и первого столбца.

А 1 3 А 1 2 А — 2 1 2

1 2 5 = 1 2 3 = - 3  2 3

2 1 1 2 1 0 о о

А — 2 2 

- 3  3
- (З А  - 6  +  6 ) =  -З А .



Итак, если А =  0, то все окаймляющие определители третьего 

порядка нулевые, а  следовательно, ранг матрицы равен двум.

Если А ф  0, то следовательно, нашелся определитель третьего 

порядка отличный от нуля, значит, ранг матрицы равен трем.

Л е м м а  о д ополнении  ли н ей н о  независим ой  ч аст и  до ба 

зиса. Е сли одна линейно независимая система векторов является час

тью другой и не является в ней базисом, то ее можно превратить в 

базис, добавив несколько векторов из второй системы.

Д о к азат ел ьст в о .

Основной факт. В предположениях леммы к первой (линейно не

зависимой) части всегда можно добавить некоторый вектор из второй 

системы, сохранив при этом условие линейной независимости. Итак, 

пусть 5 i ,...,й р ( 1)  линейно независимая часть системы bi,...,b9 (2 ), 

которая не является в ней базисом. Раз  это не базис, значит, сущест

вует вектор Ьк из (2 ), который линейно не выражается через (1 ). До

кажем, что расширенная система 2 i , ..., йр, 6* (3 ) -линейно независима.

Пусть c ia i+C 202+...+Cpap-|-cbfc =  0 и не все коэффициеты нулевые. 

Тогда обязательно с  ф  0 ( в противном случае получаем линейную 

зависимость системы (1 ), то есть противоречие). Отсюда находим

Это противоречит выбору вектора Ьк- Итак, мы доказали линейную 

независимость системы (3 ), то есть доказали основной факт. 

Окончание доказательства леммы.

Будем доказывать лемму ”от противного” . Предположим, что ли

нейно независимую систему ai,...,Op (1)  дополнить до базиса нельзя.

О б щ ая  теори я систем  л и н ей н ы х  уравнений .

7 L1 _ '-2 -
bk —  а. 1  a2 —

с с
C l_ С2_
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Добавим к ней, используя основной факт, вектор щ  из системы (2) 

с сохранением линейной независимости. Новую систему а,1,. . . ,а р ,щ  

тоже нельзя дополнить до базиса. Значит, можно добавить еще один 

вектор Й2- Систему 61, ...,dp, щ , тоже дополнить до базиса нельзя. 

Значит, с ней можно поступить, как и раньше. В  итоге мы получим 

бесконечную систему векторов из системы (2 ) ,  в которой элементы не 

повторяются ( в силу линейной независимости на каждом ш аге). Так  

как в системе ( 2)  конечное (д) число элементов, это дает противоре

чие и доказывает лемму.

Т ео р е м а  К р о н ек е р а  -  К а п е л л и . К р и т е р и й  совм естности  

систем .

Произвольная система линейных уравнений совместна (то есть 

имеет хотя бы одно решение) тогда и только тогда, когда ранг ос

новной ее матрицы равен рангу расширенной матрицы.

Пусть система уравнений, о которой идет речь в теореме, имеет

вид:

a \lx \ +  Oi2$2 +  +  CliqXq =  bi

0,21х  1 +  02222 + - .  +  Q-2qx q =  ^

Ор\Х\ +  ар 2®2 +  ••• +  ОрдХд =  Ьр

Обозначим через А  и В  основную и расширенную матрицы:

Оц . a ll • • а1ч |6i '
А  =

, • O p r)

, в  =

Opi

......  1
• V  \bp t

Обозначим через 61, 62, ... ,a q (1 ) столбцы основной матрицы, через 

Ъ столбец свободных членов. Тогда 61, 02, ...,а д,Ь  (2 ) это система 

столбцов матрицы В .  Воспользуемся тем, что ранг системы (1) равен 

га п д А , ранг системы (2 )=  га п д В . Кроме того, из определений следу- 
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ет, что числа х } , . . . , х д удовлетворяют системе уравнений ( * )  тогдай  

только тогда, когда справедливо соотношение, между столбцами:

Xi&\ +  Х2&2 +  - - • +  Xqdq =  Ь. ( * * )

Д о к азат ел ьст в о  необходим ости.

Предположим, что система уравнений ( * )  совместна. Но тогда из 

равенства ( * * )  следует, что вектор Ь линейно зависит от системы ( 1) 

столбцов матрицы А .  Все остальные векторы из расширенной систе

мы (2 ) входят в систему (1 ), значит от нее линейно зависят. Поэтому 

система (2) линейно зависит от системы (1). Так  как система (1 ) это 

часть системы ( 2) ,  то система ( 1)  линейно зависит от ( 2)  по лемме 

о линейной зависимости части от целого. Значит, эти две системы 

эквивалентны и ra n g (  1) =  га п д (2). Следовательно, га п д А  =  га п д В .

Д о к азат ел ьст в о  достаточности .

Предположим, что га п д А  =  га п д В . Обозначим через г  это число. 

Тогда в ситеме (1) столбцов матрицы А  есть базис из г  элементов. 

Пусть щ ,й 2, . . . ,й г  (3 ) этот базис. Тогда (3 ) -это часть системы (1), а  

значит и часть расширенной системы ( 2) столбцов В ,  причем это ли

нейно независимая часть. Если эта-часть в (2 ) не является базисом, 

то по последней лемме (о  дополнении до базиса) ее можно превра

тить в базис этой системы (2 ), добавив несколько элементов. Итак, 

имеем щ ,й 2, ...,йг, й г+\, ...,й8 -базис системы (2) ,  причем s >  г, но по

следнее неравенство невозможно, так как s =  га п д В , г  =  га п д А ,. а  

по предположению эти числа равны. Итак мы доказали, что систе

ма щ ,й 2 , ...,йт (3 ) это базис системы (2). Но система (3) зависит 

от ( 1)  (как часть от целого), система (2 ) зависит от (3) (раз это ба

зис). Значит, система (2) зависит от (1), в частности вектор b можно 

представить в виде линейной комбинации системы (1), то есть ра

венство ( * * )  x\d\ +  х 2а2 + . . . - ( -  xqdq =  b выполняется для некоторых 
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чисел x \ , . . . ,x q. Раньше мы доказали, что это равносильно совмест

ности системы уравнений (* ) .

К р и т е р и й  оп ределен н ост и  систем  уравнений .

Совместная система линейных уравнений имеет ровно одно реше

ние, то есть является определенной тогда и  только тогда, когда ранг 

ее матриц (основной и расширенной) равен количеству неизвестных.

Воспользуемся обозначениями из доказательства предыдущей те

оремы. В  этих обозначениях набор чисел ( х \ ,..., x q)  удовлетворяет 

системе ( * )  тогда и только тогда, когда для него справедливо век

торное равенство

xid\ +  X2S2 +  - - ■ +  Xgdq =  5. ( * * )

Будем использовать этот основной факт.

Д о к азат ел ьст в о  н еобходим ости .

Предположим, что система уравнений ( * )  имеет ровно одно ре

шение. Докажем от противного, что ранг г матриц равен числу q 

неизвестных. Ясно, что неравенство г  >  q невозможно. Поэтому если 

предположить, что г  ф q, то обязательно г  <  q. Это означает, что в 

системе столбцов, например, основной матрицы c j, а2, ..., а9 есть базис 

из г  <  q  элементов, то есть базис, в который попадут не все векто

ры. Значит, хотя бы один вектор этой системы линейно выражается 

через другие векторы, то есть равен некоторой линейной комбинации 

остальных векторов системы. По критерию линейной зависимости по

лучаем линейную зависимость столбцов a i ,a 2, ...,а9. По определению 

это означает, что существуют числа (г ь  ..., z9)  не все равные нулю, 

такие, что z\dx +  z2d2 +  ■ ■ • +  zqdq =  0. Пусть ( г ь ..., x q)  какое-нибудь 

решение нашей системы уравнений, то есть t i o i + ® 202+ -  ■ - + x qdq =  b.
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Сложив это равенство с последним из полученных,получаем

( i !  +  z j)d i +  ( х 2 +  z2)a 2 +  . . .  +  (х д +  zq)a q =  Ь

но это означает, что набор чисел у\ =  ajj.-f.zi, у2 =  x 2+ z 2, ■■■, у9 =  x 9+ z q 

дает тоже решение нашей системы, причем отличное от первоначаль

но взятого. Это противоречит определенности системы и, следова

тельно, доказывает равенство г  =  q.

Доказательство  достаточности .

Предположим, что ранг г  основной и расширенной матриц равен 

q числу неизвестных. Докажем (опять от противного) определен

ность системы уравнений. Итак, предположим, что есть два разных 

решения у системы:

Тогда справедливы два равенства:

Zjdi +  х 2а2 +  . . .  +  x qaq =  b 

2/1 oi +  у2а2 +  . . .  +  yqaq -  b.

Вычтем из второго первое:

(2/1 -  Z iK i +  ( 2/2 -  * 2)02 +  • • • +  (2/« -  x q)a q =  О 

В этом равенстве не все коэффициенты z\ =  у х — х \,..., zq =  yq — x q 

равны нулю, по выбору решений. Значит, столбцы a 1}ci2, ... ,а 9 линей

но зависимы. Значит, в базис входят не все векторы. Поэтому г  <  q, 

что противоречит условию задачи и доказывает теорему.

Прежде чем исследовать произвольные системы уравнений раз

берем сначала случай однородных систем более подробно, так как 

общий случай к ним легко сводится.
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Т ео р е м а  об  основны х свой ствах  однородны х систем .

(1) Сумма любых двух решений однородной системы линейных 

уравнений - это решение той же системы.

(2) При умножении любого решения однородной системы на лю

бое число мы снова получаем решение той же системы.

Д о к азат ел ьст в о .

Будем использовать обозначения последних двух теорем. Если  

х  =  ( x i ,X 2r ...,X g ), у =  (я/i,я/г1 -•-) Уд) Два решения однородной системы 

( * ) ,  то

Ж301 +  Х2а2 +  . . .  +  Xqaq =  б

t/iа  1 +  у2а2 +  . . .  +  Уц&ц =  0 . (вектор 6 =  0 , так как система одно

родная) . Сложим эти два равенства, получим

($1 +  у\)а\ +  (х 2 +  у2)а 2 +  . . .  +  {х д +  уч)а 9 =  0.

Это означает, что х  +  у решение той же системы (* ) .  Теперь 

умножив, например, первое из написанных равенств на число с, по

лучим:

CXidi +  СХ2а2 4- . . . +  CXgdq — 0.

Это доказывает, что вместе с вектором х  вектор сх  обязан быть 

решением системы (* ) .

Полученная теорема показывает, что если однородная система 

имеет хотя бы одно ненулевое решение, то этих решений бесконечно 

много. Чтобы описать это бесконечное множество в каких-то конеч

ных терминах, нам понадобится еще одно понятие.

О п р ед елен и е  ф ун д ам ен тальн ой  систем ы  реш ений  

(Ф С Р ) .

Фундаментальной системой решений для неопределенной одно

родной системы уравнений называется такой линейно независимый
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набор решений, через который линейно выражается любое решение 

этой системы.

Т ео р е м а  о Ф С Р . Любая неопределенная однородная система ли 

нейных уравнений имеет фундаментальные системы решений. К оли

чество элементов в любой из них равно q —r  , где q -число неизвестных, 

г  ранг матрицы этой системы.

Д о к азательств о  .

Рассмотрим однородную неопределенную систему уравнений. Из 

критерия определенности следует, что ранг матрицы г меньше числа 

неизвестных q. Выберем какой-нибудь базисный минор D  в основной 

матрице. Будем предполагать для простоты обозначений, что он на

ходиться в левом верхнем углу  (иначе мы можем поменять местами 

уравнения и переобозначить номера неизвестных и снова добиться 

того же).

При этом предположении первые г  строчек основной матрицы 

составляют в ней базис. Значит, остальные строчки являются их ли 

нейными комбинациями. Поэтому последние р  — г  уравнений это 

следствия первых г, и  мы их выбросим, не меняя множества реше

ний. Запишем оставшуюся систему уравнений, перенеся последние 

q — r  слагаемых в правую часть:

an x i  +  a i2X2 +  ... +  a\Tx r — - a i , r+ix r+i -  ... -  а цх,.

Q-21x l +  <2222:2 +  ••• +  0,2гх т =  —a2,r+iXr+ i — ... — 0.2qXq

Q-t\X\ +  ClT 2X2 +  ... +  0-prXT — —ar,r+1®,.+1 — ... O-rqXq

Переменные y\ — x r+\,y2 =  x r+2, - . . ,y s =  xr+s, стоящие в правой 

части можно выбрать в качестве параметров, потому что каждый 

раз, подставляя вместо них конкретные числа, мы превращаем сис

тему ( 1) в систему из г  уравнений с г  неизвестными, которая одно- 
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значно решается по формулам Крамера, так как ее определитель 

это базисный минор D ,  который отличен от нуля.

Д ля того, чтобы получить одну из Ф С Р , поступим следующим 

образом. Каждому из параметров у/. сопоставим некоторый вектор /* 

по следующему правилу: Д  =  (* ,  * , О, ...,ч1> , ...0 ) ,  на г  +  к -м мес-
r r+fc

те в этом векторе поставим единицу, на остальных последних s — 1 

местах поставим нули, а  первые т координат найдем из системы (1), 

подставив в нее выбранные значения параметров. Т о  есть подставля

ем у к =  1, yi =  0 при г ф  к. По построению векторы /ь/г, это

решения нашей однородной системы. Докажем, что они составляют 

ФСР.

Доказательство линейной независимости.

Предположим, что cj/i +  С2/2 +  +  csj s =  0. Тогда

(* ,  * ,... , * , C i,..., ...0 ) +  * , 0 , C2, ..., ...0 ) +  * , 0 ,..., cs) =

=  c i  ,c2,...,cs)  =  0 .

Значит, последние s чисел этой строки нулевые, то есть 

d  — С2 — ... =  с*. Это доказывает (по определению) линейную неза

висимость.

Доказательство полноты.

Пусть й  — (щ ,и 2- . . . ,и ч)  произвольное решение нашей однородной 

системы. Переобозначим ci — u,.+1, с2 — и г+2, ■■■, с ,  — u T+s. Обозначим 

через v  вектор v  — ci/j +  02/2 +  ... +  са/„. Докажем, что й =  v  (имен

но это нам и нужно). Для этого рассмотрим разность w — й  -  v . Из 

построения следует, что w =  ( * , * , . . . , * ,0 ,.......0) где * стоят на г

местах, а  нули s на местах. Из теоремы о свойствах однородных 

систем следует, что w  - это решение той же системы (1 ). Чтобы по

лучить первые г  чисел, входящие в w , мы должны вместо параметров 

26



U lt—гУе в систему уравнений (1 ) подставить нули. Но тогда форму

лы Крамера дадут нулевые значения для x i ,  . . . ,х т, так как в правых 

частях стоят нули. И так, мы получили, что w =  0 , то есть доказали, 

что й  =  ci/i +  С2/2 +  ... +  с,/,.

Доказательство второй части теоремы.

Итак, пусть 5ь ..., gt какая-то другая Ф С Р. Из определения Ф СР  

следует, что эти две системы линейно эквивалентны (/1, f s)  ~  

(<?ъ--ч <?*)• Значит, они имеют одинаковый ранг. А  так как они ли

нейно независимы, то ранг равен количеству элементов, то есть

Т ео р е м а  о  связи  реш ен и й  однородны х и  неоднородны х  

систем  и об общ ем  реш ен и и  неоднородной систем ы .

Рассмотрим произвольную неоднородную систему линейных 

уравнений:

° 11*1 +  а12х 2 +  +  а 1дхд — Ь1

021*1 +  022*2 +  +  <*2дх д — ̂ 2 ^

Ор1*1 +  Ор2*2 +  •■• +  0.рдх д =  Ьр

Назовем присоединенной однородной системой к  системе (1) сис

тему уравнений с этой же самой левой частью и нулевой правой

0-ПУ1 +  а 12У2 +  +  а1дУд = 0

0212/1 +  02252 +  ••• +  0-2qVq =  0 ^

Ор12/1 +  Ор22/2 +  ... +  О-рдУд = 0

1) Разность любых двух решений неоднородной системы (1 ) яв

ляется решением присоединенной системы (2).

2) Сумма любого решения неоднородной системы (1 ) и любого 

решения присоединенной однородной системы ( 2)  является решением
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исходной неоднородной системы (1).

3) Пусть /ь /2, . . . f s некоторая Ф С Р  присоединенной системы (2) 

(где s =  q ~  г ,  т -  ранг основной матрицы). Пусть /о некоторое фикси

рованное решение неоднородной системы (1). Тогда всякое решение 

f  неоднородной системы ( 1)  ровно одним способом можно записать в 

виде суммы

/  =  /о +  ci/i +  С2/2 +  ... +  c j t .

Используя прежние обозначения, получаем, что система (1 ) эк

вивалентна векторному равенству

xidy  +  х 2а2 +  . . .  +  x qaq =  b, ( * )

а  система (2)  эквивалентна равенству

2/iOt +  Ут&г +  ■■■ +  удад =  о, ( * * )

Доказательство пункта 1.

Пусть х  =  (® i ,. . . ,a 9), 2 =  (z i , . . . , z q)  два решения системы а ) -  

Тогда:

xydi +  x 2d2 +  . . .  +  x qaq =  b,

Zi&i +  22a2 +  . - . +  zqdq =  b.

Вычтя, получаем:

(x i  -  2i )a i  +  (x 2 -  22)02 +  zq)d q =  0 ,

значит, x  — z  -  это решение системы (2).

Доказательство пункта 2.

Пусть решение х  =  ( x i t . . . ,x q)  решение (1 ), у =  (y i , . . . ,y g)  - 

решение (2 ). Тогда

x\d i +  а:2а2 +  . . .  +  x qaq =  Б,
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2/101 +  2/202 +  . . .  +  Учач =  0.

Сложив, получим

(т/i +  х х)а х +  (т/г +  х 2)а 2 +  - -. +  (yq +  x q)d q =  Ъ

Значит, х  +  у  - решение системы (1).

Доказательство пункта 3.

Пусть Л ,  -  /6- Ф С Р  для системы (2 ), /0 некоторое фиксирован

ное решение системы (1). Пусть /  произвольное решение системы 

(1). Тогда по первой части теоремы разность д  — / -  /о это решение 

системы (2). По определению Ф С Р  существуют числа c\ ,. . . ,c s, такие 

что д  =  / — /о =  cj/i +  C2/2 + . . .  +  cs/s. Перенеся /о в правую часть, по

лучим требуемое выражение. Единственность коэффициентов С],..., cs 

легко получить из линейной независимости ФСР.

Т ео р е м а  о  р ан ге  произведения м атр и ц .

1) Ранг произведения двух матриц не больше ранга каждого из 

сомножителей.

2) Если один из сомножителей невырожденная (с ненулевым опре

делителем) квадратная матрица, то ранг произведения равен рангу 

другого сомножителя.

Д ок азат ельст в о .

Пусть А ,  В ,  С  три матрицы, С  =  А В , тогда сая =  £  а„7Ь7д,
7=1

если А  размера р  х  q, В  размера q  X t ,  тогда С  размера р  X t. 

Фиксируем в этом равенстве индекс /3, меняем а :

ci0  =  £  ai767/?
7 = 1

c2t3 =  £  а27Ь7д

Ср/з — ^  ар-/Ь-,0 
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Отсюда следует, что если через S i , а9 обозначить столбцы мат

рицы А ,  через с\ , ..., с9 столбцы матрицы С , то

c0 — YL a-fbyp =  &1/3Й1 +  i>2/3®2 +  ••• +  bqpa4 
-1=1

Это означает, что система столбцов матрицы С  линейно зави

сит от системы столбцов матрицы А . По лемме ” о ранге системы, 

линейно зависящей от другой” из этого факта следует, что ранг сис

темы столбцов С  не больше, чем ранг системы столбцов А , то есть 

тапдС <  га п д А .

Докажем теперь, что га п д С  <  га п д В . Для этого воспользуемся 

тем, что при транспонировании ранг не меняется:

га п д С  =  га п д С 1 =  т а п д (А В )г =  г а п д (В ьА г) <  га п д В 1 =  тапдВ

Доказательство второй части.

Предположим, что А  - невырожденная матрица (аналогично для 

В ) .  Тогда существует А ~ х. Поэтому В  =  ( А ~ 1А )В  =  А ~ 1(А В ) .  Зна

чит, га п д В  <  г а п д (А В )  =  га п д С . Неравенство га п д С  <  га п д В  мы 

доказали в первой части, значит, га п д В  — га п д С .

П р и м ер :

Рассмотрим задачу на нахождение общего решения неоднородной 

системы уравнений. Пусть задана система:

5xi —3x2 Н-2хз +4x4 — 3

4xi —2x 2 +3хз +7x4 =  1

8x i —6x 2 —хз —5x4 =  9

7xi —3x2 +7хз +17x4 =  ^

Надо исследовать систему уравнений и найти общее решение в 

зависимости от значений параметра Л.
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Ш аг 1. Определим с помощью метода элементарных преобразо

ваний ранги основной и расширенной матриц. Для того, чтобы од

новременно это сделать, а  также получить возможный вид решений, 

если они существуют, будем делать элементарные преобразования в 

расширенной матрице т ольк о  со строками.

'  5 - 3 2 1| 3 ' 1 - 1  - 1 -з| 2

4 - 2 3 Ц 1 4 - 2  3 7| 1

8 - 6 - 1 5| 9 0 - 2  - 7 -19! 7

ч 7 -3 7 17| A j - 1 1 1 3| А — 2 t

' 1 - 1 - 1 -3|  2

4 10 26| - 6

0 - 2 - 7 -19| 7

0 0| А

На данном шаге видно, что если параметр А отличен от нуля, то, 

по теореме Кронекера Капелли, система несовместна, так как ранг 

расширенной матрицы больше ранга основной матрицы.

ТТТя.г 2. Если  А =  0, то система совместна. Продолжим преобразо

вание расширенной матрицы для нахождения ранга, считая параметр 

равным нулю. Имеем:

1 - 1 - 1 -з| 2
/ 1 - 1  - 1  -3| 2 \

0  2 7 19| - 7
[  0 2 7 19| —7 )

0 - 2 - 7 -19! 7

Ш аг 3. Итак ранги основной и расширенной матриц равны двум, 

система неопределена, выберем свободные переменные. Так  как опре

делитель, составленный из коэффициентов при первой и второй пере

менных, отличен от нуля, оставим их в левой части, а  хз и пере
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несем в правую часть. Получим

| Х\ —хч  — Хз +-3*4 +  2 

| 2x2 =  —7хз — 19x4 — 7

Выразим из второго уравнения вторую переменную, подставим ее 

значение в первое уравнение, получим вид общего решения системы 

уравнений:

j  xj — (—5хз — 13x4 — 3)/2 

| Х2 = (—7хз — 19x4 — 7)/2

В  данном конспекте представлена лишь часть университетского 

курса по высшей алгебре, поэтому целесообразно обращение к таким 

известным учебникам, как:

1. Курош А .Г . К урс высшей алгбры;

2. Фаддеев Д .К . Лекции по алгебре;

3. Ильин В .А ., Поздняк Э .Г . Линейная алгебра;

4. Боревич З.И . Определители и матрицы.

Чтобы научиться применять полученные знания на практике, не

обходимо прорешать задачи по данным разделам. И х  можно найти в 

следующих задачниках:

1. Проскуряков И .В . Сборник задач по линейной алгебре;

2. Фаддеев Д .К ., Соминский И.С. Сборник задач по высшей ал

гебре;

3. Демин И .В . Задачи по алгебре. Практикум для  студентов 

механико-математического факультета. 1 семестр.
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