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В Ё Ё Д Е М Й Ё

П роблема повышения надежности ГТД является 
частью общей проблемы безопасности и регулярности 
движения, а такж е экономической эффективности 
авиационного транспорта.

С развитием двигателей возрастает их трудо
емкость и стоимость. Д л я  повышения экономической 
эффективности ГТД  важ но обеспечивать высокие по
казатели  надежности. З ад ач а  эта очень слож на, так 
как современные двигатели имеют напряженные п ар а
метры, их рабочие режимы находятся вблизи границ 
предельного состояния элементов.

В результате работ, проведенных в последние годы 
конструкторскими, научно-исследовательскими, эксп
луатирую щ ими организациями и серийными заводами 
по совершенствованию конструкции, улучшению тех
нологии изготовления, применению повышающих р а 
ботоспособность узлов и деталей восстановительно- 
технологических методов, отработке методики испы
таний, применению средств технической диагностики, 
удалось значительно улучшить показатели надеж но
сти ГТД. Так, в короткий срок ресурс отечественных 
двигателей вырос в 6—8 раз, для ряда ГТД пасса
жирских самолетов гарантийный ресурс уж е превы
ш ает 6000 ч при назначенном ресурсе 18000...20000 ч 
[10]. При этом надеж ность отечественных двигателей 
(например, по такому показателю , как  наработка на 
одно выключение в полете) в ряде случаев выше 
надежности лучших зарубеж ны х ГТД.

Выполнение растущ их требований к надежности 
изделий может быть достигнуто благодаря разработ
ке оптимальной конструкции, совершенствованию тех
нологии, максимальному использованию возможнос
тей материала.

Обеспечение высокой и стабильной к о н с т р у к 
ц и о н н о й  п р о ч н о с т и  двигателей, под которой 
понимается прочность конструкции в реальных усло
виях работы с учетом металлургических, технологи
ческих и конструкционных факторов, — одно из н а



правлений решения проблемы повышения надежности 
изделий.

Требуемая надежность двигателей закладывается 
на этапе проектирования, обеспечивается в про
цессе производства, достигается при испытаниях и 
доводке изделия, совершенствуется и реализуется 
при эксплуатации.

Но д аж е  если конструирование, расчеты, изготов
ление, сборка, испытания отдельных элементов вы
полнены правильно, в соответствии с нормативно-тех
нической документацией, при доводке опытных изде
лий и в эксплуатации наблю даю тся отказы  и р азр у 
шения деталей. Это объясняется многообразием ф ак
торов, влияющих на конструкционную прочность, и 
отсутствием четких, научно обоснованных рекоменда
ций по ряду вопросов конструирования, выбора м ате
риала, расчета на прочность с учетом комплексности 
нагруж ения и длительности эксплуатации. Анализ 
причин разруш ения показывает, что наибольш ее число 
разруш ений связано с не поддающимися пока рас
чету на этапе проектирования задачам и прочности 
(переменные напряж ения, термоусталость, распреде
ление термических напряжений, износы, контактная 
и вибрационная коррозия и д р .), а такж е с рядом 
факторов, снижаю щ их достоверность прочностных 
расчетов (недостаточная обоснованность допущений, 
ограничения и упрощения расчетных схем, нестабиль
ность нагружения, многорежимность и широкий д и а
пазон реальных условий эксплуатации, сложность из
менения свойств материалов под нагрузкой, разброс 
механических характеристик несущей способности и 
долговечности деталей  в связи со свойствами м ате
риалов, особенностями технологии и т. д .).

Большинство отказов (61% ) связано с недостаточ
ной прочностью конструкционных элементов, причем  
основная часть отказов (42% ) вы звана переменными  
нагрузкам и и обусловлена  низкой конструкционной  
прочностью  [Ю]. Таким образом, обеспечение проч
ностной надежности современных двигателей лета
тельных аппаратов представляет собой актуальную  
и сложную  научно-техническую проблему.

Отсюда следует необходимость основательного 
изучения вопросов прочностной надежности при под
готовке инженеров-механиков по двигателям  лета
тельных аппаратов.



Г л а в а  I  

НАДЕШНОСТЬ И УСТАЛОСТНЫЕ РАЗРУШЕНИЙ

Н адеж ность конструкций и узлов, подверженных динамиче
ским нагрузкам , существенно зависит от вероятности усталост
ного разруш ения. Усталостные поломки, в отличие от других 
видов отказов, часто приводят к весьма тяж елы м  последствиям. 
И х предварительное обнаружение в процессе эксплуатации в 
большинстве случаев невозможно, так  как  они возникаю т вне
запно.

Больш ой статистический разброс характеристик усталости, 
вызываемый конструктивными, технологическими и эксплуата
ционными ф акторами, уменьш ает достоверность прогнозирова
ния надежности.

П рактическая важ ность проблемы стимулировала большое 
число исследований по различным вопросам сопротивления 
усталости.

В этой главе основное внимание уделяется статистическому 
описанию и статистическим моделям циклической долговечно
сти, что имеет существенное значение д ля  проблем надежности.

Рассмотрим сначала основные закономерности усталости.

1.1. О С Н О В Н Ы Е  ЗА К О Н О М Е Р Н О С Т И
У С ТА Л О С Т Н Ы Х  Р А ЗР У Ш Е Н И И

1.1.1. О С О Б Е Н Н О С Т И  У С Т А Л О С Т Н О Г О  Р А З Р У Ш Е Н И Я

Усталостное разруш ение возникает в результате постепен
ного развития начальной трещины. Д ля  усталостных изломов 
характерно наличие двух зон: зоны возникновения и развития 
трещины и зоны окончательного статического разруш ения. П о
верхность усталостной зоны излома имеет гладкие притертые 
участки. В зоне усталостной трещины пластические деформации 
не наблю даю тся. Поверхность статического разруш ения обладает 
зернистой, кристаллической структурой, имеет следы пластиче
ской деформации..
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При высокой температуре усталостная трещ ина пересекает
зерна м атериала, тогда как  статическое разруш ение идет по 
границам зерен.

Зарож дение усталостной трещ ины начинается в области 
наибольших переменных напряжений, обычно в местах кон
центрации напряжений (возле галтелей, отверстий и т. п.).

1.1.2. П О С Т О Я Н Н Ы Е  И  П Е Р Е М Е Н Н Ы Е  Н А П Р Я Ж Е Н И Я

Н апряж ения, действующие 
в детали, -можно представить 
(рис. 1) при стационарном н а 
гружении в виде

ОТ (0  — От +  СГяф (О- О )
В уравнении (1):

От — среднее напряжение; 
оа — амплитуда перемен

ных напряжений или пере
менное напряжение;

Ф (t) — периодическая функ
ция времени t, изменяю щ аяся 
в пределах — 1 <  (t) <  1. 
Например,

Ф ( t ) =  sin со t ,
где со =  2 n f  — угловая частота колебаний, рад/с;

/  — 1 /Т — частота цикла, Гц;
Т  — период цикла, с.

Если среднее (постоянное) напряж ение равно нулю, то цикл

&т>6а

Р и с .  1. Циклическое измене
ние напряжений во времени

Р и с .  2. Разновидности циклов напряжений и со
ответствующие им значения коэффициентов асим

метрий
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назы вается симметричным. В общем случае асимметрия х ар ак 
теризуется коэффициентом

где a mlD и о тал — минимальное и максимальное напряж ения 
цикла.

Согласно рис. 1 и уравнению  (2) д ля  симметричного цикла 
R =  -  1.

Н а рис. 2 изображ ены  циклы, термины которых определены 
ГОСТ 23207-78: симметричный (г) и асимметричные (а, б, в, д, 
е, ж ); знакопостоянные (а, б, е, ж ) и знакопеременные (в, г, д ); 
отнулевые (б, е).

Форма цикла, т. е. вид функции ф ( /) , не оказы вает сущ ест
венного влияния на процесс усталостного разруш ения.

1.1.3. С В Я З Ь  В Е Л И Ч И Н Ы  Р А З Р У Ш А Ю Щ Е Г О  Н А П Р Я Ж Е Н И Я  
И  Ч И С Л А  Ц И К Л О В

Усталость материала определяет долговечность деталей, ис
пытывающих большие переменные нагрузки (лопатки, диски, 
валы , оболочки, трубопроводы, подвески, агрегаты  и др.)-

Экспериментальные исследования показали, что характер 
разруш ения конструкционных материалов (черных и цветных 
металлов, ж аропрочных сплавов и др.) зависит от числа циклов  
нагруж ений  (рис. 3).

Статическое 
/ и повторно 
статическое 

разрушение

' /  У  /  У  / * У  У  У  s  '.

Малоцикловая
усталость

A / s s s  у у \ у  у  s  У

1

Усталость

С / Я К ^ Л у у  s s s  t  У /  У  У  y \ s  У  У  У  У

7  На N

’’Т Т Г

Р'и с. 3. Типы разрушений в зависимости от числа циклов

•При м’алом"числе циклов в образце из пластичных м атериа
лов образуется ш ейка й разры в происходит по минимальному 
сечению, т. е.' происходит с т а т и ч е с к о е- р а з р у ш е н и е .

При числе циклов 102...104 возникаю т сетка трещин и менее 
выраж енные пластические деформации — наступает разруш ение
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от м а л о ц и к л о в о й  у с т а л о с т и .  Оно имеет смешанный 
характер, в изломе наблю даю тся отдельные участки усталост
ного разруш ения. Разруш ение от малоцикловой усталости воз
никает при действии значительных (десятые доли процента и 
более) циклических упругопластических деформаций. Частота 
действия нагрузок невелика. Она определяется частотой запус
ков двигателя или резким изменением режимов его работы. Но 
при большой длительности работы  накапливается достаточное 
для разруш ения число циклов.

При числе циклов N >  104 появляется типичное у с т а л о с т 
н о е  р а з р у ш е н и е  без заметных следов пластической д е 
формации.

П ри увеличении  числа циклов напряж ение разруш ения  
уменьшается. Н а рис. 4 показаны  типичные зависимости 
о-а =  f  (N ) при усталостных разруш ениях*. В логарифмических 
координатах эти зависимости мож но приближенно представить 
отрезками прямых линий. К ривая первого типа (рис. 4,а) свой
ственна углеродистым сталям , второго типа (рис. 4,6) — высоко
легированным сталям  и титану, третьего типа (рис. 4,в) — ж а-

Р  и с. 4. Три вида кривой усталости (кривой Велера)

ропрочным сплавам  и легким цветным м еталлам . Точки перело
ма на кривых усталости (в логарифмических координатах) 
соответствуют обычно числу циклов N i 10®..ЛО4 и No*= 10в...Ю7 
При числе циклов N  < N i  кривые усталости имеют один пере
лом, связанный с переходом в область малоцикловой уста
лости, где возрастает роль пластических деформаций,

Если при N > N 0 кривая идет горизонтально (рис. 4,а ) , то

* Д ля краткости индекс а  в дальнейшем часто будет опускаться. В свя
зи со статистическим разбросом род N  понимается среднее число циклов до  
разрушения,
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Материал обладает п р е д е л о м  в ы н б с л й в б б т й  dL j, й прй 
напряж ениях о  <  a - i  усталостное разруш ение невозможно 
при любом возрастании числа циклов нагружения.

В других случаях в расчет вводится у с л о в н ы й  п р е д е л  
в ы н о с л и в о с т и  для определенного числа циклов N 6— б а з ы  
и с п ы т а н и й .  Обычно принимается jVo= 2 - 106...5 * 107 цик
лов**.

1.1.4. А Н А Л И Т И Ч Е С К О Е  О П И С А Н И Е  К Р И В О Й  У С Т А Л О С Т И

П ростая и достаточно точная зависимость между оа и N  при
нимается в виде

amN  =  С, (3)

1 д е / п и С  — постоянные, зависящ ие от свойств м атериала и 
температуры.

Уравнение (3) соответствует прямолинейной зависимости 
п логарифмических координатах в диапазоне Ni <  N  <  N 0 
(рис. 5)

t e * *  +  1Г (4)
Тангенс угла наклона p по абсолютной величине равен 11т. 
При увеличении т  наклон уменьш ается, и при т-*~ оо прямая 
становится горизонтальной. Обычно т  — 4...20, а для деталей 
с концентрацией напряж ений т  =  4...6.

Точка перелома Л 0 принадлеж ит прямой ЛоЛь поэтому 
С =  a ?  N a. (5)

Зависимость (3) иногда удобно представить в такой форме:

(V > “  =  ж  ■ <6>

Если продолж ить прямую  Л]Л0 до пересечения с осью ординат, 
то получим п р е д е л ь н о е  с о п р о т и в л е н и е  щ, которое
не совпадает с п р е д е л о м  с т а т и ч е с к о й  п р о ч н о с т и  аь-

И з соотношения (6) при N  =  1 вытекает, что

си — Oq V  N q .

** В реальных условиях не представляет интереса число циклов больше
1012...10и . Например, если да ж е  принять высокую частоту колебаний порядка
f  — 10 кГц, то при непрерывной работе в течение года совершается ~  3 - 10й
циклов, в течение 100 лет ~  3 • 1013 циклов. Если циклы нагружений связаны
с частотой вращения ротора, то число циклов уменьшается на два—три 
порядка.
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Р и с .  5. Зависимость «напряжение—число циклов д о  разру
шения» (в обозначениях опущен знак логариф м а): I  — ста
тическое и повторно-статическое разрушение; 11 — малоцик

ловая усталость; 111 —  усталость

В точке перелома А 0 величина о0 равна условному пределу вы 
носливости а - i ,  и при N 0 =  107 циклов

ог — 107/ т Сто =  lO7/ m0 _ i.

Отношение ail a  _ i д ля различны х т  следующее:
т  4 5 6 7 8 9 10 12 16 20

a t /a - i  56 25 15 10 7,5 6 5 3,8 2,7 2,2

Величину at можно рассматривать как  константу материала, 
характеризую щ ую  предельное сопротивление повторному н а
гружению при условиях, когда развитие макроскопических п ла
стических деформаций затруднено.

При числе циклов N  >■ N 0 такж е справедлива линейная зави 
симость в логарифмических координатах

a ^o N  — С0, (7)

причем т 0 значительно больше т  (т 0 ~  10/и).
Точка А 0 одновременно удовлетворяет уравнениям (5) и (7), по
этому

С0 o0mo N 0 =  С а0то-т.

Наконец, в области малоцикловой усталости и повторного ста
тического разруш ения удовлетворительное описание можно 
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йблучйть 6 йбйбЩьйЗ двуй прямых (в логарифмичёскйх кобрДй- 
н атах ). Точка перелома Л 2 соответствует переходу от малоцик
ловой усталости к статическому разруш ению. Обычно 
N 2 «  (0,5...5) • 102 циклов.

П ри единственном цикле (N  =  1) следует принять ам плитуд
ное отклонение, равное пределу прочности аь-

Д л я  аналитического описания основного участка зависимо
сти а — f  (N ) (N i <  N  <  N 0) предлагались различны е у р ав 
нения [6,11].

Достаточно общ ая зависимость такова:

Она содерж ит четыре парам етра (т , а, b и С). При условии, 
что а  =  0, Ь =  0, соотношения (8) и (3) совпадают.

1.1.5. В Л И Я Н И Е  Н Е К О Т О Р Ы Х  Ф А К Т О Р О В
Н А  С О П Р О Т И В Л Е Н И Е  У С Т А Л О С Т И

Рассмотрим влияние статического напряж ения, концентра
ции напряж ений, масш табного ф актора, сложного напряж ен
ного состояния и качества поверхности на предел выносливости.

Экспериментальные исследования показали, что с увеличе
нием напряж ения растяж ения а т от п о с т о я н н о  д е й с т в у ю 
щ е й  (статической) н а г р у з к и  величина предела выносли
вости (предельного значения амплитуды переменных напряж е
ний) уменьш ается.

Н аиболее простое описание можно получить, предполагая 
линейную зависимость между величинами в а и о т

где Об, о - i  —  соответственно пределы прочности и выносливо-

Уравнение (9) пригодно для титановых и алюминиевых спла
вов, высокопрочных сталей, а такж е металлов и сплавов, под
верженных воздействию высоких температур. В последнем 
случае под о» понимается п р е д е л  д л и т е л ь н о й  п р о ч н о с т и

т. е. постоянное напряжение, приложенное к детали при постоян
ной температуре Т  и приводящ ее ее к разруш ению  в течение 
заданного промеж утка времени t. Д ля  углеродистых и легиро
ванных сталей при нормальных тем пературах удовлетворитель
ные результаты  дает зависимость

(a —  a )m (N  — Ь) =  С. (8 )

сти м атериала.

О^бЦ — О дл ,
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кбторая, к ак  й линейная (§), 
изображ ена на рис. 6.

Установлено, что при по
стоянных сжимаю щ их н а
пряж ениях предел выносли
вости повыш ается, так  как 
затрудняется зарож дение и 
развитие усталостной тре
щины. Поэтому целесооб
разно создавать сжимаю
щие остаточные напря
жения в поверхностных 
слоях благодаря упрочняю 
щ ей обработке.

Влияние к о н ц е н т р а ц и и  н а п р я ж е н и й  на предел 
выносливости при переменных напряж ениях существенно боль
ше, чем при напряж ениях постоянных, так  как  усталость, в.про- 
тивоположность статической прочности, имеет резко вы раж ен
ный локальный характер. Усталостные разруш ения начинаются 
возле  мест концентрации напряж ений  (отверстий, галтелей, з а 
боин, рисок, точечных дефектов материала и т. п .).

Н а рис. 7 показано распределение напряж ений возле отвер
стия. В упругой области наибольш ее напряж ение обычно пред
ставляю т в виде

^шах Ct а

где а  с,— теоретический коэффициент концентрации напряжений; 
он— номинальное напряжение, определяемое без учета кон

центрации напряжений.
Значения си д ля  различны х источников концентрации при

ведены в [4 ,8 ,11]. Д л я  малы х отверстий ои =  3.
Коэффициент концентрации напряжений возле основания 

зуба шестерни (рис. 8)

а„ ~  1 +  0,15 .

При г 0 значение а а->-°о, что свойственно и другим случаям 
концентрации напряжений. При наличии пластических деф ор
маций распределение напряжений выравнивается и величина сс„ 
уменьшается. Отметим, что величина а» зависит не от абсолю т
ного разм ера радиуса закругления, а определяется соотноше
нием характерного разм ера (в данном случае ширины основа
ния зуба) и радиуса закругления.

Усталостные разруш ения при наличии концентрации напря
жений происходят при условии

^а'М-1 
075

0,50 

0,25

О 0,25 0,50 0,75 6т / ё 6

Р и с. 6. Расчетные диаграммы уста
лости (диаграммы предельных 

амплитуд)
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где Ко— эффективный коэффициент концентрации напряжений; 
о - !  — предел выносливости м атериала;

<Уа — максимальное переменное напряж ение в опасной точке 
детали.

Р и с .  7. Концентрация напря- Р и с .  8. Концентрация напря
жений возле отверстия: 1—уп- жений возле зуба шестерни
ругие деформации; 2 — упру

гопластические деформации

Величина К о <  а  0, и только для деталей больших размеров, 
изготовленных из материалов, чувствительных к концентрации 
напряжений (высокопрочная сталь, титан), К а ~ а а .

В практических расчетах используется формула
Ка  =  1 +  <7 (ct а   1) )

где коэффициент чувствительности материала к концентрации 
напряжений принимается в пределах q =  0,5...0,9 (нижние зн а 
чения для малоуглеродистых сталей, верхние — для легирован
ных сталей и ти тан а). При <7 =  0 Ка =  1 и материал нечувстви
телен к концентрации напряжений; при q =  1 Ка =  а„ и чувст
вительность материала к концентрации напряжений наиболь
шая.

Необходимость применения больших радиусов закругления 
д ля  'снижения концентрации. напряжений при переменных н а
грузках принадлеж ит к элементарным сведениям,’ однако непо
стижимым образом около 50% усталостных разруш ений возни
кает от недостаточности назначенного или выполненного 
радиуса закругления,



М а с ш т а б н ы й  ф а к т о р  характеризуется размерами 
детали. Экспериментально установлено, что с увеличением аб 
солютных размеров сопротивление усталости деталей уменьш а
ется. Этот эффект проявляется в большей степени при неравно
мерном распределении напряжений, особенно при наличии кон
центрации напряжений.

Объяснение эф ф екта может быть дано с помощью статисти
ческой теории усталости [5,11]. Обычно в статистической тео
рии рассматривается совокупность зерен м еталла, обладаю щ их 
различными пределами выносливости. Естественно, что при у в е
личении размеров возрастает вероятность «попадания» деф ект
ных зерен в зону концентрации напряжений. Проявлению  м ас
штабного эф ф екта способствуют меньш ая однородность м ате
риала в деталях  больших размеров, трудность обеспечения ста
бильности технологического процесса, условий контроля и т. п. 
М асш табный эффект зависит главным образом от поперечных 
разм еров (диаметра) изделия и в меньшей степени от. его 
длины.

Во многих случаях в опасных точках деталей машин имеет 
место с л о ж н о е  н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е  (одновремен
ное действие нормальных и касательных напряж ений).

Ответственным за усталостное разруш ение является макси
мальное касательное напряж ение [11]. Н апример, при изгибе 
и кручении вала переменное касательное напряж ение

^  max =  V  +  4 x 2  .

Влияние постоянных напряжений связано с величиной и знаком 
нормального напряж ения, приложенного к площ адке, где дейст
вует максимальное переменное касательное напряжение.

К а ч е с т в о  п о в е р х н о с т и  существенным образом влия
ет на сопротивление усталости. Обычно на поверхности детали 
находятся точки с наибольшими напряж ениями, где происходит 
зарож дение усталостной трещины. Н аличие рисок, забоин, гру
бой обработки может снизить предел выносливости на 10...50%.

Ответственные детали турбомаш ин, работаю щ ие при пере
менных нагрузках, изготавливаю тся с высокой чистотой поверх
ности и часто подвергаю тся упрочняющей технологии (вибро
галтовке, наклепу, обдувке дробью, вы глаж иванию  и т. п .).

О днако нестабильность качества поверхности в производст
венных условиях (дефекты  изготовления и контроля) создает 
одну из важ ны х причин статистического разброса пределов 
выносливости.

Рассеяние долговечности при переменных напряж ениях свя
зано как  с нестабильностьк? технологии, так  и с самой природой
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усталостного разруш ения (неоднородность микроструктуры м а
териала) .

Д ля  повышения достоверности оценки долговечности конст
рукций широко используется статистическое описание процесса 
усталостного разруш ения.

1.2. С ТА ТИ С ТИ Ч Е С К О Е  О П И С А Н И Е  
С О П Р О Т И В Л Е Н И Я  У С ТА Л О С ТИ

А нализ аварий и разруш ений, связанны х с усталостными 
поломками, а такж е результатов лабораторны х испытаний по
казы вает, что закономерности усталостного разруш ения носят 
статистический характер. При действии одного и того ж е цик
лического напряж ения число циклов до разруш ения может 
отличаться в несколько раз. В эксплуатации усталостные по
ломки встречаю тся после различной наработки. Необходимость 
статистического описания сопротивления усталости вытекает 
из природы усталостного разруш ения, зависящ его главным об
разом  от локальны х свойств поверхностного слоя детали.

В настоящ ее время статистическое описание проводится 
в двух основных направлениях. П ервое направление связано 
со статистической обработкой результатов усталостных испыта
ний деталей и образцов с целью определения параметров р ас 
пределения и доверительных границ, второе — с построением 
теоретических моделей усталостного разруш ения. Второе н а
правление в настоящ ем пособии не рассматривается, так как  оно 
не получило еще широкого практического применения для 
расчета надежности.

1.2.1. СТАТИСТИЧЕСКИМ А Н А Л И З  ДОЛ ГОВЕЧН ОСТИ

При усталостном разруш ении долговечность определяется 
числом циклов нагружения*.

С татистическая обработка экспериментальных данных по 
определению числа циклов до разруш ения показала, что при 
постоянной амплитуде переменных напряжений логарифм числа 
циклов распределяется по нормальному закону [12]. Такое р ас
пределение назы вается л о г а р и ф м и ч е с к и  н о р м а л ь н ы м .

Плотность этого распределения

* Прямое влияние времени нагружения сказывается при наличии допол
нительных процессов разупрочнения, связанных с действием высоких 
температур и других факторов.

( \ g N - l g N y
о с 2
2 S  l g N

( 10)
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В равенстве (10) Ig N  и S )gn — соответственно с р е д н е е  
з н а ч е н и е  и с р е д н е е  к в а д р а т и ч е с к о е  о т к л о н е 
н и е  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  l g N.

При невысоком уровне напряжений существует « п о р о г  
ч у в с т в и т е л ь н о с т и »  N n-., т. е. разруш ение при числе цик
лов N  <  N n не встречается.

Тогда у с е ч е н н о е  л о г а р и ф м и ч е с к и  н о р м а л ь н о е  
р а с п р е д е л е н и е  вы раж ается следующей плотностью р ас
пределения:

г _  1 . f [lg (N -N „ )  -  lg (N=7Tn)Y
I ~  x

’ e  ( Л  - n „) 2 SiI S ( N - N n )
( 11)

В этом случае распределение характеризуется тремя парам ет
рами: средним значением, средним квадратическим отклонением 
и величиной «порога». Задача статистической обработки р езу ль 
татов усталостных испытаний состоит в определении парамет
ров распределения и доверительных пределов д ля  прогнозируе
мых значений числа циклов до разруш ения.

Р авенства (10) и (11) вы раж аю т с т а т и с т и ч е с к у ю  
м о д е л ь  у с т а л о с т н о й  д о л г о в е ч н о с т и ,  в качестве 
которой принимается логарифмически нормальное распреде
ление.

Д л я  определения параметров распределения применяются 
различные методы [6, 8].

1

о

-1

-2

. 0J38

0.5

Ц в г

Р и с .  9. Статистическая обработка 
результатов усталостных испытаний

возрастания числа 
Затем  определяется 

в е р о я т н о с т ь  р а з р у ш е н и я )

Графический метод.
Простейший способ н а
хождения параметров 
распределения — нанесе
ние экспериментальных 
точек на вероятностной 
бумаге с логариф миче
ским масш табом по оси 
абсцисс (рис, 9).

Пусть испытано п об
разцов, показавш их при 
а — const число циклов 
до разруш ения N u N 2, 
. .. ,  N п-

Д л я  статистической 
обработки номера при
сваиваю тся в порядке 

циклов до разруш ения {N\ <  N 2 <  ... <  N n). 
накопленная частота (статистическая

V

l/S‘ V
•J

•jp

6 ЦП



p ( =  P ( i v < i v o = T T T -

Несколько лучшие результаты  дает при малы х п  зависимость

Величина Р,- вы раж ает приближенно вероятность того, что чис
ло циклов до разруш ения окаж ется меньше Nr.

Н а вероятностную бумагу наносятся экспериментальные точки по 
известным значениям Ni и Р» (часто величина Pi определяется 
в процентах). Абсцисса точки, соответствую щ ая Р , =  0,5, равна 
среднему значению  логарифмов числа циклов l g N.

Н а второй ш кале ординат отлож ена величина Up — к в а н 
т и л ь  вероятности Р , т. е. безразм ерное отклонение

соответствующее (при нормальном законе) вероятности

Е> рассматриваемом случае x  — \g N .
Значения Up для некоторых величин Р  следующие:

Up —3 —2 — 1 0 1 1,96 2 2,58 3
Р  0,0013 0,023 0,159 0,500 0,841 0,95 0,977 0,99 0,9987
Тангенс угла наклона прямой линии, проведенной в качестве 
аппроксимирующей экспериментальные точки, равен

Это отношение вытекает из равенства (12), так  как  по оси ор
динат в равномерном масш табе отложена величина Up.

Если прям ая располагается более полого, то ей соответствует 
больш ая величина среднего квадратического отклонения.

Графический метод достаточно прост и нагляден, но не об ла
дает высокой точностью и без дополнительных вычислений 
не дает возможности установить доверительные границы. П о
добная обработка допустима в том случае, когда эксперимен
тальные точки хорошо аппроксимируются прямой линией, 
т. е. распределение строго соответствует логарифмически нор
мальному.

Аналитический метод. Среднее значение и среднее квад р а
тическое отклонение логарифма числа циклов до разруш ения 
определяю т расчетным путем из соотношений

t —  0,5

Р  (^разр <  Ni) ~  Pi .

( 12)

Р (X  <  х) =  Р.

t g P =  1 / S [gN.

n

( I g t f ) » 4 r 2  №  
1

(13)
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(S|gtf) Л ! / ^ т г (14)
< =  j

Д о с т о в е р н о с т ь  этих значений зависит от о б ъ е м а  в ы 
б о р к и  (числа экспериментальных точек) и при возрастании п 
увеличивается. Вычисления по формулам (13) и (14) проводят
ся на ЭВМ, при ручном счете для больших значений п {п >  30) 
целесообразно группировать значения lgM,- по интервалам 
(обычно используется 6...10 интервалов).

М етодами математической статистики 
д о в е р и т е л ь н ы е  и н т е р в а л ы  для 
логариф ма числа циклов до разруш ения.

Значение lgiV д ля  г е н е р а л ь н о й  
(например, для всех изделий, выпускаемых 
ским условиям)

{ \ g N ) n - t c ( n , P a) ^ £ ^  < Т Р А <  (Т р 0 л  +

можно установить 
среднего значения

с о в о к у п н о с т и  
по данным техниче-

tc (п , Р д)

У п

(S lgw) г
У п

где tc (п, Р д) - 
выборки п

значение коэффициента
и д о в е

ц р , Р
3 ' 0,995

2 . 0,98

1 ■ 0,841

0 • 0,50

-1 • 0,159

-2 ' 0,02

- з . 0,005

(15)

Стьюдента при объеме 
в е р о я т н о с т и  Ра-

/Ч \ /
,

1 Г
Li

A f J
8max

2-A^Sf , Smin

ЧГ' у '
Ю* 105 N

Ъ С ЦП

Р и с .  10. Построение доверительной зо 
ны для долговечности при усталостных 

испытаниях
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М ожно указать  доверительные границь! Для срёДнёго квадратй- 
ческого отклонения:

где коэффициенты k amXn и /гсттах вычисляются на основании 
р а с п р е д е л е н и я  %2.

П р и б л и ж е н н о е  п о с т р о е н и е  д о в е р и т е л ь н о й  
з о н ы  д л я  д о л г о в е ч н о с т и  п р и  у с т а л о с т н ы х  и с 
п ы т а н и я х  осущ ествляется (рис. 10) с помощью значений 
доверительных границ, определяемых вы раж ениями (15) и (16). 
Разброс среднего значения IgM

Н аибольш ее значение долговечности соответствует случаю, ког
да аппроксимирую щ ая прям ая будет исходить из точки В, причем 
прям ая 1В получит угол наклона

1 ^ »  Р  m l n  “  1 / ( * ^ l g  А’ )  ш а х  ?

а прям ая 2В — угол наклона

П рямые 1А и 2А параллельны  соответственно прямым 2В и 1В.
С помощью построенной доверительной зоны можно устано

вить, например, что только для 2,0% образцов логарифм числа 
циклов до разруш ения будет меньше С (см. рис. 10), и это ут
верждение сделано с доверительной вероятностью Рд-

1.2.2. Д О В Е Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  П Р Е Д Е Л Ы
Д Л Я  Ч И С Л А  Ц И К Л О В  Д О  Р А З Р У Ш Е Н И Я

Предположение о логарифмически нормальном законе распре
деления долговечности (числа циклов до разруш ения) позволяет 
указать  доверительные границы для среднего и минимального 
числа циклов при определенном уровне значимости.

Среднее число циклов N  и среднее значение логарифма 
числа циклов связаны  при логарифмически нормальном распре
делении следующим образом:

Оценка математического ожидания логариф ма среднего чис
ла циклов по результатам  выборки

(16)

А В  — 2 t c (п ,Р а) (S lgN) nl V  п .

lg  N =  lg  N  +  ~2~g e N =  lg  N  +  1,1 5 S lg ,V •

l g i V ~  ( lg N ) n +  1,15 (Sigjv)n . (17)
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Чтобы установить доверительные пределы для среднего числа 
циклов, можно поступить двояким образом.

И спользуя оценки (15) и 16), находим крайние значения 
i g N  и S [giv и соответствующие им крайние значения lg/7.

По второму (более простому) способу проводится непосред
ственная оценка дисперсии l g /7 в соответствии с равенст
вом (17).

У читывая значения д и с п е р с и й

£ [ I p i  =  s , W « ;

D  [S ig jv ] =  2  S ig/V/  ( п — 1) ~ 2  S i g n j n ,  

получим следующие оценки:

lg n  =  ( fe N )n  +  1,15 (5цгл-)п ±  t/p o -Ц ^ 'ХУ п

X V  Т +  2 (1,15)2 (SfBA-)»,

где и Рд —- квантиль нормального распределения соответствую
щей принятой доверительной вероятности Ра.

Перейдем к определению доверительной границы для мини
мального числа циклов до разруш ения. Воспользуемся т о л е 
р а н т н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  для нормального распре
деления, которому подчиняется распределение IgN.  В этом слу
чае ниж няя оценка вы раж ается следующим образом:

(Ig'AOm.n >  (lg ~ N )n  —  k  (n ,q ,P a) • (SlgW)„ ,

где k ( n , q , P a) — односторонний толерантный коэффициент, со
ответствующий уровню з н а ч и м о с т и  q и 
установленный с доверительной вероятно
стью Р а.

Если принято q =  5% и Ра =  90% , то это означает, что 
только в 5% случаев значение l g ЛА мож ет оказаться меньше 
( lg W )min, и это утверждение справедливо, по крайней мере, 

для 90% случаев испытаний.
Иногда для  описания усталостного разруш ения используется 

р а с п р е д е л е н и е  В е й б у л л а ,  в соответствии с которым 
функция распределения долговечности

F W  =  1 - e x p [ - ^ ^ ~ - j .
где т, N 0, N c — параметры  распределения (N0 — порог усечен

ного распределения).
Обычно логарифмически нормальное распределение и р ас

пределение Вейбулла в равной мере подходят для  описания 
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усталостной долговечности, но первое из них существенно проще 
для практических расчетов.

1.213. П Л О Т Н О С Т Ь  Д В У М Е Р Н О Г О  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я
С О П Р О Т И В Л Е Н И Я  У С Т А Л О С Т И

С татическая прочность мож ет быть охарактеризована о д 
н о м е р н ы м  распределением случайной величины — предела 
прочности. Сопротивление усталости зависит от двух факторов— 
напряж ения и числа циклов, поэтому оно долж но описываться 
д в у м е р н ы м  статистическим распределением с п л о т н о 
с т ь ю  р а с п р е д е л е н и я  f ( a , N ) .

И нтегральная функция распределения

Р (a , N)  =  f J f  ( a , N ) - d o - d N  (18)
0 9

вы раж ает вероятность усталостного разруш ения при нап ряж е
нии (Тразр <  а  и числе циклов N pi3p <  N:

Р (a, N ) = Р  (Оразр <  a; N pa3P <  N) .

Обычные испытания на усталость проводятся при заданны х зн а 
чениях напряж ения и даю т распределение случайной величи
н ы — число циклов до разруш ения. Плотность этого распреде
ления f ( N / o ) ,  как  указы валось, подчиняется логарифмически 
нормальному закону.

Распределение пределов выносливости при заданной базе 
испытаний (числе циклов) имеет плотность f  (o / N )'.; Однако 
прямое экспериментальное исследование такого распределения 
осуществить весьма трудно, хотя именно оно представляет наи
больший интерес для проблемы надежности.

Будем, как  и раньше, использовать логарифмические коор
динаты, обозначая x =  lgAf, y  — \go.  Плотность совместного 
распределения

f  ( х ,  У )  = f ( x ) f  (yfx) = f  (у) f  (х / у ) .

1.2.4. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П Л О Т Н О С Т И  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я
П О  С Т А Т И С Т И Ч Е С К И М  Д А Н Н Ы М

Разобьем  общее изменение числа циклов х  — \ g N  на т\  
интервалов и обозначим центры интервалов Х\, ..., Х{, ..., х т\ 
(рис. 11). Н апряж ение условно представим интервалами, цент
ры которых имеют значения у и у,-, ..., у т2.

Пусть при уровне напряжений у/ число образцов, оказавш их
ся в г'-м интервале числа циклов, равно щ .  Тогда плотность
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вероятности, соответст
вую щ ая элементу с коор
динатами центра Xi, у\, 

f (Xi, у ,) = пц1п,
где п  — общее число об

разцов, испытан
ных на всех уров
нях напряжений. 

Д л я  определения плот
ности вероятности f  (х ) 
в точке Xi следует опре
делить число всех образ
цов в интервале i

ГПч
т  =  2  " ‘7 

/=1
и отнести эту сумму к об
щему числу образцов:

f  (Xi) = щ/п. (19)
Плотность вероятности /  (у) в точке г//

т,

2  n‘i
f ( y j ) — ~ r -  =— • (20)

В равенствах (19) и (20) т  и щ  — число образцов в столбце г 
и в строке /  общей таблицы (рис. 11).

Плотность распределения логариф м а числа циклов до р а з 
рушения при напряжении а,- в точке х,-, у/

f -  / (**.у/) ... пч I ( х ,Ш  ( ш  п , ■

Плотность распределения логариф ма напряжений при зад ан 
ном числе циклов в точке х,-, г//

f  to /* i)

Если число циклов является базовым при испытании на вы
носливость (обычно принимается No — 107, lgJVo =  7), то вели
чина f  (у,-, Xi) вы раж ает плотность распределения логарифмов 
пределов выносливости.

Отметим, что использование логарифмических координат 
не является обязательным. Д ля  числа циклов это вполне целе
сообразно, для напряжений удобство использования логариф ми
ческих координат менее очевидно; иногда может оказаться 
целесообразным принимать у ,• =  ор
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О писанная методика определения плотности вероятности 
двумерного распределения усталости рассм атривает х  и у  как  
независимые случайные величины.

П ри обычной методике усталостных испытаний проводится 
серия испытаний заранее выбранного числа образцов при з а 
данном уровне напряжений. При достаточно большом числе 
таких уровней поверхность плотности вероятности задается 
с помощью ряда сечений у  — const с точностью, удовлетворяю 
щей технические расчеты. Отметим, что при статистической об
работке экспериментальных данны х по сопротивлению устало
сти используется главным образом функция распределения 
P { a , N ) .

1.2.5. П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н А Я  Д И А Г Р А М М А  У С Т А Л О С Т И

В т р е х м е р н о й  диаграм м е (рис. 12) по осям х  и у  от
клады ваю тся величины N  и о (обычно в логарифмическом м ас
ш табе), по оси z  — вероятность разруш ения Р ( a , N) .

Сечения поверхности 
распределения плоскостя
ми N  =  const, о =  const 
и Р  =  const образую т со
ответственно кривые:

(а, Р)  — распределе
ния предела выносли
вости;

(N, Р)  — распределе
ния циклической долго
вечности;

( су, N)  —  равной ве
роятности усталостного 
разруш ения.

С помощью усталост
ных испытаний обычно 
получаю тся кривые распределения циклической долговечности 
(N, Р) o=COvst ■ Одна из главных задач  статистической обработ
ки — получение двух других кривых.

1.2.6. Р А С С Е Я Н И Е  П Р Е Д Е Л О В  В Ы Н О С Л И В О С Т И

Ч асто бывает необходимым оценить рассеяние пределов вы 
носливости при заданном числе циклов, т. е. построить зависи
мости

(°г> N) Р  =  cons t и (а ,Р ) W =  c o n s t -

Н а рис. 13 дан  с п о с о б  п о с т р о е н и я  таких кривых
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(Я  ^J&jConst

Р и с .  13. Построение кривых равной вероятности усталостного разруш е
ния и распределения предела выносливости с помощью кривых распре

деления циклической долговечности
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t  ПОМОЩЬЮ сечений Р =  const на обычной диаграм м е «логарифм 
числа циклов — вероятность разруш ения». Н апример, вероят
ностям Pi, Р 2 и Р 3 при а — 04 соответствуют точки А \, А 2 и Л 3. 
Соединяя точки с одинаковой вероятностью, получим кривые P i, 
Р 2, Р з, т. е. зависимости ( o ,N ) P=C0nst ,

Если провести теперь сечение N  =  const и отложить по новой 
оси Р  значения Р ь  Р 2, Рз (в точках ощ, o2n и 0ЗЛг), то получим 
точки, принадлеж ащ ие функции распределения пределов вынос
ливости, т. е. зависимости (a, P)Ar=Const •

В общем случае задача «восстановления» распределения 
пределов выносливости ставится следующим образом: дано и 
значений абсцисс и ординат распределения {ош, Pi) ,  необходи
мо найти значения Р  во всех других точках. Эта задача аппрок
симации реш ается различными способами, например методом 
интерполяционных полиномов. В практических задачах  более 
удобно аппроксимировать результаты  с помощью уж е извест
ного распределения (например, нормального), подбирая подхо
дящ им образом парам етры  распределения. Н аиболее простой 
способ подбора параметров аппроксимирующего нормального 
распределения состоит в следующем.

Пусть сечения Р  =  const для серии кривых (P , N ) выбраны 
так: Р 3 =  0,90, Р 2 =  0,50 и Pi =  0,10. Этим значениям вероят
ности соответствуют квантили 1,282; 0; — 1,282. Приближенно 
можно принять

о =  <Т2ЛГ I
т. е. среднее значение зам ещ ается медианным и

= 0 ’3 9

Величины о и 5 ,  позволяю т определить плотность распределе
ния и другие необходимые статистические характеристики.

В т о р о й  п р и б л и ж е н н ы й  м е т о д  основан на связи 
между напряж ениями и числом циклов до разруш ения 
(см. § 1.1).

Д л я  N < N 0 зависимость (a, N)  при определенной вероятно
сти разруш ения (например, Р  =  0,5) может быть представлена 
в виде

o mN  =  С, (21)
для  N  >  N 0 — в виде

om0N  — Со-
И з уравнения (21) вытекает линейная зависимость между lg a  
и lg  ДА:

т  lg  a  +  lg  N  =  lg  С.
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Тогда в силу общих свойств среднего квадратического отклоне
ния при линейных преобразованиях

Si e = - j r S W
Так как  обычно т  — 6...10, то из соотношения (22) следует, что 
разброс значений разруш аю щ их напряж ений  (при N  =  const) 
значительно меньше, чем разброс числа циклов до р а з 
руш ения  (при о =  const).

Подобный вывод в еще большей степени относится к р азру
шениям при низком уровне напряжений (N  >  No) .

В этом случае

= = _ ^ "*SfgJV ’

причем по экспериментальным данным т 0 >  т.
Равенство (22) часто используется в практических расчетах, 

однако следует отметить, что оно является приближенным, так  
как  предполагается справедливость зависимости (21) и, что 
более существенно, предполагаю тся одинаковые значения т  
прямых, соответствующих разным вероятностям разруш ения.

1.3. С У М М И Р О В А Н И Е  П О В Р Е Ж Д Е Н И И

Д л я  оценки надежности машин важ но учитывать весь спектр 
нагружения. Во время эксплуатации на детали действуют пере
менные напряж ения различной величины и продолжительности. 
Требуется определить степень повреждения, внесенную в р е 
зультате суммарного воздействия. Н аиболее правильные оценки 
можно получить с помощью усталостных испытаний при п р о 
г р а м м н о м  н а г р у ж е н и и ,  отраж аю щ ем эксплуатационные 
нагрузки. Такие испытания все больш е внедряю тся в практику, 
однако сложность и длительность их проведения делаю т весьма 
важной разработку  методов оценки сопротивления усталости 
при программном (нестационарном) нагружении по результа
там более простых усталостных испытаний. Это составляет ос
новную задачу  т е о р и и  с у м м и р о в а н и я  п о в р е ж д е н и й .

В начале рассмотрим некоторые экспериментальные резуль
таты и способы их представления, затем  — основы линейной 
теории суммирования повреждений.

1.3.1. п р о с т е й ш е е  п р о г р а м м н о е  н а г р у ж е н и е  
и  к р и в ы е  п о в р е ж д а е м о с т и

Н а рис. 14 показано двухступенчатое нагружение, при кото
ром деталь получает начальное число циклов п н с напряжением 
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d

6н

н

п и

<s„ й конечной ЧИСЛО 
циклов я* при н ап ря
жении 0 К. Если испы
ты вать деталь (обра
зец) при постоянном 
уровне напряжений 
(стационарный режим, 
рис. 15), то число цик
лов до разруш ения бу
дет соответственно JVH 
и N K. Результаты  экс
перимента при двух
ступенчатом нагруж е
нии вы раж аю т обычно
в виде к р и в ы х  п о в р е ж д а е м о с т и  (рис. 16).

П рям ая линия на рис. 16 соответствует условию
« к
л\<

О,

пк  п О

Р и с .  14. Двухступенчатое программное 
нагружение

J h -  _ l
л1,, ^

1 (23)

то условие, имеющее очень важ ное значение, в дальнейшем 
назы вается у с л о в и е м  л и н е й н о г о  с у м м и р о в а н и я  
у с т а л о с т н ы х  п о в р е ж д е н и й .  Например, если при 
напряжении стн =  500М П а образец разруш ается при ^ „  =  1,5-105 
циклов и работает на этом уровне «„ =  9 - 104 циклов, то, прово
дя «долом» при уровне а к =  6 0 0 М П а за  jVk =  5 -1 0 4 циклов, 
получим по равенству (23) число циклов до разруш ения

9- ю4п . N A I 10* 1---
1,5 • 105

= 2 - 1 04 циклов.

Кривые повреждаемости, расположенные выше прямой линей
ного суммирования, указы ваю т на п р о ц е с с  у п р о ч н е н и я

Мк
100

0,25

. Упрочпение

Разуп}
.... ^  ... 
оочнеи1je

0 ,25  0 ,5 0  Q 7 5  nH/N u

Р и с .  15. Разрушающее число цик
лов при стационарном нагружении

Р и с .  16. Кривые повреждаемости 
при двухступенчатом нагружении
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(«тренировки»), а расположенные ниже — на п р о ц е с с  р а з 
у п р о ч н е н и я . .

Н а основании экспериментальных данны х установлено [7,11], 
что при а н >  а к часто наблю дается процесс разупрочнения, тог
д а  как при о я < в к — процесс упрочнения.

При чередовании двухступенчатых блоков нагружения, что 
характерно д ля  реальных условий эксплуатации, в большинстве 
случаев оказы вается применимым линейный закон сумми
рования.

1.3.2. Л И Н Е И Н Ы И  З А К О Н  С У М М И Р О В А Н И Я  П О В Р Е Ж Д Е Н И И

Будем характеризовать повреждение некоторой функцией D,  
считая, что моменту разруш ения соответствует ее значение

Д ал ее  предположим, что скорость накопления повреждений по 
числу циклов является степенной функцией действующего 
напряж ения

и обозначим число циклов до разруш ения N.  Тогда в соответст
вии с равенством (26)

И з сравнения выражений (3) и (27) вытекает, что величину т  
можно считать равной показателю  степени при аппроксимации 
результатов усталостных испытаний. И з равенства (27)

(24)

где D p — предельное значение функции разруш ения.
П  Я . 7 Т Р Р  ТТ Г) Р  77 ГГ П .Т Т  П  Ж  И  TV/Г U  Т Г »  П Г П П Л Г Т Д  XJ т г г \  г г  г г о т т т т г т  п Л и п ,

(25)

где Ср и m — константы материала. 
И з формулы (25) вытекает, что

а

(26)
о

Рассмотрим теперь стационарный режим 
а(п)  =  а  =  const

N

D p =  Ср j  ат dti =  С р ат N.
о

И з этого соотношения следует, что

(27)

ат =  С IN, (28)
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где N =  N (о) — число циклов до разруш ения, соответствующих 
напряж ению  а.

Внося зависимость (28) в формулу (26), находим

Видом записи равенства (29) подчеркивается, что N  определя
ется действующим напряж ением а , изменяю щ имся при возрас
тании числа циклов.

Пусть A/’s — суммарное число циклов до разруш ения при про
граммном нагружении. И з условия (24) и равенства (29) в мо
мент разруш ения

Внося значение С из вы раж ения (27), приходим к условию

Условие (30) вы раж ает з а к о н  л и н е й н о г о  с у м м и р о в а 
н и я  при непрерывном изменении напряжений. Он был предло
жен П альмгреном (1924 г.) в связи с анализом долговечности 
подшипников и затем  исследовался в ряде работ как  общ ая з а 
кономерность усталостного разруш ения*.

Часто имеет место ступенчатое изменение действующих н а
пряжений, или непрерывное распределение удобно представить 
в виде ступенчатого.

Пусть напряж ение о{- действовало щ  циклов и всего име
лось v уровней напряжений. И з равенства (30)

В такой форме условие линейного суммирования находит ши
рокое применение.

Выше не затрагивалось рассеяние долговечности при уста
лостных испытаниях.

В действительности при каж дом  напряжении at имеется ста
тистическое распределение А/,-. Условия (30) и (31) следует 
относить к средним значениям числа циклов до разруш ения.

* Из отечественных ученых этим вопросом занимались С. В. Сервисен, 
Д . Н. Решетов, В. Н. Трейер, В. М. Бахарев, В. П. Когаев, Л . А. К оз
лов и др.

п
(29)

(30)

(31)



Вполне вероятно, что они окаж утся приближенно справедливы 
ми и в том случае, когда все JV, относятся к определенному уров
ню доверительной вероятности.

При работе детали на г-м реж име ч а с т н ы й  з а п а с  п р о ч 
н о с т и  (рис. 17)

кт/ =  О ] г'/сТ.' ,
где с рi — разруш аю щ ее напряж ение при числе  циклов щ. 
З а п а с  д о л г о в е ч н о с т и  (по числу циклов) на /-м реж име

k - n i —  Ni/tii. (32)
Точки Л  и А п леж ат на кривой усталостной прочности, поэтому 
в соответствии с выражением (27)

о Pim га =  Oim Ni.
С ледовательно, запас д о л 
говечности
к „ г =  {xypi /oi)m =  k ^ .  (33)

Т ак  как  т »  1, то из равен
ства (33) следует, что запас 
долговечности значительно 
больш е запаса прочности. 
У величение запаса прочно
сти по напряж ениям дает 
существенное возрастание 
по долговечности, так  как

Л  kni =  m  A  kc i.
Условие разруш ения (31) 
можно записать и в фор
ме

2  ( l / k ? , )  =  1,
/=i

получаемой с использованием зависимостей (32) и (33).

1.3.3. О Б О Б Щ Е Н И Е  Л И Н Е Й Н О Г О  
З А К О Н А  С У М М И Р О В А Н И Я  П О В Р Е Ж Д Е Н И И

Д альнейш ее обобщение условия линейного суммирования 
повреждений содерж ится в следующем условии усталостного 
разруш ения:

*3 4 >
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где параметр а  зависит не только от м атериала, температуры 
испытаний, среды, но и долж ен отраж ать историю нагружения. 
Учесть все факторы  затруднительно, и в практических расчетах 
применяется значение а по результатам  сходственных испыта
ний. Отметим, что влияние д аж е значительных отклонений вели
чины а на общий зап ас прочности невелико. Достаточно общее 
условие усталостного разруш ения можно представить в форме

При р,- =  pi — 1 это условие совпадает с условием линейного 
суммирования (34),

Д л я  того чтобы отразить историю нагружения, суммирова
ние долж но проводиться в естественном порядке нагруж ения 
(индекс 1 присваивается первому по календарному времени 
нагружению , индекс 2 — второму и т. д .). Значения уц для 
некоторых режимов могут быть отрицательными, что дает воз
можность отразить упрочнение («тренировку») на соответствую
щем режиме.

В практических задачах  часто встречаю тся асимметричные 
циклы напряжений, имеющие амплитуду цикла аа и среднее 
напряж ение ат (см. рис. 1 и 2).

Условия суммирования усталостных повреждений для асим
метричных циклов не разработаны , но в первом приближении 
можно принять

где сх,экв— эквивалентное напряж ение для г'-го цикла.
Н а основании обычного способа учета влияния асимметрии 

цикла (см. § 1.1) следует считать

где вы — предел статической прочности м атериала для условий

Принцип использования эквивалентных напряжений в усло
виях линейного суммирования мож ет быть распространен и на 
сложное напряж енное состояние, как, например, при расчете 
диска на прочность [3]. При действии нормальных и касатель
ных переменных напряжений аа и та эквивалентное напряж ение 
по М изесу-Генки принимается равным

V

(35)

гго  реж има.

31



При сложном напряженном состоянии и асимметричных циклах 
нагруж ения можно принимать

+ 3 [ r „ ( l - ^ ) f .

Д алее в соответствии с условием (35) следует воспользоваться 
кривой усталости для определения N  ( о гэ „)•



Г л а в а  й

СТАТИСТИЧЕСНИЕ МОДЕЛИ ПРОЧНОСТНЫХ ОТИАЗОВ

Во введении уж е отмечалось, что среди отказов двигателей 
особое место занимаю т отказы  прочностного характера, вы р а
ж аю щ иеся в разруш ении элементов конструкций. Часто подоб
ные отказы  вызы ваю т тяж елы е последствия. Поэтому одна из 
основных задач  теории надежности состоит в разработке мето
дов анализа и контроля конструкций, обеспечивающих их проч
ность и безопасность.

Обычно при оценке надежности изделий исходят из статисти
ческих распределений, получаемых с помощью анализа отказов 
в эксплуатационных условиях. Построение статистической мо
дели  позволяет оценить надежность конструкции уже на стадии 
проектирования и опытных исследований. Н адеж ность конст
рукции оценивается по статистической модели с помощью вели
чины вероятности разруш ения или зап аса прочности. Подход, 
применяемый в настоящ ей главе, мож ет быть использован и для 
статистических моделей с другой физикой отказов.

2.1. В Е Р О Я Т Н О С Т Ь  Р А ЗР У Ш Е Н И Я ,
С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Е  М О Д Е Л И

2.1.1. П А Р А М Е Т Р Ы  М О Д Е Л И  ( С И С Т Е М Ы )
И  И Х  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е

При рассмотрении условий разруш ения обычно сопоставля
ются две группы параметров, из которых первая характеризует 
прочность конструкции, вторая — действующие нагрузки или 
напряж ения. Н апример, условие усталостного разруш ения при 
одноосном напряженном состоянии лопаток турбомаш ин

о -  м'оа <  1
или

0_ ! — (Та <  О ,
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где а - i  — предел выносливости;
Оа — максимальное переменное напряж ение в опасной точ

ке детали.
В общ ем случае будем считать, что имеется некоторое число 

основных параметров « г р у п п ы  п р о ч н о с т и »
I'll, 112» м., Tim 

и « г р у п п ы  н а г р у з о к »

э̂1> 2̂» .**,

В парам етры  «группы прочности» могут входить пределы 
прочности, разруш аю щ ие усилия, предельные деформации и дру
гие характеристики; в «группу нагрузок» могут быть включены 
компоненты напряженного и деформированного состояний, дей
ствующие усилия и т. п.

У с л о в и е  р а з р у ш е н и я  в общем виде запиш ется так: 
некоторая функция определяю щ их параметров в опасной точке 
или опасном сечении элемента конструкции становится отрица
тельной, т. е.

I  ( l l  Ы  Т)Ь .-,» Цт) <  0. (36)
Функцию £ будем считать ф у н к ц и е й  н е р а з р у ш е н и я .
Н апример, условие усталостного разруш ения вала

£ =  Ч1( 1 _  J?_) _  у  +  ЦзЬ)2 +  3 (Ез +  Т14|4) 2 < 0 ,

где £i =  Оа, ъ  — От, £з =  Та, U  =  тт  — нормальные и касатель- 
ные напряж ения в опасной точке сечения вала ( а к т  — индексы 
переменных и постоянных напряж ений);

rii =  о- i  — предел выносливости;
"Пг =  оь — предел прочности;
т}з =  ф<», ri4 = i |^  — коэффициенты чувствительности материала.
Условие разруш ения есть условие того, что функция н ераз

рушения £ имеет отрицательное значение.
Условие (36), в сущности, представляет собой статистиче

скую модель разруш ения элемента конструкции, так  как  опре
деляю щ ие параметры  рассматриваю тся как  с л у ч а й н ы е  
ф у н к ц и и .  В общем случае вероятность разруш ения эле
мента следует рассматривать как  вероятность выброса случай
ного процесса за  допустимые пределы.

Ограничимся более простым случаем, когда определяющие 
параметры  являю тся элементарными случайными функциями

Ь  (О =  li fi (t) (i = 1 , 2 .......л );
11/(0 = -П /Ф /(0  ( / =  1,2,...,  т)  ,

где £,• и г)/ — случайные величины;
М 0 и Ф /( 0 — детерминированные функции времени.
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В каж ды й момент времени парам етры  системы £« и тц преД- 
ставляю т собой с л у ч а й н ы е  ч и с л а .

Рассмотрим сначала вариант, когда имеется всего два опре
деляю щ их парам етра и условие разруш ения в данный момент 
времени можно представить в форме

£ =  -П — I  <  о . (37)

Д л я  определенности будем понимать под г] =  о _ j предел 
выносливости лопатки турбомаш ины, а под |  =  оа — наибольшее 
переменное напряж ение в лопатке.

Пусть величины т] и £ зависят от времени и представляю т 
собой эквивалентные характеристики, учитывающие накопление 
повреждаемости и нестационарный процесс нагружения.

По условиям технологии и эксплуатации каж дой лопатке со
ответствуют случайные значения предела выносливости ц и пере
менного напряж ения £. Плотность распределения величин г]и£ 
показана на рис. 18.

П редполагается, что про
ведено тензометрирование 
достаточно большого коли
чества лооаток и найдены 
переменные (м аксим аль
ные) напряж ения |  в к а ж 
дой лопатке. Определение 
пределов выносливости ло
паток методами неразру
ш аю щ его контроля весьма 
затруднительно, но будем 
считать, что они установле
ны, например, с помощью 
измерения твердости лопа
ток.

Проводя соответствую
щие измерения для выбо
рочной совокупности л о п а
ток, можно построить двумерную гистограмму распределения, 
представляю щ ую  собой аппроксимацию поверхности распреде
ления.

В практических случаях построение поверхности распреде
ления оказы вается весьма затруднительным, но имеется воз
можность найти отдельно и независимо распределение пределов 
выносливости и распределение переменных напряжений. Первое 
распределение находится с помощью испытаний на усталость 
партии лопаток, второе — при тензометрировании лопаток в р а 

Р и с. 18. Плотность распределения 
определяющих параметров и область 

разрушения
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бочих условиях. Существенно, чтб значения ц и |  определяю тся 
на различных экзем плярах лопаток.

В большинстве реальных конструкций взаимное влияние 
характеристик прочности и напряженности оказы вается незна
чительным, и обычно принимается допущ ение об их статистиче
ской независимости.

Если величины т] и £ независимы и распределены по нор
мальному закону, то плотность вероятности

? й '-ч )  -  <*p { -  + ( т т 1)’]! >

где |  и т| — средние значения;
S z  и S n — средние квадратические отклонения.
Н ормальный закон благодаря его простоте часто исполь

зуется для описания распределения параметров механических 
систем. К ак известно, при значениях к о э ф ф и ц и е н т о в  о д 
н о р о д н о с т и  (отношений f /S j и г]~ISn) , больших трех, нор
мальный закон достаточно хорошо представляет реальные р ас 
пределения существенно положительных величин (например, 
пределов прочности).

При малы х коэффициентах однородности или, что то ж е са 
мое, больших к о э ф ф и ц и е н т а х  в а р и а ц и и

Ч  =  S z / t  и v v, =  S ,  /'tj
можно применять логарифмически нормальный закон или дру
гие распределения.

А н а ли з  статистических распределений пределов прочности, 
текучести и выносливости показывает, что д ля  их  описания при
годно норм альное распределение, причем коэффициент вариации  
составляет обычно 0,06—0,12 (см., например, [7]).

Значительно больш им рассеянием и разнообразием  стати
стических распределений обладают действующие напряж ения.< 
Например, для описания динамических напряжений в лопатках 
газовых турбин и осевых компрессоров справедливы логарифми
чески нормальный или нормальный законы  с коэффициентом 
вариации от 0,2 до 0,4.

2.1.2. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я
С П О М О Щ Ь Ю  И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Я  П О  О Б Л А С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я

Если переменное напряж ение £ превыш ает предел выносли
вости т], то наступает разруш ение и величина £ становится отри
цательной в соответствии с условием (37). О бласть разруш е
ния, в которой £ <  0, показана на рис. 18. Она располож ена 
ниже линии т] =  £, идущей под углом 45° из начала координат. 
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ЁероятносТь пбпаДанйя точки А  ( | ,ц )  в некоторую областью  
в соответствии с определением плотности вероятности

Р =  f f f
D

Вероятность разруш ения равна вероятности попадания д ан 
ной лопатки (точки) А  ( |,т )) в область разруш ения

Рразр “  f  J f ( ,1ч) d \ d i \ .
С< 0

П роводя интегрирование по области разруш ения сначала 
по |  в пределах от и до оо, затем  по тр найдем

0 0  с о

Рразр =  f  J  / ( 1 ,Л ) d \ d x [. (38)
— ОО

При изменении порядка интегрирования получаем равно
сильное соотношение

о о  £

Р р а зр »  J J t (S ,n) d n d %- (39)
—  ОС — ОО

Определенные интегралы (38) и (39) могут быть вычислены 
по обычным правилам  приближенных вычислений (область ин
тегрирования разбивается на м алы е участки, в пределах кото
рых величина /  ( | ,  г]) считается постоянной и равной среднему 
значению ).

Вычисления могут быть упрощ ены , если величины |  и г| 
являю тся статистически независимыми.

Тогда

f (£ ,л )  = h  (I) f4 ( n b
и с помощью равенства (39) получаем

Я ра, р = Г  f  / «  (I) h  { y \ ) d y \ d l =  J / г  <g) F n (£) d l , (40)
 OO — OO  00

где F n ( l)  =  J /т)(г]) d к) — функция распределения для ц.
—  ОО

Н ахож дение вероятности разруш ения сводится теперь к вы 
числению определенного интеграла (40).

2.1.3. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я  
С П О М О Щ Ь Ю  С Т А Т И С Т И Ч Е С К О Г О  А Н А Л И З А  
У С Л О В И Я  Р А З Р У Ш Е Н И Я

В соответствии с этим способом рассматривается функция 
неразруш ения

£ =  Т1 — I ,
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Р и с .  19. Определение вероятно
сти разрушения с помощью функ

ции неразрушения

йредставляю щ ая собой р аз
ность двух случайных величин.

Условие разруш ения (37) 
£ < 0 .

Если f (£) — плотность рас
пределения £, то вероятность 
разруш ения (рис. 19)
Яразр=-Р (£ <  0 ) =

\ ° , f ( t ) d i  = F с (0) , (41)

где Ft (£) — интегральная фун
кция распределения.

Плотность вероятности f(£) мож ет быть вычислена, если из
вестна плотность двумерного распределения /(£ , т)):

00 со

Ш  =  J /  (ri — g.-n) =, J  / ( £ , g +  £)<*£.
— 00 —00

Д ля статистически независимых величин £ и т)

f ( Q  =  ] а  (ч  - Е ) Л ,  ( ч М ч -  J / «  ( D h  ( 6 + E M 5 -
 CO — o o

Рассмотрим случай, когда £ и rj независимы и распределены 
нормально. Разность двух нормальных случайных величин так 
ж е имеет нормальное распределение, причем

& =  г) — 1, (42)

i - j / s y + s f .

Плотность распределения величины £
1 _ „ _ Г  а - й 2/  (Е) =

S r V  2 :
exp

2 S t

(43)

(44)

В случае, когда величины £ и т} распределены по нормаль
ному закону, но не являю тся независимыми, выражение (4 4 )
остается в силе, однако

5  с=  У Щ  +  S* — 2/Се, • (45)

В формуле (45)
0°  с о  __

J (s — I)  (Л — Ч) /  (£>ч) d \ d i \ —  (46)
 ОО -----00

корреляционный момент случайных величин (£ — переменных 
напряжений и т] — пределов выносливости).



Ёсли известна йлотность (распределения величины Q, то верб ' 
ятность разруш ения вычисляется по формуле (41).

Д ля  нормального закона распределения (рис. 19) соглас
но (41)

Р , . , , - F ,  (0) ф ( - 4 - ) = ф - ф ( ^ ) ,  (47)

X
где Ф (х ) =  у -~ ~  j* е~ d U — функция Л апласа, 

о
Если используются статистические таблицы для интеграль

ной функции нормированного нормального распределения

Fo{x) dU '—оо
то

Ррир — Fo (— — 1 — ^ 0  ( - j ; )  •

Значения Sc и £ определяю тся равенствами (42) и (43) или 
(45).

Коэффициент вариации функции неразруш ения

"У; =  it, (48)
однозначно определяет вероятность разруш ения

^ р . э р = Х “ Ф ( 1 / 0с ) - {49)
В практических задачах  Vc < 0 ,4 ,  и для вычисления Р разр 

удобно пользоваться асимптотической формулой
___

Рразр— е * ‘ ( l - t > 2  +  ь  3 ^ - 1 -  3 - 5 ^  +  ...). (50)

Погрешность этого соотношения не выше последнего, исполь
зованного при вычислениях члена ряда.

При логарифмически нормальном распределении величин 
S И Л

igS =  IgTi — l g£;
I g l  =  l g r j — lg I;

%  +  s *gt •
Вероятность разруш ения при логарифмически нормальном
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распределении факторбв нагруж еййя и Прбчнбстй о п ред еляй ся  
по формуле (49), в которой коэффициент вариации 

v lg. = 5 , g, / I g t
Рассматриваем ы й метод можно приближенно распростра

нить и на более сложные условия разруш ения.
Н апример, пусть действуют нормальное а  и касательное т 

напряж ения. Эквивалентное напряж ение при таком сложном 
нагруженном состоянии по М йзесу-Генки

Z — V а2 +  3 т2.
Здесь о  и т рассматриваю тся как  случайные величины. Если а 
и т  коррелированы меж ду собой, т. е. связаны  меж ду собой, н а
пример, одним и тем ж е силовым фактором, то их отношение

т/о  =  к  — const,

и тогда £ =  о V 1 +  3 х2;
=  S .  У Т +  Зк2;

V: = S с /£,
Если а  и т  независимы, то можно пользоваться зависимостями

г2 +  З т 2;

* -  Ш ’5- + (-I ff  *  ]'/!= [ ^ т + 7:Зт 2
При большом числе независимых определяющих факторов, 

имеющих случайное распределение, можно допустить нормаль
ное распределение для  функции неразруш ения. Коэффициент 
вариации функции неразруш ения

( 5 , )
где. величины частных производных берутся для средних значе
ний параметров; S^i, S nj  — средние квадратические отклонения 
параметров £; и тр .

Вероятность разруш ения мож ет быть определена по форму
лам (49) или (50) j

2.1.4. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я  
С П О М О Щ Ь Ю  С Т А Т И С Т И Ч Е С К О Г О  А Н А Л И З А  
З А П А С О В  П Р О Ч Н О С Т И

В этом способе рассматривается распределение случайной
величины

к - ч / б ,  (52)
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Представляющей собой запас прочности.
Условие разруш ения

к < 1 .  (53)

К ак и в предыдущем способе, вероятность разруш ения нахо
дится с помощью анализа условия разруш ения, представлен
ного теперь в форме (53).

Если известна плотность распределения запасов прочности 
/  (к),  то вероятность разруш ения

1 1

Рразр --= р  (к  <  1) =  J  /  (к) d k  *  5 I (к) d к. (54)
— о о  О

Здесь  принимается во внимание, что зап ас прочности яв л я 
ется существенно положительной величиной.

Величина /  (к) мож ет быть определена, если задан а плот
ность совместного распределения f (£, 1 4 ). Учитывая, что вели
чины |  и tj положительны, найдем

оо

f ( k ) = f j l f & H ) d l  <55)
о

Последнее соотношение можно получить непосредственно из 
следующих соображений.

Функция распределения запасов прочности
F (k) =  Р  (К  <  к)'.

Проведя интегрирование по области, внутри которой запас 
прочности меньше К  (область меж ду осями г| =  0  и т) =  к | ) ,  
получим

со к£
f (k) -  $ Ц f ( t r \ ) d r ] d l .  

о о

Д ифф еренцируя обе части равенства по к, приходим к р а 
венству (55).

Вероятность разруш ения

^р,зр = П 1 ) .
Рассмотрим практически важ ны й случай, когда величины 

I  и г) распределены логарифмически нормально.
Т ак как

lg  к  =  lg  т) — l g | , 

то распределение lg  к  подчиняется нормальному закону.



Плотность распределения логариф ма зап аса прочности
(lgk -  IgT)2

f (  I gk)  =  —— j r = e  2  s fgk
S l g k У  2 л  s

Здесь среднее значение логариф ма запаса прочности

lg k  =  l g ^ — l ^ T
равно разности средних значений логарифмов пределов вынос
ливости и переменных напряжений, а среднее квадратическое 
отклонение логарифма зап аса прочности

5lgk = VSlgn + — 2Kigllgn >
где . 5 I g 4  и K\gt ign — средние квадратические отклоне

ния логарифмов |  и г) и их корре
ляционный момент.

Величина lgk монотонно возрастает вместе с к, и потому
F (lgk) =  Р (lgK  <  lgk) =  Р  (К  <  к) =  F (к).

Вероятность разруш ения вы раж ается функцией распределе
ния при k  =  1 или lgk =  0 .

В соответствии с этим

р ю  =  4 г + ф ( - 4 Ц = 4 г - ф ( ш *

П оследняя формула позволяет вычислить вероятность р аз
рушения при логарифмически нормальном законе распределе
ния пределов выносливости и переменных напряжений.

Рассмотрим теперь приближенный метод, пригодный для 
произвольного распределения величин |  и г].

И з соотношения (52) вытекаю т приближенные соотношения

к =  4 -  ;

М № + № ] ,/г:
П оследнее равенство записы вается так:

— к У  v l  + v* ,

где ц; =  S j /£; /rj — коэффициенты вариации.
Зн ая  два парам етра распределения (среднее значение 

и среднее квадратическое отклонение), можно приближенно оце
нить вероятность разруш ения по формуле (54) ^
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Например считая, что зап ас прочности имеет приблизитель
но нормальное распределение, получим

Р н »  -  f  с »  -  - ь + « ( - 4 ^ )  =  4 —  ф  ( т г )  ■ <56>
Эта формула мож ет использоваться для приближенных 

оценок.
Рассмотрение условий  разруш ения с помощью статистиче

ского анализа  запасов прочности позволяет естественным обра
зом установить связь между параметрами распределения за п а 
сов прочности и ф ункции неразрушения.  Такой метод дает удоб
ные расчетные зависимости при логарифмически нормальном 
распределении параметров напряжений и прочности и, наконец, 
приводит к приближенной зависимости, если распределение 
запасов прочности близко к нормальному.

2.1.5. П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Й  С П О С О Б  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я
В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я

Этот способ дает оценки вероятности разруш ения при любых 
законах распределения определяющих параметров. Одномерные 
распределения, например, пределов выносливости и перемен
ных напряжений (в лопатках) показаны  на рис. 2 0 .

Р и с .  20. Одномерные распределения факторов прочности и нагрузки

Н а практике получаю тся именно такие распределения, так  
как пределы выносливости определяю т на партии изготовлен
ных деталей, а переменные напряж ения — с помощью тензо- 
метрирования (других экземпляров деталей) на работаю щ ем 
изделии.

Если вы брать некоторый уровень напряжений т ,  то. р азр у 
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шение произойдет во всяком случае при условии, что одновременно 
т) <  т  и |  >  т. М ожно утверж дать, что

/ V p  > P ( r ] < m ,  1 > т ) .  (57)

Зн ак  неравенства стоит потому, что возможны случаи р азр у 
шения (£ >  т)) при г) >  т  или £ <  т, которые не учитываются
в правой части соотношения (57). С другой стороны, вероят
ность неразруш ения

^неразр =  1 ^ р а з р Р{Ц J <С М) • (58)

Здесь зн ак  неравенства стоит потому, что возможны случаи 
неразруш ения (£ <  т]) при т\ < т  или § >  т.

Из неравенств (57) и (58) вы текает для произвольного зн а 
чения т

Р ( ц < т ,  I  >  т)  <  Р  (л >  т, К  т) . (59)

Л евая часть неравенства (59) вы раж ает нижнюю, а п равая — 
верхнюю границы для вероятности разрушения^

П ринимая величины g и г) независимыми, получим
Р  (т] <  т, |  >  т )  =  Р  (п <  т ) Р  ( |  >  т)  =

=  f \ | (m) [ 1  — Fz (т )]  =  , (60)

где F г, (т)  и Ft (т)  — функции распределения величин т] и
Аг, и A t — заш трихованные на рис. 2 0  площади.

Н айдем теперь значение т  = т* , при котором произведе
ние А-,, А% имеет наибольш ее значение. Это позволит установить 
н а и б о л ь ш у ю  н и ж н ю ю  о ц е н к у  д л я  в е р о я т н о с т и  
р а з р у ш е н и я .

Д ифф еренцируя соотношение (60) и приравнивая производ
ную к нулю, находим

/ „  М ; .  (61)

В уравнении (61)
А ' =  l - F t  (т .  у, =  ( т ,  ) .  (62)

Д ля. реальных распределений . f '  (т* ) >  0, . . ( т , ) <  0
и условие (61) дает максимум вы раж ения (60).

Тогда в соответствии с неравенством (59)
Р  >> А* А**раар •

Значение т *  из уравнения (61) в практических задачах  мало 
отличается от абсциссы т к точки К пересечения кривых 
(рис. 19).
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В е р х н я я  г р а н и ц а  д л я  в е р о я т н о с т и  р а з р у ш е 
н и я  при условии независимости распределений в соответствии 
с неравенством (59)
Яразр < 1 - Р  ( Ц > т ,  1 < т )  =  1 —  Р ( г \ > т ) Р ( 1 < т )  =

=  1 —[ 1 —Ftj [т) (tn) =  1 — ( 1 — ) ( 1  — Д )  =  Д  +  Д  ~
— Д  Д , . • (63)

П рактически следует проводить расчеты для различных т  
и находить наибольш ее значение нижней и наименьшее верх
ней оценок.

Учитывая неизбежную условность определения вероятности 
разруш ения, Н. С. Стрелецкий предлож ил принять нижнюю 
оценку в качестве расчетного значения вероятности р азр у 
шения:

Р разр =  Д  Д  , (64)
причем значения М  и А , соответствуют условию (см. рис. 19)

(65)
Рассмотрим использование равенства (64) при нормальном 

законе распределения параметров % и тр
И з условия (65) следует, что т  — т к ^  т * ,  т. е.

/ ч  (m *l  )•
Таким образом,

_  (т « -  )̂* _  (от« — й ) 2

J L  е  2 S 't - _ L *  2Sl  
S , e  ~  s n e

что дает после логарифмирования

(от* — ! ) 2 (т *  — г) ) 2 , 0 1 ^ SZ л /сеч



I

fi формуле (бб) и сп ользуй ся  наименьший положительный 
корень. При S i  — S jj

К ак уж е указы валось, формула (64) приводит к заниж ен
ному .значению вероятности разруш ения.

Следует, однако, учесть, что при использовании обычных 
распределений (например, нормальных) плотность распределе
ния при больших отклонениях от среднего значения получается 
завышенной по сравнению с реально наблю даемыми отклоне
ниями.

Возможно, что ниж няя граница в этих случаях более близка 
к реальной величине вероятности разруш ения, что оправдывает 
применение формулы (64) для сравнительных расчетов.

Рассмотрим в к а ч е с т в е  п р и м е р а  определение вероят
ности разруш ения лопатки газовой турбины при нормальном 
законе распределения переменных напряжений и пределов вы
носливости.

Пусть на основании тензометрирования установлено среднее 
значение переменных напряжений 1 =  100 М П а и среднее квад 
ратическое отклонение 5 е =  20М П а. С помощью испытания 
партий лопаток на усталость определено среднее значение пре
дела выносливости р =  200 М П а и среднее квадратическое от
клонение S 4 =  3 0 M n a . С помощью равенств (42) и (43), счи
тая величины |  и г) независимыми, находим

1 = 4 — 1 =  2 0 0 — 100 =  100 М П а;

S c=  j / S * " T s f =  Y 302 +  202 ~  3 6 М П а .

Вероятность разруш ения согласно формуле (47)

Яразр =  4 - -  Ф ( ' =  4 * -  Ф <2’78) ‘

По таблицам находим Ф (2,78) =  0,49728 и
Р  разр =  0,5 — 0,49728 =  0 ,272 . 10~2 .

По формуле (50), сохраняя три члена ряда,
1 2.78»

Рра3р =  2.78 У ~ 2 л  6  +  3  Т ? ¥ ~ )  =  0 , 2 7 7 ' 102 •

При использовании приближенного метода реш ается у р ав 
нение (6 6 ), которое дает положительный корень т * —142,5 М Па.

Д ал ее  находим по зависимостям (62)
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A n=  — Ф ( 2 0-° t z±*?A) = 0 , 2 8 .1 0 - ' .

В соответствии с формулой (64)
Р разр= Л £ А п =  0,17 • 1 0 - '  • 0,28 • 1 0 - '  =  0,048 ■ 1 0 ~2 , 

что существенно ниж е полученного выше значения.
Укажем, что верхняя оценка для вероятности разруш ения 

по равенству (63)
^разр =  0,17 • 1 0 - ' +  0,28 • 1 0 - ' — 0,17 • 0,28 • 10~ 2  =  0,4 • 10~' 
оказы вается весьма грубой.

2.1.6. О Ц Е Н К А  Д О С Т О В Е Р Н О С Т И  Р А С Ч Е Т Н Ы Х  З Н А Ч Е Н И И
В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я

Р азберем  этот вопрос д л я  наиболее простого случая, когда 
условие разруш ения вы раж ается соотношением (37), а стати
стическое распределение факторов напряженности |  и прочно
сти т) считается независимым.

Предыдущ ие результаты  относились к генеральной совокуп
ности случайных параметров прочности и напряженности. Н а 
пример, при вычислении вероятности разруш ения по формуле 
(47) предполагается, что параметры  распределения £ и S .имеют 
точные значения.,

В действительности эти величины определяю тся по данным 
в ы б о р к и  о г р а н и ч е н н о г о  о б ъ е м а ,  и возникает вопрос 
о д о с т о в е р н о с т и  расчетных значений вероятности р а з 
рушения.

Если имеется функция двух независимых параметров F (<ц, 
а 2) и на основании выборочных данных получены оценки п ар а 
метров Ощ, а 2 п, то при весьма широких предположениях среднее 
значение и среднее квадратическое отклонение

< F >  =  F (ащ, a 2n) +  0 ( 1 / л ) ; (6 8 )

« и -  + + o № V ) ,  (69)
где л — объем выборки;
0 ( 1  [п) и 0 ( 1  /л3/2) — малы е величины порядка 1  /л  и 1 /л3/2.

В равенстве (69) значения производных и среднеквадрати
ческих отклонений принимаются при щ  =  am, a 2 =  a 2n- Интер-
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бальная оценка для функции F (а ь  а2) с достоверной вероятнй- 
С Т Ь Ю  Рд
F (a ln,a2n ) — Upda [F ]< F (a i ,a 2 )< F (a in ,a 2 n )  + U Pj)o[F\, (70)

где UPg — квантиль нормального распределения с вероятностью 
Рз  (см. формулу ( 1 2 ) ) .

В соответствии с равенствами (47) и (6 8 ) среднее значение 
вероятности разруш ения

< Р р а з р >  =  4 ~ - ф Щ -  (71)

В выражении (71) величины

Си — Цп1  ---------  *5; ,( =  Ф S* п \  +  S^n2 (72)
являю тся средним значением и средним квадратическим откло
нением по данным выборки. В ф ормулах (71) и (72) т]„ь |л 2 — 
средние значения ф актора прочности и ф актора напряженности 
для выборок из числа ti\ и п2 соответственно, а

171

« 1  =* Г j' 2  (Л' л»0 2] ;

средние квадратические отклонения д ля  соответствующих 
выборок.

Величина Рразр , определяемая по данным выборки, являет
ся случайной в связи со случайным характером самих выбороч
ных данных.

Н а основании (70) можно установить следующую оценку 
верхнего значения вероятности разруш ения с доверительной 
вероятностью Рд:

Р т 1  =  ф  -  Ф ( £ )  + . (73)
Дисперсия функции Л ап л аса  как  функции случайных вели

чин в связи с рассеянием выборочных характеристик определя
ется по соотношению (69)

п Г л  /  & П  !  д Ф  \ 2 г, г -  1 . { А Р  V  ПГ ь  1 ,



Будем иметь
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и аналогично для других членов равенства (74). 
После преобразования находим

— 1/2 е 'Л

?С л/27!

е 2  Q'
 ̂ л 1  _!_ —АЛ?

П\ 1 П 2

(75)
VZ /I \ п: п2•̂S t n u^n

где V: п = S ’ п/^п — коэффициент вариации функции неразруш е
ния по данным выборки.

Проиллюстрируем полученные результаты  на следующем 
п р и м е р е .

Пусть требуется определить вероятность статического р а з 
рушения лопатки газовой турбины через 2000ч работы. По 
результатам  испытаний тридцати изделий определено среднее 
значение напряжений в опасной точке £ =  160 М П а и 
Si — 10 М П а. Согласно результатам  испытаний пятидесяти об
разцов предел прочности материала лопатки при времени рабо
ты 2000 ч составляет г} =  250М П а и среднее квадратическое 
отклонение S 1  =  2 0 M n a . Д оверительная вероятность оценки 
вероятности разруш ения Рд =  0,95.

Н аходим

£/>. — т)л1 — |га2  =  250 — 160 =  90 М П а;

У 2 ^ + Т 0Т  =  2 2 ’ 4 М П * ■-
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«с=5с«./£»  =  22,4/90 =  0,2485; 
Ifvcn — 4,025.

Среднее значение вероятности разруш ения

<  ^Рразр > = - г ~ ф ( Й = - Г - ф  (4)025> =  0 )2 8 5  • 1 0 “ 4-

Среднее квадратическое отклонение вероятности разруш ения 
по формуле (75)

Согласно данным на с. 17 Р д =  0,95 соответствует Нр '=1,96. 
Тогда по равенству (73) находим оценку верхнего значения 
вероятности разруш ения

К ак видно из приведенного примера, при выборке из трид
цати — пятидесяти изделий расчет по средним величинам нуж 
дается в существенной поправке.

Теперь перейдем к рассмотрению  вопроса о рассеянии веро
ятности разруш ения как  функции параметров распределения 
случайной величины £ в более общей форме.

П редположим для простоты, что объем выборок для п ар а 
метров прочности и напряженности одинаков, т. е. п\ = пч =  п.

И з равенства (75) следует, что

где 0,5 <  0  <  1.

И спользуя приближенное равенство (50), находим среднее 
значение вероятности разруш ения

П риближ енная верхняя оценка вероятности разруш ения 
согласно (70)

Г̂ 1  +  _ ^  +
L 50 30

Рразр =  0 ,285 . 1 о - 4 +  1,96 • 0,447 • 10 - 4 =  1,162 • 10 ~ 4.

в
(76)

где коэффициент вариации вероятности разруш ения
П \ Р р азр ]



С помощью соотношений (76) и (77) получаем

v >“ ’ ~  / п  •

Учитывая, что в практических задачах  величина Ус п является 
малой, находим

V W

И з этого соотношения вытекает, что коэффициент вариации  
вероятности разруш ения увеличивается при уменьшении коэф
фициента вариации ф ункции неразрушения.  Это связано с тем, 
что при уменьшении vzn величина Р разр уменьш ается сильнее, 
чем величина о [Д разр] •

Д л я  того, чтобы расчет по средним значениям был доста
точно точен, выборка долж на вклю чать порядка тысячи 
изделий.

2.1.7. В Л И Я Н И Е  В Р Е М Е Н И  Н А  В Е Р О Я Т Н О С Т Ь  Р А З Р У Ш Е Н И Я

К ак уж е указы валось, парам етры  напряженности (i =  1,
п) и параметры  прочности ц,- ( /=  1 , ..., m ) зависят от вре

мени, и значения вероятности разруш ения относятся к опреде
ленной наработке. Ограничимся рассмотрением простейшего 
условия разруш ения (37).

Д л я  статического разруш ения в условиях воздействия 
высоких температур необходимо знать изменение действующего 
напряж ения во времени

а ( 0 = а о / ( 0 - (78)
Например, для лопатки турбины функция f  (t) определяется 

по времени работы  на различных режимах.
В условие разруш ения вносится эквивалентное напряжение 

с, — о экв (<), которое определим на основе линейного суммиро
вания повреждений (см.> § 1.3.2):

Г dx =  _ 1_  =  С »  (0  (79)
о г * [ч (т ) ]  km a f  ’

Л Л

где [о ( т)] =  ^  — время до разруш ения при действии н ап ря
жения а  (рассматривается среднее время до 
разруш ен ия).
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Д ля этого воспользуемся зависимостью предела длительной 
прочности от времени в виде

0 «< =  С ( Г ) ,  (80)
где а дл =  о», t — напряжение, которое вызы вает разруш ение за 

время нагруж ения t при температуре Г;
С ( Т ) — постоянная м атериала, зависящ ая от темпе

ратуры  Т.
И з уравнения (80) следует, что

o £ t  = om t* .  (81)
Теперь из соотношений (79) и (81)

t
оэк•(*) =  [-у- Г ° т (т ) <*т]1/т , 

чему соответствует с учетом вы раж ения (78)
t

& =  0 в к . ( О = [ - г | ^ ( т Н ‘с ]1/' " (*>. (82)

Условие (82) применимо при работе на различны х уровнях 
напряжений, но при одной температуре.

Если температура Т  сама является функцией времени, то 
сделаем приведение к одному режиму с температурой Т\ и дли
тельностью t.
Тогда получим

i

г =  « . . . и  -  Н -  j  - Д 7 ,г р  м  Н ч"  о , .

Здесь

° Д Л  0  » ^ 0

где показатель т  = ш [ Т  (т )]  в формуле (80) зависит от темпе
ратуры в данный момент нагружения, а величина 0 ДЛ [ ,̂ Т (%)} 
представляет собой предел длительной прочности за  время t и 
при температуре Т, соответствующей данному моменту нагру
жения. ^—

Д ля усталостных разруш ений при линейном суммировании 
повреждений время заменяется числом циклов N, и тогда

N

I  =  оэ:;в(1У), = [ - ^ - . j  am (п) dя \llm 
о

где ш — показатель степени для зависимости пределов вынос
ливости от числа циклов согласно формуле (3 ),
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Величина г] в условии разруш ения (37) представляет собой 
значение предела длительной прочности за время t при темпе
ратуре приведения Т\

Ч =  °дл  (.UTx) —

для статического разруш ения и предела выносливости при числе 
циклов N

Г | = ' 0 _ | Л Г  —

для усталостных разрушений.

2.1.8. О Б Щ И Е  З А М Е Ч А Н И Я
О В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я

С татистическая модель разруш ения в виде условия (37)
S =  Т] — ё <  О

относилась к о д н о й  о п а с н о й  т о ч к е  элемента конструк
ции.. О днако в некоторых случаях в элементе имеется несколько 
опасных точек (или опасных сечений). Н апример, в лопатке 
турбины опасными могут быть разруш ения в профильной или 
замковой части.

В этом случае статистическая модель разруш ения описыва
ется двумерной случайной величиной

E tti.S * ), 
где 5i =  T]i — 1и £ 2  =  Ц2 ~  12-
Разрушение  наступает, если какой-либо из компонентов вектора 
(£i или £2 ) становится отрицательным.

При определении вероятности разруш ения следует учитывать 
корреляцию  между этими компонентами. Необходимость изуче
ния м н о г о м е р н о г о  у с л о в и я  р а з р у ш е н и я  возникает 
в тех случаях, когда опасность разруш ения в нескольких точках 
одинаково вероятна (близкие значения запасов прочности) и 
при слабой корреляции условий разруш ения. В большинстве 
случаев оказы вается достаточным статистический анализ одно
мерных условий разруш ения в различны х элементах кон
струкции.

Вероятность разруш ения как характеристика прочностной 
надежности правильно отражает качественные особенности з а 
дачи: согласно зависимостям (47), (56) и (64) она возрастает 
при уменьшении запаса прочности и увеличении рассеяния на
грузок и механических свойств материала.

Однако ее использование как нормативной характеристики 
для  отказов (разруш ений) турбомашин с тяжелыми послед
ствиями встречает ряд возражений.
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1. Значение fiejsokTkoefk paSpyiilekkk завкскт o f  «хвбстбй* 
распределений, которые д аж е по выборкам большого объема 
(.п >  1 0 0 ) определяю тся весьма неточно (погрешность может 
составлять несколько порядков). Следовательно, расчетная ве
роятность разруш ения носит у с л о в н ы й  х а р а к т е р .  Р еал ь 
ный смысл имеет только с о п о с т а в л е н и е  в е р о я т н о с т и  
р а з р у ш е н и й  э л е м е н т о в  в ы п о л н е н н ы х  и в н о в ь  
п р о е к т и р у е м ы х  к о н с т р у к ц и й .  Такие сравнительные 
расчеты долж ны  проводиться по единой методике, чтобы ис
ключить влияние способа расчета.

2, При расчете допускается возможность аварии (катастро
ф ы ), что создает затруднения психологического характера.

Рассмотренная статистическая модель по схеме «прочность— 
нагрузка» вполне оправдана для отказов с ограниченными по
следствиями, для которых допускается Р разр >  1 • Ю-3 . Д опус
тимые значения вероятности отказа с ограниченными послед
ствиями значительно больше, чем д ля  катастрофических отказов, 
и точность расчета существенно возрастает.

В качестве нормативных характеристик д ля  прочностных от
казов, особенно с тяж елы ми последствиями, более обосновано 
применение статистических запасов прочности, которые р ас
смотрены ниже.

2.2. З А П А С Ы  П Р О Ч Н О С ТИ

Н еобходимый уровень прочностной надежности деталей дви 
гателей достигается с помощью выбора надлежащих запасов  
прочности.

При определении запасов прочности детали  анализирую тся 
условия ее работы, выбирается расчетная схема, определяю тся 
действующие нагрузки, оценивается конструкционная прочность, 
сравниваю тся полученные результаты  с нормами прочности [3].

2.2.1. Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н Ы Й  З А П А С  П Р О Ч Н О С Т И

П рочностная надежность деталей  машин иногда оценивается 
сопоставлением наибольших напряж ений в опасной точке о  т„  
с д о п у с к а е м ы м и  [а]. Условие прочности в этом случае

3m .x  <  N -

Т акая оценка удобна, если разработана система допускае
мых напряжений для о д н о т и п н ы х  к о н с т р у к ц и й ,  и з 
г о т а в л и в а е м ы х  п о  у с т о я в ш е й с я  т е х н о л о г и и



п р о и з в о д с т в а  й э к с п л у а т и р у ю щ и х с я  в с Т а б и Л ш  
н ы х  у с л о в и я х  н а г р у ж е н и я .

Но величина [а] не д ает  представления о степени надежности 
в явном виде, так  как  д ля  этого нужно знать п р е д е л ь н ы е  
н а п р я ж е н и я  а пред > которые вызываю т разруш ение детали. 
Величина [о] носит у с л о в н ы й  х а р а к т е р ,  она не отраж ает 
типа предполагаемого разруш ения (статическое, усталост
ное и т., п.) и реж има нагружения, сильно зависит от геометрии 
детали, концентрации напряжений, материала и технологии и з
готовления.

Следовательно, д о п у с к а е м ы е  н а п р я ж е н и я  н е ц е 
л е с о о б р а з н о  и с п о л ь з о в а т ь  в к а ч е с т в е  н о р м а т и в 
н о й  х а р а к т е р и с т и к и .

Поэтому наибольш ее распространение получило условие 
прочностной надежности по з а п а с а м  п р о ч н о с т и

ка =  Опред /о тах >  к т1п, (83)

где к ш1п — минимальное допускаемое нормами прочности зн а 
чение зап аса прочности.

Условия прочности по допускаемым напряж ениям и запасам  
прочности связаны  соотношением

k m in  =  (Т п р е д '[о ] .
П рактика показала, что значение k mln стабильно для данной 

детали, тогда как  <7 пред и, следовательно, [а] существенно зави 
сят от применяемого м атериала, геометрии, качества заготовки 
и обработки, условий нагруж ения и т. д.

В качестве о пре1 принимаются различны е величины в зави 
симости от условий работы  рассчитываемой детали.

При действии нормальных температур статическая прочность 
обычных конструкционных материалов (сталей, титана, легких 
сплавов и др.) практически не зависит от времени, поэтому в к а 
честве Опред принимается п р е д е л  п р о ч н о с т и  м ате
риала О б .

При воздействии высоких температур на горячие детали дви 
гателя в течение длительного времени (рабочие лопатки и дис
ки турбины, корпуса и оболочки, валы, опоры) прочность м а 
териала падает, разруш аю щ ее напряж ение в этом случае 
принимается равным п р е д е л у  д л и т е л ь н о й  п р о ч н о с т и

Н адеж ная работа деталей  горячей части двигателя (лопаток 
и дисков турбины и последних ступеней компрессора, диаф рагм  
сопловых и направляю щ их аппаратов, болтовых соединений 
и др.) обусловлена возможностью допустимых перемещений и
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деформаций при отсутствйи, например, касания роторных Aefd- 
лей о статорные. В этом случае используется п р е д е л  п о л з у 
ч е с т и  о [ 7  , определяемый напряжением, которое вызывает 

величину остаточной деформации е% за  установленный ресурс i 
при температуре Т. При е =  0,2% получаем условный предел 
ползучести о \ ш .

В практике двигателестроения наряду с запасом  прочности 
по напряж ениям (83) используют и другие запасы  прочности. 

Рассмотрим некоторые из них.
З а п а с  п о  д о л г о в е ч н о с т и  и л и  ч и с л у  ц и к л о в

к /  ^ p m l n  ш а х  >

К/у/ - ^ p m i n / Д ^  ш ах  >

где tpmin и vVpmln — минимальные значения времени и числа 
циклов до разруш ения; 

t max и N utI — максимальные длительность и число цик
лов нагружения.

Зап ас  по долговечности или числу циклов в соответствии с у р ав 
нением (33) существенно больше зап аса прочности по н ап ря
жениям

к л  =  к ™ ,

где т  =  4 ... 20 — показатель степени в уравнениях усталости 
(3) или длительной прочности (80).

З а п а с  п о  с и л о в о м у  ф а к т о р у

km СО р m|n / со твя ;

kp Р pmin IP max i 
кг ^pmin I* max*

где copmin , p pmi„ , T vm-in — минимальные значения приводящих
к разруш ению  параметров нагружения 
(частоты вращ ения, давления или 
внешнего усилия, тем пературы ); 

сотах , Ртах , Т'тах — наибольшие значения указанны х 
параметров в рабочих условиях. 

З а п а с  у с т а л о с т н о й  п р о ч н о с т и

— - р -  О а +  От 
6 р

где о— in — предел выносливости на базе N  циклов;
Оа и От — переменные и постоянные напряж ения в опасной 

точке детали в рабочих условиях;
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K i — коэффициент концентрации напряжений; 
е — коэффициент влияния масш табного ф актора;

Р — коэффициент поверхностных слоев; 
г |ь — коэффициент влияния постоянных напряжений 

(обычно фо =  0 , 1 .,..0,3).
Зап ас  прочности (84) назы вается запасом  усталостной прочно
сти по подобному циклу [8 ]. Но не всегда наблю дается пропор
циональное возрастание переменных и постоянных напряжений. 
Н апример, в лопатках  и дисках турбин и компрессоров посто
янные напряж ения пропорциональны квадрату  частоты вращ е
ния, а переменные напряж ения существенно возрастаю т лишь 
на резонансных реж им ах работы. В таких случаях определяет
ся з а п а с  п о  п е р е м е н н ы м  н а п р я ж е н и я м

. ст —I д — г|)(
Ки =  ---------------   )

где сг ха =  ep0 - i / /C o — предел выносливости детали;
ф=.<э =  ерфс /К а — коэффициент влияния постоянных н ап ря

жений детали.
М инимальные значения параметров при разруш ении прини

маю тся на основании технических условий на материал и де
таль, справочных сведений и результатов экспериментов. Н аи 
большие значения действующего парам етра (напряж ения, д а в 
ления, температуры, деформации и т. п.) определяю тся для 
наиболее тяж елого реж има. Так как запасы прочности служат 
основными критериями прочностной надежности деталей двига
теля, то условия  их определения строго оговариваются норма
тивно-технической документацией

Детерминированный зап ас прочности не связан с количествен
ной оценкой достоверности разруш аю щ его (критического) и 
действующего значений соответствующего парам етра.

В последнее время определяется и статистический запас 
прочности, при вычислении которого приближенно оценивается 
достоверность принятых значений предельного (разруш аю щ его) 
и действующего параметров.

Ограничимся рассмотрением простого случая, когда запас 
прочности определяется как  отношение параметров прочности 
и напряжений.

2.2.2. С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Й  З А П А С  П Р О Ч Н О С Т И

Обычно зап ас прочности определяется по формуле (83), в 
которой предельные (разруш аю щ ие) и действующие н ап ряж е
ния подвержены статистическому рассеянию, так  как  зависят 
от многих конструктивных, технологических и эксплуатацион
ных факторов. Тогда, применяя прежние обозначения, можно
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рассматривать запас прочности конкретной детали
к =  г ) / |,

как случайную величину.
Если F (k ) — функция распределения запасов прочности, то 

величина зап аса прочности k (q ) ,  соответствующ ая уровню зн а 
чимости q, удовлетворяет условию

Р [ 1 ф ) ]  =  Р [ К < к ( < 7 )] =  ,7 . (85)
П араметры  функции распределения «восстанавливаю тся» по 

выборкам ограниченного объема с определенной доверительной 
вероятностью Ра, поэтому величина зап аса прочности зависит 
не только от уровня значимости q, но и от величины Ра:

k =  к(<7 , Р д). ( 8 6 )

Например, запись
к (q ,P d) =  к (0,01; 0,95) = 2

означает, что только у 1 % всех деталей  запас прочности может 
сказаться менее 2 , причем это утверждение справедливо, по 
крайней мере, для 95% случаев испытаний (т. е. с доверитель
ной вероятностью 0,95).

М атематический смысл равенства (8 6 ) в том, что «вероят
ность вероятности»

P { P [ K < k ( q ,  Р а )] =  ^  =  Р а.
Статистический запас прочности сохраняет свое условное  

значение как критерий сравнения по надежности вновь созда
ваемых и успешно работающих изделий. Его основное преим у
щество по сравнению с обычным ( детерминированным) запа
сом состоит в том, что сопоставление приводится к более одно
родным условиям  в смысле объема используемой информации  
относительно рассеяния механических свойств материалов и 
действующих напряжений.

Рассмотрим простой, но практически важный случай, когда 
величины г\ и |  распределены по логарифмически нормальному 
закону, для которого математическое ожидание и среднее квад 
ратическое отклонение

¥ k  =  i l r n - T g ! ;  s !gk =  | / s ; gr, р  s j g 5 . '

Допустим, что параметры  распределения определены на осно
вании достаточно большой выборки (генеральной совокуп
ности).

Тогда согласно условию (85)

f  P g M ? , 1>] -  ф  -  Ф [ J f c l j n t l i ]  „
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lgk (g, 1 ) =  lgk—  £/i_ 9 S lg k , 
где U\~q — квантиль нормального распределения вероятности 
P d = \ — q.

2.2.3. О Ц Е Н К А  Д О С Т О В Е Р Н О С Т И
С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Х  З А П А С О В  П Р О Ч Н О С Т И

П родолжим рассмотрение случая, когда парам етры  прочно
сти и напряженности распределены по логарифмически нор
мальному закону. Пусть имеется выборка с числом изделий пл 
при определении парам етра прочности т] и Пг— для парам етра 
напряженности | .

Если параметры  распределения установлены по данным вы 
борок с использованием соотношений (13) и (14), например,

Л|

Л,
1

•Sis’!". = [  я ,— 1 — \&Пт)2 ] )

то следует учесть их возможные (неблагоприятные) отклонения 
от параметров генеральной совокупности.

Тогда

Urn =~йгп » 1  — t (п и Рд*) V п\

lg  I  =  I?  i « 2  +  L {п2, Рд*) 1
У «2

где t (n u P g*) и t  (п2,Р д *) — коэффициенты Стьюдента, соответ
ствующие выборкам с объемом п : и пг для односторонней оцен
ки с доверительной вероятностью Рд*.

Д оверительная вероятность односторонней оценки Рд* выше 
обычно используемой в таблицах двухсторонней оценки Рва-

Pg* — 1 - 0 , 5  ( 1 — Раз)  = 0 ,5  (1 +  Р а з ) .
С помощью распределения х 2 можно оценить наибольшие 

значения средних квадратических отклонений

с* ^ 1 с
lg 71 ~~ % (Пи Pi*) g т‘л‘ ’

о .  V  Лг  1 с
! g J ~  х ( п 2,-Рз*)

где х in i, Ра*), X (п2, Ра*) — односторонние оценки в распреде
лении х2, соответствующие выборкам с объемами tii и п2 и д о 
верительной вероятности Ра*.



Д ля  статистического за п а с а  прочности при уровне значимо
сти q и доверительной вероятности Рд получаем

lgk (q , Рд)  =  l g r\ni — \ g \ n 2 —  t ( п и Рд*)  — t (п 2> Рд*) X
у  п,

ч ,  тт С («1 — 1) 5 ’ig ч п, | (пг —  1) S 2ig En j ] ' / 2  IQns

V n 2 1-9 L Х2(пьРб*) +  хЧпьРо*) J • ( '
Д оверительная вероятность Рд, с которой осущ ествляется 

последнее равенство, очевидно, зависит от значений Рд*.
Величина lgk является функцией четырех случайных величин

ЩЦп1, Ig£/I2) S ,g7jc;| И S \ g Zn2-
П редполагая независимое распределение указанны х величин, 

можно провести интегрирование плотности вероятности их сов
местного распределения и найти величину Рд. О днако практи
ческая реализация такого метода вряд ли возможна, поэтому 
в расчетах можно принимать [8 ]

Рд «  Рд* .
Равенства вида (87) можно составить и для других законов 

распределения.
По соображениям, указанны м ранее, не следует использовать 

q <  1СН4 и Р д >  0,999, так  как  зап ас прочности применяется как 
сравнительная характеристика надежности.

Более близок к обычным (детерминистским) методам опре
деления зап аса прочности несколько и н о й  п о д х о д .

Определим статистический зап ас прочности как  отношение 
(рис. 2 1 )

А

—

£  $п:ах Утп '? ■? j ^

Р и с .  21. К определению статистического запаса прочности
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£max (*72» Рд2)

где минимальное значение ф актора прочности м атериала и м ак
симальное значение ф актора напряженности устанавливаю тся 
с нормированным уровнем значимости и доверительной вероят
ностью.

Такое определение обосновывается тем, что при современных  
методах экспериментального исследования характеристики 
прочности и напряженности устанавливаются на разны х экзем
п лярах  детали.

Если д ля  определения величин г ) и |  использовались выборки 
объемом Hi и «2 » то равенство (8 8 ) можно представить в такой 
форме:

у.   Пт  •— (я1» *7ь P l̂) Srfil (89)
с ,г2 + & 2  (п2 > 92» Рзг) Sin':

где т|яь 1п2 — средние значения выборок;
Si)4 i, — средние квадратические отклонения; 
t 'i{ni,qi,Poi) —односторонние толерантны е коэффициенты для 

выборки объемом Л; с уровнем значимости qi и 
доверительной вероятностью  Pei (i =  1 ; 2 ).

Д л я  нормального распределения толерантные коэффициенты 
имеют следующую структуру:

kt (л;, qn Pdi) =  —  ЬV 4i  % (л,, р *д . )

=  (90)
У  п,

где U\-qi — квантиль нормального распределения вероятности
Р  di — 1 qp

i — коэффициент для оценки максимальной величины 
среднего квадратического отклонения (в соответ
ствии с х 2  — распределением).

К ак уж е указы валось, связь между величинами Р*. и Pdi 
может быть установлена с помощью анализа распределения 
случайной величины

Ц — 1)п + U i-q  Sy, .

Здесь для  упрощения записи индекс г у п  и q опущен. 
Подобный анализ проводился для определения вероятности 
разруш ения, но в рассматриваемом случае область изменения 
случайных величин т\п и S^n ограничена условиями
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1‘Де т]л и S*„ — значения, соответствующие доверительной веро
ятности Р% :

р  <  т£) =  Р*д ;

p ( 5 , „ < s ; « )  =  р ; .

У кажем границы, связы ваю щ ие величины Ра и Ра*. 
Вероятность условия

Р (т \< Ч *  =  Ч*п + t / , - 7 S*„) =  Ра >  Р  ("Пя <  ту!» ) X 
X P ( S , „ < S y  =  (P f, ) 2 ,  (91)
так  как  могут быть случаи, когда т) <  т̂ * при S^„ >  S*„ . Такие 
случаи возникаю т, если сильно отличаю тся средние значения

Г|„ <  <  т] * .

Точно так  ж е для противоположного события 

1 Ра >  [1 — Р  (г|п <  г\* )] U - ^ ( 5 , n< S * „ ) |=  ( 1 — Р% )2.
(92)

Н а основании условий (91) и (92) получаем 

(Ра* ) 2  <  Ра <  1 — (1 — Р * ) 2  •
Следовательно,

1 - K T = ~ P ^ < P S  < К р 7 .
В озвращ аясь к  индексу / =  1; 2 , запиш ем

1 — ] / Т -— Pai <  Pai <  V W i  ;

1 - J / 1  - P a 2  <  PS2  < K P ^ .
Например, при Pa =  0,99

0,900 <  PS <  0,995.
Уже отмечалось, что в практических расчетах можно принимать 
Ра* «  Ра. При этом значения толерантного коэффициента (90) 
получаются несколько завыш енными, что в соответствии с ф ор
мулой (89) д ает  з а н и ж е н н о е  з н а ч е н и е  с т а т и с т и ч е 
с к о г о  з а п а с а  п р о ч н о с т и .

Д л я  некоторых значений уровня значимости q и дове
рительной вероятности Ра толерантные коэффициенты для нор
мального распределения приведены в таблице на с. 63.

Выбор толерантных коэффициентов существенно сказы вает
ся на численном значении запасов прочности. В связи с этим
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ТолерантНыё коэффициенты для нормальных распределений

п

Ра  =  0,95 Ра  =  0,99

J Я Я

0,10 0,05 0,01 0,10 й.05 0,01

3 6,158 7,655 10,552
4 4,163 5,145 7,042
5 3,407 4,202 5,741
6 3,006 3,707 5,062 4,08 5,409 7,334

7 2,755 3,399 4,641 3,856 4,736 6,411

8 2,582 3,188 4,353 3,496 4,287 5,811

9 2,454 3,031 4,143 3,242 3,971 5,389

10 2,355 2,911 3,981 3,048 3,739 5,075

11 2,275 2,815 3,852 2,897 3,557 4,828

12 2,210 2,736 3,747 2,773 3,410 4,633

13 2,155 2,670 3,659 2,677 3,290 4,472

14 2,108 2,614 3,585 2,592 3,189 4,336

15 2,068 2,566 3,520 2,521 3,102 4,224

16 2,032 2,523 3,463 2,458 3,028 4,124

17 2,001 2,486 3,415 2,405 2,962 4,038

18 1,974 2,453 3,370 2,357 2,906 3,961

19 1,949 2,423 3,3|31 2,315 2,855 3,893

20 1,926 2,396 3,295 2,275 2,807 3,832

21 1,905 2,371 3,262 2,241 2,768 3,776

22 1,887 2,350 3,233 2,208 2,729 3,727

23 1,869 2,329 3,206 2,179 2,693 3,680

24 1,853 2,309 3,181 2,154 2,663 3,638

25 1,838 2,292 3,158 2,129 2,632 3,601

30 1,778 2,220 3,064 2,029 2,516 3,446

35 1,732 2,166 2,994 1,957 2,431 3,334

40 1,697 2,126 2,941 1,902 2,365 3,250

45 1,669 2,092 2,897 1,857 2,313 3,181

50 1,646 2,065 2,863 1,821 2,296 3,124

сопоставляемые данны е долж ны  относиться к одинаковым зн а
чениям уровня значимости q и  доверительной вероятности Рд- 

Н а практике большие отклонения встречаются реже, чем их  
прогнозирует нормальное распределение.  Это обстоятельство 
заставляет использовать усеченные нормальные распределения 
или переходить к другим распределениям. При применении для 
расчета нормального распределения целесообразно использо-
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Poi* =  1 -  V  1 - P a i -
При нормировании запасов прочности долж ен быть указан  

порядок определения толерантных коэффициентов.
Рассмотрим следующий п р и м е р . ,
Пусть требуется определить зап ас прочности лопатки комп

рессора, для которой предел выносливости, полученный в шести 
испытаниях ( « 1  =  6 ), составил среднее значение a _ i =  =
=  420 М П а и среднее квадратическое отклонение 20 М П а. 
Переменные напряж ения, найденные при тензометрировании 
десяти лопаток (« 2 = 1 0 ) , дали  среднее значение(Та =  |л 2  =  6 0 М П а 
и среднее квадратическое отклонение S^„2 =  15М П а. П рини
маются уровень значимости qi =  q2 — 0 , 0 1  и доверительные ве
роятности Ра 1 =  Р,п — 0,99.

Запас прочности определяем по формулам ( 8 8 ) и (89). 
М инимальное значение предела выносливости

'Чmin =  ЦШ (^1> Ц1> Pei) S-q П\.
Д л я  « 1 * 6 , q =  0,01 и Рв  ’=  0,99 по таблице на с. 63 находим 

*i (6 ; 0,01; 0,99) - 7 , 3 3 4 .

Тогда
т]mIn =  420 — 7,334 • 20 *  273,3 М П а.

М аксимальное значение переменных напряжений 

^ш а х  =  \п2 +  k2(n2, q2, Pa2) S ( n 2- 

Д ля « 2  =  10, q — 0,01 и Рд2 0,99 по таблице на с. 63 получаем 
к2 (10; 0,01; 0,99) = 5 ,0 7 5 .

Тогда
&«., =  60 +  5,075-15 =  136 М П а.,

Запас усталостной прочности

к (0,01; 0,99) - 4 | - р  - 2 ,0 1  .

2.2.4. С В Я З Ь  З А П А С О В  П Р О Ч Н О С Т И  
И  В Е Р О Я Т Н О С Т И  Р А З Р У Ш Е Н И Я

Н а практике давно установлено, что большим запасам  проч
ности соответствует меньш ая вероятность разруш ения.

Рассмотренная ранее схема статистического распределения

M fb  нйНшкнб оценку ДЛя толеран тн ы х  коэффицйеНФой, йблйФйй



параметров прочности и действующих напряж ений позволяет 
установить количественную связь меж ду указанны ми величи
нами.

Пусть парам етр прочности г) и парам етр напряжений |  яв 
ляю тся независимыми случайными величинами. Тогда вероят
ность разруш ения согласно равенству (49)

где коэффициент вариации функции неразруш ения (48) в соот
ветствии с уравнениями (42) и (43)

Здесь у — г а у с с о в с к а я  м е р а  н а д е ж н о с т и .
Н аиболее просто величина Ррязр вы раж ается через запас 

прочности по средним напряж ениям

Заметим , что зап ас прочности по средним значениям к су
щественно больше обычно применяемых запасов прочности к. 
Это следует из графической интерпретации формул (8 8 ) и (94), 
представленной на рис. 21, а такж е из равенств (89) и (94):

где k u k 2 — толерантные коэффициенты.
Практически применяемые запасы  прочности обычно состав
ляю т

(94)

к -  (0,5..,.0,8) к .

Если ввести коэффициенты вариаций напряжений

Vi =  S i  Ц
и пределов прочности

v n -  s n fr\ , 
то вы раж ение (93) приводится к виду

к,— 1 
Y ~  l / w  „ 2  „ 2  •

k . -  1
(95)

Следовательно,
к



или в другой форме

р р»Р = 4 - - /?о( ^ - к>,*+  „*) •

В еличина запаса прочности согласно выражению  (96) при 
заданных значениях коэффициентов вариации параметров проч
ности и напряженности однозначно определяет вероятность 
разрушения.

П роиллюстрируем отмеченное следующим п р и м е р о м .
Определить вероятность разруш ения лопаток, если по д ан 

ным тензометрирования для переменных напряжений установ
лено ! = 1 0 0 М П а ,  S? =  2 0 М П а, а по данным испытаний на 
выносливость т] =  200 М П а, S n =  30 М Па.

Гауссовская мера надежности по уравнению (93)

у =  ■ 1 0 0  : =  2,78.
V s *  + S/\ V  302 +  2 О2

Вероятность разруш ения по формуле (96) и таблице значений 
функции Л ап л аса

/ V Р  =  0,5 — Ф (2,78) =  0,5 — 0,49728 =  0,27 • 10-2 .
Зависимости вероятности разруш ения от зап аса прочности 

изображ ены  на рис. 22. Т ак как  k >  1, то согласно уравнению 
(95) на меру надежности и, следовательно, на вероятность раз
руш ения разброс прочности т] влияет сильнее, чем разброс на
грузки  | .  Поэтому необходимо предъявлять высокие требова
ния к прочностным характеристикам  конструкционных м ате
риалов и к их контролю. Из рис. 20 видно, что при увеличении 
запаса прочности к (при увеличении расстояния между пиками 
кривых) вероятность разруш ения падает. К такому ж е резуль
тату приводит уменьшение разброса величин ri и %, т. е. умень
шение их средних квадратических отклонений S n и S \  . Кривые 
распределения при этом становятся «острее», площ ади А п и At, 
уменьшаются. Уменьшению разброса параметров прочности 
во многом способствует с т а б и л ь н о с т ь  п р о и з в о д с т в а .

Строго говоря, формула (95) пригодна лиш ь для однократ
ного дискретного нагружения. И спользуя схему независимых 
испытаний, ее можно распространить на случай дискретных 
многократных нагружений. С некоторыми оговорками формулу 
можно использовать при непрерывном нагружении, если под ц 
понимать минимальное значение случайной функции ц {t), а под 
- — максимальное значение случайной функции |  (t) за время 
эксплуатации t 3. Д ля  случайных процессов с накоплением по
вреждений эта формула непригодна [5].
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1 2 3 К

Р и с .  22. Зависимость вероятности разрушения и коэффици
ента надежности от среднего запаса прочности при различ
ных коэффициентах вариации факторов нагрузки и прочности:

 V n =  0 , 0 5 ;  V n =  0 , 1 0 ; ----------------------=  0,15

Н а этапе проектирования отсутствуют достоверные экспери
ментальные данны е о величинах ц и Поэтому зап ас прочно
сти можно определить на основании расчетных величин по н а 
пряженности и справочных данных по несущей способности м а
териала, приняв эти данные в качестве средних значений их 
функции распределения.

Коэффициент вариации прочностных свойств м атериала v v 
для некоторых авиационных сплавов и сталей можно определить 
по справочнику [7].

Коэффициент вариации действующих напряжений v i  н ахо
дится из разбросов нагрузок и геометрических размеров р ас
считываемой детали.

Коэффициенты вариаций параметров прочности г) и дейст
вующих напряжений |  можно принять и,, =  0,1; v, =0 ,2 ...0 ,3  [4].

Определив меру надежности у  по формуле (95) и воспользо
вавш ись табличными данными для функции Л ап л аса  Ф (у), 
можно рассчитать вероятность разруш ения элемента по зависи
мости (96).

Н а этапе проектирования оценивается схемная надежность 
изделия и его систем и определяется уровень необходимой н а
дежности элементов, обеспечиваемый соответствующими за п а 
сами прочности. П ри этом может возникнуть прям ая или об
ратная задача: определить вероятность разруш ения при зад ан 
ном запасе прочности или при заданной вероятности разруш е



ния определить необходимый зап ас прочности [9]. Схемную н а
дежность при решении этих задач следует рассматривать с по
зиций получения оптимальных решений, так  как  всегда имеются 
ограничения по массе, габаритам , конфигурации деталей и др. 
Основные правила применения методов оптимизации и програм
мы приведены в методических указаниях [ 1 ], а пример оптими
зации системы разгрузки опор роторов турбомаш ин от осевых 
усилий — в учебном пособии [ 2 ].

Порядок определения вероятности разруш ения при заданном 
запасе прочности следующий.

1. О пределяется средний зап ас прочности

в соответствии с методами расчетов, излагаемы ми в курсе 
«Динамика и прочность ДЛА ». Здесь принимается нормаль
ный закон распределения предельных и действующих н ап ря
жений. Под предельными напряж ениями понимаются преде
лы прочности, длительной прочности, ползучести или выносли
вости, а под действующими напряж ениями — максимальные 
напряжения, соответствующие основной нагрузке и принимае
мые равными среднему значению о тах Ср •

2. П ринимаю тся коэффициенты вариации согласно приве
денным выше рекомендациям, Н апример, можно приближенно 
принять

3. Вычисляется гауссовская мера надежности по формуле
(95), которая для приближенных значений коэффициентов 
вариаций имеет вид

4. О ценивается вероятность разруш ения согласно уравнени
ям (96) и (50)

где v\  =  1 /у — вариация функции неразруш ения.
Н а этапе доводки, когда имеются экспериментальные д ан 

ные д аж е небольших выборок (6 ...2 0 точек), вероятность р азру
шения можно уточнить по формуле (73),

^  л / 1  ^п р е д с р  I ®тахср

Vr, =  О а  пред =  0,1 И 0 £ =  О а :„ а х  =  0,3.

1 0  (k1— 1 )
V  к2 +  9



Порядок определения требуемого запаса прочности при за
данной вероятности разруш ения следующий.

1., Определяется функция Л ап ласа
ф  (у) =  0,5 — Р разр.

2. По таблицам для функции Л ап л аса  находится мера н а
дежности

V =  1 Ivz .

3. Принимаю тся коэффициенты вариации согласно приведен
ным выше рекомендациям. М ожно принять

T T j —  V  с п р е д  —  О Д  И  О £ V a m a x  —  0,3 .

4. Рассчиты вается коэффициент запаса прочности согласно 
выражению  (95), которое для приближенных значений коэф
фициентов вариации преобразуется к виду

-  1 + 4  / 0 , 1  —  0,0009 f
14 ~  1 — 0 , 0 1  у2

В задачах  прочности отказ означает, как  правило, либо р а з 
рушение, либо потерю несущей способности. Поэтому в е р о я т 
н о с т ь  о т к а з а

Q — Р  разр ;

а наиболее удобной мерой надежности является в е р о я т 
н о с т ь  б е з о т к а з н о й  р а б о т ы  (вероятность неразру
шения)

Р — 1 —  Q  =  1 —  Р р а з р  •

Д ля простоты э т у  м е р у  и н о г д а  н а з ы в а ю т  н а д е ж 
н о с т ь ю  с и с т е м ы .

Прочностную надежность деталей турбомаш ин можно оце
нивать и в логарифмических единицах (беллах) с помощью 
к о э ф ф и ц и е н т а  н а д е ж н о с т и

H =  l g - 1  =  - -  lg  Q =  — lg ( 1 — Р)  =  —  lg Рразр-

Значения Н в зависимости от надежности системы Р следую 
щие:

Р  0,9 0,99 0,999 0,9999
Н 1 2 3 4

Д л я  деталей и узлов двигателей летательны х аппаратов 
Рразр < 0 , 1  и, следовательно, Н >  1 .
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Коэффициент йадйкнбсти, соответствующий Р разр =  б,й7-1б~^ 
(см. пример на с. 6 6 ),

Н =  —lg (2,7 • 1 0 -3) =  3 — lg 2,7 =  2,57.

Связь коэффициента надежности с запасом прочности изо
браж ена на рис. 2 2 .

В двигателях летательны х аппаратов обычно принимается 
минимальный запас прочности 1,4....2 ,5 при статических н агруз
ках или нагрузках с небольшим числом циклов и 2..,4 при пере
менных нагрузках. При конструировании деталей  турбомаш ии 
определяющими являю тся конструктивные, технологические и 
эксплуатационные соображ ения. П оскольку к двигателям  л ета
тельных аппаратов предъявляется требование всемерного умень
шения массы конструкции, то необходимо стремиться к обосно
ванному снижению запасов прочности. Д л я  этого требуется 
уточнение расчетных схем, сведений о нагрузках, механических 
свойствах материалов и условиях работы. Поэтому коэффици
енты зап аса согласно нормам прочности дифференцируются 
в зависимости от нагрузок, назначения двигателя и других 
факторов.
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