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Ââåäåíèå
Ìíîãèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íå îáëàäàþò, âî-

îáùå ãîâîðÿ, ãëàäêèìè ðåøåíèÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü.
Âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå ïîðîäèëî èäåþ î íîâûõ ïîäõîäàõ ê ïî-
íÿòèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è ñòèìóëèðîâàëî ðàçðàáîòêó ýôôåê-
òèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ýòî îêàçàëîñü òåì áîëåå âàæ-
íûì â ñèëó òîãî, ÷òî ñîâðåìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ åñòåñòâî-
çíàíèÿ ïîçâîëÿåò è òðåáóåò èçó÷àòü áîëåå òîíêèå ñâîéñòà ôèçè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ðàíåå íåäîñòóïíûõ äëÿ íàáëþäåíèÿ
è èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîðòåáîâàëîñü íàó÷èòüñÿ èñïîëüçî-
âàòü ñîâðåìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Ê íàñòîÿùåìó âðå-
ìåíè ðàçðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîçâîëÿþùèõ äîêà-
çàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà âõîäíûå äàí-
íûå íå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå è íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå
ìåòîäû.
Íåêîòîðûå èç òàêèõ ìåòîäîâ îñíîâàíû íà ââåäåíèè ïîíÿòèÿ

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì. Â íàøåì ïîñî-
áèè ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êàê ýëåìåíòà
ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìíîãèå èäåè è
ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
Â èçëîæåíèè ìàòåðèàëà íàì ïîìîãóò ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå

ñòóäåíòû Ïåòð è Íèêîëàé, çíàêîìûå òåì, êòî ÷èòàë ïîñîáèå "Ïðàê-
òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè". Îíè çà-
äàþò âîïðîñû è ïûòàþòñÿ íàéòè îòâåòû íà íèõ, ðåøàþò çàäà÷è,
ïîðîé çàáëóæäàþòñÿ, íî âñåãäà íàõîäÿò ïðàâèëüíûé ïóòü, òàê
êàê ñîáëþäàþò çàêîíû, ïðèíÿòûå â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Òà-
êèì îáðàçîì, íà÷èíàåòñÿ

Ïóòåøåñòâèå Ïåòðà è Íèêîëàÿ â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà.
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1 Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

1.1 Íåêîòîðûå ïðèìåðû è ðàññóæäåíèÿ

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âîçíèêëà â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè, êîãäà ïîä ðåøåíèåì ïîòðåáîâàëîñü ïîíèìàòü
ôóíêöèè, íå èìåþùèå äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîäíûõ. Òàêàÿ
ñèòóàöèÿ âîçìîæíà ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ôèçè-
÷åñêèõ ÿâëåíèé, åñëè âõîäíûå äàííûå íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé
ãëàäêîñòüþ, íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ðåàëüíûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò,
è ìîæíî íàáëþäàòü åãî ðåàëèçàöèþ.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîëåáàíèå ñòðóíû, íà÷àëüíàÿ

êîíôèãóðàöèÿ êîòîðîé çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà âûñîòå h
ñòðóíà çàêðåïëåíà â òî÷êå òîíêîé èãîëêîé, êîòîðàÿ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò óáèðàåòñÿ, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàþòñÿ êîëåáàíèÿ. Äëÿ èçó-
÷åíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè) ïîñòðîèì
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü:

utt − uxx = 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1)

ãäå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ϕ(x) = h−|x|, x ∈
(−h, h), à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (−∞,∞) ðàâíà íóëþ.
Òàê êàê ϕ(x) íå äèôôåðåíöèðóåìà â (−h, h), òî ôîðìóëó Äà-
ëàìáåðà ïðèìåíèòü íåëüçÿ. Íî ïðîöåññ èäåò! Ïîäîáíûå ïðîòè-
âîðå÷èÿ è ñïîñîáñòâîâàëè ïîÿâëåíèþ íîâîãî ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ
ðåøåíèÿ áåç îòêàçà îò óäîáíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé, áàçèðóþùèõñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ.
Ïðîáëåìà çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî ñïîñîá âûâîäà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé àïðèîðè ïðåäïîëàãàåò ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ è ïîä
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ, íåïðåðûâíóþ ñî
âñåìè ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå.
Ââåñòè ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ðàçíûìè ñïîñî-

áàìè. Îäèí èç íèõ ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ut + ux = 0. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ èìååò âèä u(x, t) = f (x−t), åñëè ôóíêöèÿ f (x, t) íåïðåðûâ-
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íî äèôôåðåíöèðóåìà. À åñëè íåò? Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ãëàäêèõ ðåøåíèé âèäà un(x, t) = fn(x, t). Çàìåòèì, ÷òî ïðå-
äåëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ {fn} íå îáÿçàòåëüíî âñþäó äèôôåðåíöèðó-
åìà. Îäíàêî âîçíèêàåò èäåÿ îáúÿâèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
un îáîáùåííûì ðåøåíèåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû õîòèì íàçâàòü
ôóíêöèþ u(x, t) îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ut + ux = 0,
åñëè åå ìîæíî êàê óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ãëàäêèìè ðå-
øåíèÿìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ðàçóìíî ââåñòè íîðìó ([1],
ñ. 218-220). Ìû íå áóäåì çäåñü îáñóæäàòü âîïðîñ î íîðìå, òåì
áîëåå ÷òî ýòîò ïîäõîä íåóäîáåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìî-
ñòè, òàê êàê äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî u(x, t) ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì, íóæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé un, àïïðîêñèìèðóþùèõ u(x, t),
ïðè÷åì ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñäåëàòü òðóäíî.
Äðóãîå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äàíî Ñ.Ë. Ñîáîëå-

âûì. Ýòî îïðåäåëåíèå îêàçàëîñü ýôôåêòèâíûì è â íàñòîÿùåå
âðåìÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò
â âîçìîæíîñòè çàìåíû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èíòåãðàëü-
íûìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ, èç êîòîðûõ óðàâíåíèÿ è âûâîäÿòñÿ.
Ïðè ýòîì ìû íå îòêàçûâàåìñÿ è îò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ïîêà âñå íå î÷åíü ïîíÿòíî è ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
ñòðàííûì [5], íî ìû ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, ÷òîáû íåìíîãî
ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ.
Îïÿòü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ut + ux = 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè

Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè u ∈ C1(Ω), à v(x, t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, v ∈ C2(Ω), òî ðàâåíñòâà

ut + ux = 0, (2)
∫
Ω

(ut + ux)v(x, t)dxdt = 0 (3)

ýêâèâàëåíòíû. Ðàâåíñòâî (3) ñëåäóåò èç (2) î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ (3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ut + ux 6= 0 â
íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå (x0, t0) îáëàñòè Ω. Ïóñòü, íàïðèìåð,
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ut + ux = δ > 0. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðîèçâîäíûå ut, ux íåïðå-
ðûâíû, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü (x− x0)

2 + (t− t0)2 ≤ ε òî÷êè
(x0, t0), â êîòîðîé ôóíêöèÿ ut + ux ñîõðàíÿåò çíàê. Ìîæíî âû-
áðàòü ε > 0 òàê, ÷òîáû ut + ux >

δ
2
. Ôóíêöèÿ v(x, t) ïðîèçâîëüíà,

âûáåðåì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(x, t) =

 [1− (x−x0)2+(t−t0)2

ε
]p (x− x0)

2 + (t− t0)2 ≤ ε,
0, (x− x0)

2 + (t− t0)2 > ε.
(4)

(Âûáîðîì p ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(x, t) áûëà íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íóæíîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü, íàïðèìåð,
p = 3. Èç (4) ëåãêî óâèäåòü, ÷òî òîãäà v ∈ C2(Ω)). Ïîäñòàâèì
ýòó ôóíêöèþ â (3) è, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

x = x0 + r cosϕ, t = t0 + r sinϕ,

ïîëó÷èì ∫
Ω

(ut + ux)v(x, t)dxdt

=
∫

r≤
√
ε

(ut + ux)[1−
r2

ε
]pdxdt > δπ

√
ε∫

0

[1− r2

ε
]prdr > 0.

Ïðè ïåðåõîäå ê íåðàâåíñòâó ó÷òåíî ïðåäïîëîæåíèå ut + ux >
δ
2
.

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Ïðîäåëàåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèä-

íûìè ðàâåíñòâàìè

(uv)x = uxv + uvx, (uv)t = utv + uvt

è ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0 =
∫
Ω

(ut + ux)v(x, t)dxdt =
∫
Ω

[(uv)x + (uv)t]dxdt−
∫
Ω

u(vx + vt)dxdt.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè,
ïîëó÷èì ∫

Ω

u(vx + vt)dxdt =
∫
∂Ω

uvdx− uvdt. (5)
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Åñëè òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè ôóíêöèé u, v âûïîëíÿåòñÿ, òî (2) è
(5) ýêâèâàëåíòíû.
Åñëè æå u(x, t) ëèøü íåïðåðûâíà, òî èíòåãðàë (5) ñóùåñòâóåò,

íî òåïåðü èç (5) íå ñëåäóåò (2). Îäíàêî ïðîäåëàííûé ýêñïåðèìåíò
ïîçâîëÿåò óâèäåòü òîò ïóòü, êîòîðûé âåäåò ê ïîíÿòèþ îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ôóíêöèþ u(x, t),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó (5) äëÿ âñåõ v(x, t) èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà, îáúÿâèòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2). Ïî-
êà ýòî òîëüêî èäåÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ, íóæíî ÷åòêî îïðåäåëèòüñÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè, â êîòîðûõ ýòî îïðåäåëåíèå áóäåò ðàçóìíûì è
óäîáíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ è âñÿêèõ äðó-
ãèõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáÿòñÿ íîâûå èíñòðóìåíòû. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû è
íà÷íåì èõ îñâàèâàòü.

1.2 Îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå

Ââîäÿ íîâûå ïîíÿòèÿ, ðàçóìíî íå îòêàçûâàòüñÿ îò óæå èçâåñò-
íûõ, êëàññè÷åñêèõ. Îáðàçíî ãîâîðÿ, íîâûå ïîíÿòèÿ ïðèâîäÿò íàñ
â äðóãîå, ÷àñòî áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî. Íî çàðàíåå ìû íå
çíàåì, êàê òàì æèâåòñÿ ôóíêöèÿì, ïîýòîìó õîðîøî áû èìåòü âîç-
ìîæíîñòü âåðíóòüñÿ â ïðåæíåå, çíàêîìîå ïðîñòðàíñòâî, è çíàòü,
êàê ýòó âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü [15].
� Íó êîíå÷íî, òóäà è îáðàòíî, � ñêàçàë Ïåòð.
Çàìåòèì, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ îáëå÷åíû â ñòðîãóþ ìàòåìà-

òè÷åñêóþ ôîðìó è íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè âëîæåíèÿ. Òåîðåìû
âëîæåíèÿ âàæíû ïîòîìó, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ïðîñëåäèòü, êàê
îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ âëèÿþò íà ïîâåäåíèå ñà-
ìèõ ôóíêöèé [14, 8].
Ïóñòü u, v ∈ C∞(Ω), Ω � êîíå÷íàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíè-

öåé ïðîñòðàíñòâà Rn. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
dx +

∫
∂Ω

uv cos(ν, xi)ds,
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ãäå ν � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂Ω. Âìåñòî ïðî-
èçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ áîëåå âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì àíàëîãè÷íûé, íî
ãðîìîçäêèé ðåçóëüòàò. Ìû íå òîëüêî óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ, íî è
âñêîðå ïîëó÷èì ñóùåñòâåííóþ ïîëüçó, åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè
v(x) âîçüìåì ôèíèòíóþ ôóíêöèþ ϕ ∈

·
C
∞

(Ω).
� Ôèíèòíàÿ... ÷òî ýòî çà ôóíêöèÿ? � ñïðîñèë Íèêîëàé. Ïåòð

òóò æå îáúÿñíèë:
� Ýòî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì. Êîìïàêòíûé � ýòî ïîíÿòíî, à âîò ÷òî òàêîå íîñèòåëü:

suppϕ(x) = {x : ϕ(x) 6= 0}.

Òàêèì îáðàçîì, íîñèòåëü ôóíêöèè ϕ(x) � ýòî çàìûêàíèå ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé x, íà êîòîðîì ϕ(x) îòëè÷íà îò íóëÿ.
� Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ âíå îáëàñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü

âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè, è èíòåãðàë ïî ãðàíèöå
îáëàñòè ðàâåí íóëþ, � ñêàçàëè õîðîì Ïåòð è Íèêîëàé.
Ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ ïðîùå, è íåòðóäíî çàïèñàòü ðåçóëüòàò, êî-

ãäà îäíî èç ñëàãàåìûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà
âûøå ïåðâîãî, íàïðèìåð, ïîðÿäêà k:

∫
Ω

u(x)
∂kϕ

∂xk1
1 ...∂xknn

dx = (−1)k
∫
Ω

∂ku

∂xk1
1 ...∂xknn

ϕ(x)dx. (6)

Åñëè æå ôóíêöèÿ u(x) íå èìååò ïðîèçâîäíûõ â Ω, òî, óâû, ýòà
ôîðìóëà íå èìååò ñìûñëà.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.
Ìóëüòèèíäåêñ:
α = (α1, α2, ..., αn), αi ≥ 0 öåëûå, |α| = α1 + α2 + ... + αn.
Ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà |α| :

Dαf =
∂ |α|f

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂xαn

n

.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïóñòü u ∈ L1(Ω). Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ v ∈ L1(Ω) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôèíèòíîé â ýòîé îáëàñòè
ôóíêöèè ϕ(x) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∫
Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

v(x)ϕ(x)dx, (7)

òî v(x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u(x) â îá-
ëàñòè Ω.
Âîçíèêàþò òàêèå âîïðîñû: êàê íàõîäèòü îáîáùåííóþ ïðîèç-

âîäíóþ, êàêîâû ñâîéñòâà îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé è çà÷åì îíà
íóæíà.
Ïðîùå âñåãî îòâåòèòü íà âòîðîé âîïðîñ, òàê êàê âî ìíîãèõ

ó÷åáíèêàõ âñå íàïèñàíî. Íàïðèìåð, â [10]. Îêàçûâàåòñÿ, ìíîãèå
ñâîéñòâà îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñâîéñòâ
îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé, íî íå âñå. Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ îáîá-
ùåííîé ïðîèçâîäíîé ëåãêî íàéòè â ó÷åáíèêàõ, íàïðèìåð, â [10],
[8]. Íåêîòîðûå èç íèõ ìû îáñóäèì, íî ïîçæå. Ê òîìó æå â äîêà-
çàòåëüñòâàõ âñòðå÷àþòñÿ íåçíàêîìûå ñëîâà, íàïðèìåð, ñðåäíÿÿ
ôóíêöèÿ, óñðåäíÿþùåå ÿäðî, ïîýòîìó ñíà÷àëà íóæíî óçíàòü,
÷òî îíè îçíà÷àþò.

1.3 Âû÷èñëåíèå îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Íàéòè â Ω = (−1, 1) îáîáùåííóþ ïðîèçâîä-
íóþ ôóíêöèè u(x) = |x|.
Íà ýòîì ïðèìåðå ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè

îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé óêàçàíà îáëàñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
íóæíî áûëî áû íàéòè ïðîèçâîäíóþ â èíòåðâàëå (1, 2), òî íå âîç-
íèêëî áû íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ, òàê
êàê â èíòåðâàëå (1, 2) ñóùåñòâóåò ñàìàÿ îáû÷íàÿ. À êñòàòè, ýòà
îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííîé â òîì æå èíòåðâà-
ëå? Íóæíî ýòî ïðîâåðèòü.
Ïðèñòóïèì ê íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäíîé, äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-

åìñÿ îïðåäåëåíèåì. Ôîðìóëà (7) â íàøåì ñëó÷àå, åñëè v(x) ñóùå-
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ñòâóåò, äîëæíà èìåòü âèä

1∫
−1

|x|ϕ′(x)dx = −
1∫
−1

v(x)ϕ(x)dx.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðåîáðà-
çóåì åãî, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè |x|. Ïîëó÷èì

1∫
−1

|x|ϕ′(x)dx = −
0∫
−1

xϕ′(x)dx +
1∫

0

xϕ′(x)dx

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì.

−
0∫
−1

xϕ′(x)dx +
1∫

0

xϕ′(x)dx = −xϕ(x)|0−1 +
0∫
−1

ϕ(x)dx

+xϕ(x)|10 −
1∫

0

ϕ(x)dx.

Òàê êàê ϕ(x) ôèíèòíà, òî âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â
íóëü, è ìû ïîëó÷àåì

1∫
−1

|x|ϕ′(x)dx =
0∫
−1

ϕ(x)dx−
1∫

0

ϕ(x)dx.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî íè÷åãî íå ïîëó÷èëîñü, íî ýòî íå
òàê. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ signx, ñóììó èíòåãðàëîâ ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå îäíîãî, è ìû ïîëó÷èì

1∫
−1

|x|ϕ′(x)dx = −
1∫
−1

signxϕ(x)dx,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè |x| â îáëàñòè
Ω = (−1, 1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ signx.
Ðàññìîòðèì òåïåðü òó æå ôóíêöèþ u(x) = |x|, íî â îáëàñòè

(1, 2). Ïî îïðåäåëåíèþ |x| = x â (1, 2) è åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 1.
Íàéäåì åå îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ.

2∫
1

xϕ′(x)dx = −
2∫

1

ϕ(x)dx.
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî v(x) = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáîá-
ùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(x) = |x| â èíòåðâàëå (1, 2) ñîâ-
ïàäàåò ñ îáû÷íîé.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1.3.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ñìåøàííàÿ îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå çà-

âèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
1.3.2. Íàéòè îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

√
x2 − 2x + 1

â (0, 5).
1.3.3. Ïóñòü

u(x, y) =

 1, x2 + y2 < 1, y > 0,
−1, x2 + y2 < 1, y < 0.

(8)

Íàéòè îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîì èç ïîëóêðóãîâ. Ïî-
êàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (8) íå èìååò îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ïî
ïåðåìåííîé y âî âñåì êðóãå.
1.3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ L2(a, b) è èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò â

ýòîì èíòåðâàëå îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ u′ ∈ L2(a, b). Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ w ∈ C∞(a, b). Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x)w(x)
èìååò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà è äëÿ íàõîæäå-
íèÿ åå ñïðàâåäëèâà îáû÷íàÿ ôîðìóëà Ëåéáíèöà.
1.3.5. Âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ýòà îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ

(ñì. çàäà÷ó 1.3.4) ïðîñòðàíñòâó L2(a, b) ?
Ïåòÿ è Êîëÿ áûñòðî ðåøèëè ïåðâóþ è âòîðóþ çàäà÷è, íå î÷åíü

áûñòðî, íî âñå æå ðåøèëè òðåòüþ, à ÷åòâåðòàÿ âûçâàëà íåêîòîðûå
çàòðóäíåíèÿ. Ïîýòîìó îíè ðåøèëè îáñóäèòü ðåøåíèå ÷åòâåðòîé
è ïÿòîé çàäà÷.
Ïóñòü u ∈ L2(a, b), u

′ ∈ L2(a, b), w ∈ C∞(a, b).
Òàê êàê u(x) èìååò ïî óñëîâèþ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî

ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v(x) òàêàÿ, ÷òî

b∫
a
u(x)ϕ′(x)dx = −

b∫
a
v(x)ϕ(x)dx.

Îáîçíà÷èì v(x) = u′(x).
Òàê êàê w(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, à ϕ(x) � áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òî w(x)ϕ(x) òî-
æå ôèíèòíà, è åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ôîðìóëå, îïðåäåëÿþùåé
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îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ:
b∫
a
u(x)(w(x)ϕ(x))′dx = −

b∫
a
u′(x)(w(x)ϕ(x))dx.

Äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî ïðà-
âèëî Ëåéáíèöà (wϕ)′ = w′ϕ + wϕ′. Îòñþäà

wϕ′ = (wϕ)′ − w′ϕ.
Òîãäà
b∫
a
u(x)w(x)ϕ′(x)dx =

b∫
a
u(x)(w(x)ϕ(x))′dx−

b∫
a
u(x)w′(x)ϕ(x)dx =

−
b∫
a
u′(w(x)ϕ(x))dx−

b∫
a
u(x)w′(x)ϕ(x)dx = −

b∫
a

(u′w + uw′)ϕ(x)dx.

Ãàðàíòèè, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïðèíàäëåæèò L2(a, b), íåò.

1.4 Óñðåäíÿþùåå ÿäðî è ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rn, h � ïðîèç-
âîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ôóíêöèÿ ωh(x, y) íàçûâàåòñÿ óñðåäíÿ-

þùèì ÿäðîì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1. ωh(x, y) çàâèñèò òîëüêî îò r = |x− y|.
2. ωh(r) > 0 âíóòðè øàðà r < h, ωh(r) = 0, r ≥ h.

3.
∫

r<h
ωh(r)dx =

∫
r<h

ωh(r)dy = 1.

4. ωh ∈ C∞ ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì êàæäîé èç òî÷åê x, y.

Ïðèìåð:

ωh(r) =

 che
− h2

h2−r2 , r < h,
0, r ≥ h.

Ïîñòîÿííóþ ch ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû óñëîâèå 3 âûïîëíÿ-
ëîñü, ïîëîæèâ

ch =

 ∫
r<h

e−
h2

h2−r2dx


−1

.
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Âñå ïîäðîáíîñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü â [10].
Ïóñòü Ω � êîíå÷íàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâàRn, u(y) �ôóíêöèÿ,

ñóììèðóåìàÿ â Ω. Äîîïðåäåëèì åå âíå Ω íóëåì. Ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç x.
Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Ôóíêöèÿ

uh(x) =
∫
Ω

ωh(r)u(y)dy, (9)

ãäå ωh(r) � êàêîå-íèáóäü óñðåäíÿþùåå ÿäðî, íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé
ôóíêöèåé ïî îòíîøåíèþ ê u(y). ×èñëî h íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì
óñðåäíåíèÿ.
Ñðåäíþþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uh(x) =
∫
Rn

ωh(r)u(y)dy,

òàê êàê u(y) = 0, åñëè y âíå Ω.
Â ñèëó ñâîéñòâà 2 óñðåäíÿþùåãî ÿäðà ωh(r) = 0, åñëè r ≥ h,

òîãäà ñðåäíþþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü è òàê:

uh(x) =
∫

r<h

ωh(r)u(y)dy.

Èç îïðåäåëåíèé ñðåäíåé ôóíêöèè è óñðåäíÿþùåãî ÿäðà ñëåäó-
åò, ÷òî ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå. Ïðîèçâîäíûå ìîæíî íàéòè äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
� Îòëè÷íî, � ñêàçàë Íèêîëàé. � Áûëà ñîâñåì ïëîõàÿ ôóíê-

öèÿ, âñåãî ëèøü èç L1(Ω), à ñòàëà òàêîé ãëàäêîé!
� Â êíèãå Â.Í. Ìàñëåííèêîâîé "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ"[8] åñòü çàìå÷àòåëüíûå êàðòèíêè, èë-
ëþñòðèðóþùèå ýòî ñâîéñòâî, íà ñ. 264-265, � çàìåòèë Ïåòð.
� Äà, Àëèñà áûëà ñîâåðøåííî ïðàâà [5], êîãäà ãîâîðèëà: "×òî

òîëêó â êíèãå, åñëè â íåé íåò íè êàðòèíîê, íè ðàçãîâîðîâ?"
� ñîãëàñèëñÿ ñ íèì Íèêîëàé.
� Âîò òåïåðü ñòàëè ïîíÿòíû êàðòèíêè íà 264-265 â [8]. Âñå

óãëû ñãëàæåíû.
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Èíòåðåñíî, çàâèñèò ëè êà÷åñòâî ñðåäíèõ ôóíêöèé îò h? Ðàñ-
ñìîòðèì òðè òåîðåìû, êîòîðûå áóäóò íóæíû â äàëüíåéøåì. Îêà-
çûâàåòñÿ, ïîâåäåíèå ñðåäíèõ ôóíêöèé çàâèñèò è îò h, è îò òîãî,
êàêîìó ïðîñòðàíñòâó ïðèíàäëåæèò èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ u(y).
Òåîðåìà 1.4.1. Åñëè u ∈ C(Ω), òî ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ uh(x) ñõî-

äèòñÿ ïðè h→ 0 ê u(x) ðàâíîìåðíî âî âñÿêîé ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè îáëàñòè Ω.
(Ñòðîãî âíóòðåííÿÿ � ýòî ïîäîáëàñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëà-

ñòè âìåñòå ñ ãðàíèöåé.)
Òåîðåìà 1.4.2. Íîðìà â L2(Ω) íå âîçðàñòàåò ïðè óñðåäíåíèè:
||uh||L2(Ω) ≤ ||u||L2(Ω).
Òåîðåìà 1.4.3. Åñëè u ∈ L2(Ω), òî ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ uh(x)

ñõîäèòñÿ ïðè h→ 0 ê u(x) â ñðåäíåì:

||u− uh||L2(Ω) → 0, h→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â [10, 13].

1.5 Ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ,
ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ
ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ, ðàññòîÿíèå êîòîðûõ äî îáëàñòè Ω
áîëüøå h. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå øàð r < h öåëèêîì ëå-
æèò âíå Ω, íî òîãäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, îïðåäåëÿþùåãî ñðåä-
íþþ ôóíêöèþ, u(y) = 0. (Ìû äîîïðåäåëèëè u(y) íóëåì â òî÷êàõ,
ðàñïîëîæåííûõ âíå Ω.) Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
áûòü îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè, îáî-
çíà÷èì åå Ωh, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñåáå îáëàñòü Ω. Íàïðèìåð, åñëè
Ω åñòü øàð ðàäèóñà R, òî Ωh � øàð ðàäèóñà R + h ñ öåíòðîì â
òîé æå òî÷êå. ×àñòü ïðîñòðàíñòâà ìåæäó Ω è Ωh îáîçíà÷èì Ωh è
áóäåì íàçûâàòü åå ïîãðàíè÷íîé ïîëîñêîé, êàê ýòî ïðèíÿòî â [10].
Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ u(x) èìååò îáîá-

ùåííóþ ïðîèçâîäíóþ v(x). Òîãäà â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè
îáëàñòè Ω ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ îò ýòîé ïðîèçâîäíîé ðàâíà ïðîèçâîä-
íîé îò ñðåäíåé ôóíêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ωh = Ω \Ωh. Ìíîæåñòâî Ωh � îòêðû-
òîå. Åñëè x ∈ Ωh, òî ðàññòîÿíèå îò x äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè
Ω áîëüøå h. Òîãäà óñðåäíÿþùåå ÿäðî ωh(r) åñòü ôèíèòíàÿ â Ω
ôóíêöèÿ, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
Ω

u(y)
∂kωh(r)

∂yk1
1 ...∂yknn

dy = (−1)k
∫
Ω

v(y)ωh(y)dy = (−1)kvh(x). (10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê óñðåäíÿþùåå ÿäðî çàâèñèò ëèøü îò
r = |x− y|, òî

∂kωh(r)

∂yk1
1 ...∂yknn

= (−1)k
∂kωh(r)

∂xk1
1 ...∂xknn

.

Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî è îïðåäåëåíèå ñðåäíåé ôóíêöèè, ëåâóþ
÷àñòü (10) çàïèøåì òåïåðü òàê:

(−1)k
∂k

∂xk1
1 ...∂xknn

∫
Ω

u(y)ωh(r)dy = (−1)k
∂k

∂xk1
1 ...∂xknn

uh(x).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-
æäåíèÿ òåîðåìû:

vh(x) =
∂ku

∂xk1
1 ...∂xknn

.

Òåîðåìà 1.5.2. Ïóñòü Ω′ � ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω. Åñëè v(x)
åñòü îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(x) â Ω, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
òàêîé æå ïðîèçâîäíîé îò u(x) â Ω′.
Òåîðåìà 1.5.3. Åñëè â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ v(x) åñòü îáîáùåí-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(x) ïîðÿäêà k, à ôóíêöèÿ w(x) åñòü
îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè v(x) ïîðÿäêà l â Ω, òî w(x)
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u(x) ïîðÿäêà k + l â
òîé æå îáëàñòè.
Ýòè òåîðåìû íåòðóäíî äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, íî ìîæíî è

ïðî÷èòàòü â [10], ñ. 31-32.
Òåîðåìà 1.5.4. Ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω), îáîáùåííûé ãðàäèåíò êî-

òîðîé ðàâåí íóëþ, åñòü ïîñòîÿííàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî åñòü â [10] ñ. 32-33, íî ìû åãî ïðèâåäåì çäåñü
íåìíîãî ïîäðîáíåå. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïîÿâèëñÿ íîâûé
òåðìèí � îáîáùåííûé ãðàäèåíò. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ýòî
âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ïðîèçâîä-
íûå ïåðâîãî ïîðÿäêà: (ux1

, ux2
, ..., uxn). Ïî óñëîâèþ âñå uxi = 0.

Åñëè áû ðå÷ü øëà îá îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ, òî ìû ñðàçó æå ñäå-
ëàëè áû âûâîä î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) = const. Íî òàê êàê
òåïåðü ðå÷ü èäåò îá îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé, òî íå ñðàçó.
Ïîñòðîèì ñðåäíþþ ôóíêöèþ uh(x). Ïî òåîðåìå 1.5.1 âñå åå ïðî-

èçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîä-
îáëàñòè Ω\Ωh. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî δ > 0 è âûáåðåì ðàäèóñ
óñðåäíåíèÿ h òàê, ÷òîáû h < δ. Òîãäà â Ω\Ωδ uh(x) = const. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî è u(x) = const, ïðèìåíèì òåîðåìó 1.4.3.
Â ñèëó ýòîé òåîðåìû ||u− uh||L2(Ω) → 0 ïðè h→ 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî u(x) = const â Ω\Ωδ. Òàê êàê δ ïðîèçâîëüíî, òî u(x) = const
â îáëàñòè Ω.
Äîêàæåì äâå î÷åíü âàæíûå òåîðåìû î ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâàõ

îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ.
Òåîðåìà 1.5.5. Ïóñòü ôóíêöèè un ∈ L2(Ω) è èìåþò â Ω îáîá-

ùåííûå ïðîèçâîäíûå vn(x) = Dkun(x), òàêæå ïðèíàäëåæàùèå
L2(Ω). Åñëè îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un}, {vn} ñõîäÿòñÿ â ìåò-
ðèêå L2(Ω) ê ïðåäåëàì u(x), v(x) ñîîòâåòñòâåííî, òî â îáëàñòè Ω
v(x) = Dku(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû è îïðåäåëåíèþ îáîá-

ùåííîé ïðîèçâîäíîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∫
Ω

unD
kϕdx = (−1)k

∫
Ω

vnϕdx.

Â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé un, vn ïðîñòðàíñòâó L2(Ω) ýòî
ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü êàê ðàâåíñòâî ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäå-
íèé:

(un, D
kϕ)L2(Ω) = (−1)k(vn, ϕ)L2(Ω).

Âûïîëíèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [7, 16]), ïîëó÷èì

(u,Dkϕ)L2(Ω) = (−1)k(v, ϕ)L2(Ω),
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÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.5.6. Ïóñòü u, v ∈ L2(Ω), v(x) = Dku(x) â îáëàñòè Ω.

Â ëþáîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè Ω′ ⊂ Ω ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {un(x)} áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
òàêèõ, ÷òî â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω

′)

un → u, Dkun → v.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uhn(x)} ñðåä-
íèõ ôóíêöèé. Ðàäèóñû óñðåäíåíèÿ âûáåðåì òàê, ÷òîáû hn →
0 ïðè n → ∞, íàïðèìåð, hn = 1

n
. Èç òåîðåìû 1.4.3 ýòà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê u(x). Ïî òåîðåìå 1.5.1 Dkuhn(x) =
(Dku(x))hn. Ïî òåîðåìå 1.4.3 (Dku(x))hn → Dku(x) = v(x). Òåîðå-
ìà äîêàçàíà.

1.6 Îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1.3.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ñìåøàííàÿ î.ï. íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ïóñòü

u(x, y) èìååò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ uxy. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèÿ v1(x, y) òàêàÿ, ÷òî

∫
Ω

u(x, y)ϕxydxdy =
∫
Ω

v1(x, y)ϕ(x, y)dxdy.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v2(x, y) � î.ï. u(x, y), à èìåííî, v2 = uyx :

∫
Ω

u(x, y)ϕyxdxdy =
∫
Ω

v2(x, y)ϕ(x, y)dxdy.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ϕ(x, y) � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ϕ ∈
·
C
∞
.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî ϕxy = ϕyx. Òî-
ãäà ëåâûå ÷àñòè âûäåëåííûõ ôîðìóë ðàâíû. Âû÷èòàÿ èç îäíîãî
äðóãîå, ïîëó÷èì

∫
Ω

(v1 − v2)ϕ(x, y)dxdy = 0.
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Íî òîãäà v1 = v2 â ñìûñëå ðàâåíñòâà ôóíêöèé â L2.
Çàäà÷à 1.3.3. Ïóñòü

u(x, y) =

 1, x2 + y2 < 1, y > 0,
−1, x2 + y2 < 1, y < 0.

(11)

Íàéòè îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîì èç ïîëóêðóãîâ è ïî-
êàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (8) íå èìååò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ âî
âñåì êðóãå ïî ïåðåìåííîé y.
Ðàññìîòðèì âåðõíèé ïîëóêðóã Ω+. Âûÿñíèì, ñóùåñòâóåò ëè

ôóíêöèÿ v(x, y) òàêàÿ, ÷òî
∫

Ω+

uϕydxdy = −
∫

Ω+

vϕdxdy.

Çàïèøåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ è ó÷òåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-
öèè u â ýòîé îáëàñòè.

1∫
−1

√
1−x2∫
0

u(x, y)ϕy(x, y)dydx =
1∫
−1

√
1−x2∫
0

ϕy(x, y)dydx.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñâîì èíòåãðàëà Ëåáåãà, ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó, è ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f â
âåðõíåì ïîëóêðóãå.

1∫
−1

√
1−x2∫
0

ϕy(x, y)dydx = −
1∫
−1

[ϕ(x, 0)− ϕ(x,
√

1− x2)]dx = 0,

òàê êàê ϕ ôèíèòíà â Ω+. Íàðèñóéòå êàðòèíêó, è âñå áóäåò ïîíÿò-
íî.
Äîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî y ñóùåñòâóåò â Ω+.
Çàòåì òî æå ñàìîå ïðîäåëàòü äëÿ Ω−. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

íóæíî âñå âðåìÿ ó÷èòûâàòü, ÷òî íàì íóæíà ôóíêöèÿ, ôèíèòíàÿ
èìåííî â òîé îáëàñòè, ãäå ìû õîòèì íàéòè î.ï.
Åñëè âû íå áóäåòå çàáûâàòü îá ýòîì, òî ñìîæåòå ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî âî âñåì êðóãå ôóíêöèÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïî y.
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2 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

2.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(Ω), èìåþ-
ùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íàñ áóäóò èíòå-
ðåñîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü òå ôóíêöèè, îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå
êîòîðûõ òàêæå ïðèíàäëåæàò L2(Ω). Êàê è â ëþáîì îáúåäèíåíèè,
íàïðèìåð, ëþäåé, ÷èñåë, ôóíêöèé, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñ-
íîâíûå çàêîíû ïîâåäåíèÿ è êðèòåðèè èõ ñîáëþäåíèÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû íå âîçíèêàëî êîíôëèêòîâ, à òàêæå äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî
áûëî ïðåäâèäåòü ñîáûòèÿ â ýòîì îáúåäèíåíèè. Òàêèì îáúåäèíå-
íèåì äëÿ ôóíêöèé ÷àñòî ñëóæèò ïðîñòðàíñòâî [7, 16]. Óäîáíûì
äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî [7, 16].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1

2 (Ω) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ
L2(Ω) è èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êî-
òîðûå òàêæå ïðèíàäëåæàò L2(Ω).
Âåðõíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ïîðÿäîê îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé, à

íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèé è ïðîèçâîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâó L2(Ω). Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî W 1

2 (Ω) �
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ââåäåì íîðìó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü u ∈ L2(Ω), îáîáùåí-

íûå ïðîèçâîäíûå uxi ∈ L2(Ω), x = (x1, ..., xn). Îáîçíà÷èì

||u||W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

[u2 +
n∑
i=1

(uxi)
2]dx


1
2

. (12)

(Óáåäèòåñü, ÷òî (12) � íîðìà).
Ïîêàæåì, ÷òî W 1

2 (Ω) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ýòîãî
íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íîðìà ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì, è ïðîñòðàíñòâî â ýòîé íîðìå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì òàê:

(u, v)W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

[uv +
n∑
i=1
uxivxi]dx.
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Ïóñòü {um} � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ èç W 1

2 (Ω):

||um − uk||2W 1
2 (Ω) → 0, m, k →∞.

Òîãäà

∫
Ω

[(um − uk)2 +
n∑
i=1

(umxi − ukxi)2]dx→ 0, m, k →∞

è, â ÷àñòíîñòè,

∫
Ω

(um − uk)2dx→ 0,
∫
Ω

n∑
i=1

(umxi − ukxi)2dx→ 0, m, k →∞.

Çàìåòèì, ÷òî
∫
Ω

(um − uk)2dx = ||um − uk||2L2(Ω),

∫
Ω

n∑
i=1

(umxi − ukxi)2dx =
n∑
i=1
||umxi − ukxi||2L2(Ω).

Òàê êàê èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò

||um − uk||2L2(Ω) → 0, m, k →∞,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um} ôóíäàìåíòàëüíà è â L2(Ω). Â ñèëó
ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðå-
äåë u ∈ L2(Ω). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê óòâåðæäå-
íèþ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà wi ∈ L2(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{umxi}. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî wi = uxi. Òàê êàê um èìååò îáîá-
ùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî ïî îïðåäåëåíèþ

(um, ϕxi)L2(Ω) = −(umxi, ϕ)L2(Ω).

Èçâåñòíî, ÷òî èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ. Ïîýòîìó,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

(u, ϕxi)L2(Ω) = −(wi, ϕ)L2(Ω).
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Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé è èç åå åäèíñòâåííîñòè
ñëåäóåò, ÷òî uxi = wi ∀i.

Çàìå÷àíèå. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàðÿäó ñî ñõîäèìî-
ñòüþ ïî íîðìå, êîòîðóþ íàçûâàþò òàêæå ñèëüíîé ñõîäèìîñòüþ,
óäîáíî ââåñòè åùå îäèí âèä ñõîäèìîñòè: ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü. Ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (Ω) ïîÿâèëèñü ýòè òåð-
ìèíû. Óòî÷íèì èõ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hm èç ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó h ∈ H,
åñëè

lim
m→∞(hm, f ) = (h, f )

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hm ∈ H ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ê h ∈ H,
òî îíà ñõîäèòñÿ è ñëàáî ê h. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà
Áóíÿêîâñêîãî

|(hm, f )− (h, f )| = |(hm − h, f )| ≤ ||hm − h||||f || → 0, m→∞.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñëà-
áàÿ.

Ñâîéñòâî ãèëüáåðòîâîñòè ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ω) ïîçâîëÿåò ýô-

ôåêòèâíî èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè
íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé [9], ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ áóäåò
âèäåí íå ñðàçó, íî ñêîðî.
Òåîðåìà 2.1. Îãðàíè÷åííîå â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (Ω) ìíîæåñòâî
êîìïàêòíî â L2(Ω).
Òåîðåìà 2.2. Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà ñëàáî êîìïàêòíî.
Òåîðåìà 2.3.Ìíîæåñòâî ôóíêöèé C∞(Ω̄) (è, òåì áîëåå, C1(Ω̄))

âñþäó ïëîòíî â W 1
2 (Ω).

Òåîðåìà 2.4. Ïðîñòðàíñòâî W 1
2 (Ω) ñåïàðàáåëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â [6] (ãëàâà I, �1,
òåîðåìà 1.2, �6, òåîðåìà 6.1) è [9] (ãëàâà II, �3, ï.8, òåîðåìà 3,
ãëàâà III, �4, ï.3, òåîðåìà 3, �4, ï.4, òåîðåìà 4).

Îáîçíà÷èì
◦
W

1

2 (Ω) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
·
C
∞

(Ω) â íîðìåW 1
2 (Ω).

� Èíòåðåñíî, ÷òî îçíà÷àåò íîëèê íàâåðõó? Òî÷êà íàä C îçíà-
÷àåò, ÷òî ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ìíîæåñòâó, ôèíèòíû,
ò.å. ðàíî èëè ïîçäíî îáðàùàþòñÿ â íóëü, � ñêàçàë Ïåòð.
� Äà, ñðàçó æå, êàê ïîïàäàþò íà ãðàíèöó îáëàñòè, à çà ãðàíè-

öåé è ñîâñåì èñ÷åçàþò, � îòâåòèë Íèêîëàé.
� Íàâåðíîå, íîëèê íàä W òîæå ÷òî-òî ãîâîðèò î ðåãëàìåíòå

ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè èç W 1
2 (Ω) íà ãðàíèöå îáëàñòè.

� Íî êàê òåïåðü ïîíèìàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå? Åñëè
ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè, òî òåðìèí "çíà÷å-
íèå íà ãðàíèöå"ïîíÿòåí. À åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþ-
äó, òî íåò. Òîãäà âîçíèêíåò ïðîáëåìà ñ ïîñòàíîâêîé êðàåâûõ çà-
äà÷.
Ïåòð è Íèêîëàé ñòàëè ÷èòàòü êíèãè [8, 9] è âûÿñíèëè, ÷òî åñòü

òàêîå ïîíÿòèå!

2.2 Ñëåä ôóíêöèé èç W 1
2 (Ω)

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, S � (n− 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ëåæà-
ùàÿ â Ω̄. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà â êàæäîé òî÷êå Ω, òî
íåòðóäíî îïðåäåëèòü è åå çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè S. Åñëè æå
ôóíêöèÿ çàäàíà ïî÷òè âñþäó (ï.â.), òî çíà÷åíèÿ åå íà ôèêñèðî-
âàííîé ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî: òàê êàê ìåðà
S ðàâíà íóëþ, òî ôóíêöèÿ f ìîæåò èìåòü íà S ïðîèçâîëüíîå
çíà÷åíèå.
Îäíàêî ìîæíî òàê îáîáùèòü ïîíÿòèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ïî-

âåðõíîñòè, ÷òî îíî áóäåò èìåòü ñìûñë è äëÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåí-
íîé ïî÷òè âñþäó.
Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ñëåäîì f |S ôóíêöèè f ∈ C(Ω̄) íà (n−1)-

ìåðíîé ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè
îïðåäåëåííîé â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîé â Ω̄ ôóíêöèè, ïî÷òè
âñþäó ñîâïàäàþùåé ñ f .
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Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå ñëåäà ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà W 1

2 (Ω). Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäå-
ëåíèÿ.
Ïîä (n − 1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ S êëàññà Ck, k ≥ 1 áóäåì

ïîíèìàòü ñâÿçíóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷-
íûì ÷èñëîì n-ìåðíûõ îáëàñòåé Ui, i = 1, ..., N òàê, ÷òî êàæäîå
èç ìíîæåñòâ Si = S∩Ui îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà íåêîòîðóþ
(n−1)-ìåðíóþ îáëàñòü Di ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ëåæàùóþ â îäíîé
èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ïðîñòîé
êóñîê Si îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì xi = ϕi(x1, ..., xi−1, xi+1, xn), ãäå
ϕi ∈ Ck(D̄i).
Ñîâîêóïíîñòü ïîâåðõíîñòåé Si, ïðîñòûõ êóñêîâ, áóäåì íàçû-

âàòü ïîêðûòèåì ïîâåðõíîñòè S ïðîñòûìè êóñêàìè.
Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü êëàññà C1, ëåæàùàÿ â Ω̄, S1 � åå ïðî-

ñòîé êóñîê, èìåþùèé óðàâíåíèå xn = ϕ(x′), x′ = (x1, ..., xn−1),
ãäå x′ ∈ D1, ϕ ∈ C1(D̄1).
Òàê êàê Ω îãðàíè÷åíà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàñïîëîæåíà

â êóáå {0 < xi < a, i = 1, ..., n}, a > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

u(x) ∈
·
C1 (Ω̄) è ïîëîæèì åå ðàâíîé íóëþ âíå Ω̄. Ïðåäñòàâèì åå ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

u(x)|S1
= u(x′, ϕ(x′)) =

ϕ(x′)∫
0

∂u(x′, ξn)

∂ξn
dξn.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî, ÷òî ïðèâåäåò íàñ ê íåðà-
âåíñòâó

(u(x)|S1
)2 ≤ ϕ(x′)

ϕ(x′)∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
∂u(x′, ξn)

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣
2

dξn ≤ a
a∫

0

∣∣∣∣∣∣∣
∂u(x′, ξn)

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣
2

dξn.

Ïåðåéäåì â ëåâîé ÷àñòè ê èíòåãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè S1.Äëÿ ýòîãî
îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà óìíîæèì íà

√
1 + ϕ2

x1
+ ... + ϕ2

xn−1

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî D (ñì.[17], òîì III). Ïîëó÷èì

∫
S1

|u|2dS1 ≤ a
∫

Ω1

∣∣∣∣∣∣∣
∂u(x′, ξn)

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣
2

dS1dξn. (13)
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Ìû îáîçíà÷èëè Ω1 öèëèíäð ñ îñíîâàíèåì D, îãðàíè÷åííûé ñâåð-
õó ïîâåðõíîñòüþ S1 êàê øàïî÷êîé.
Òàê êàê ïîâåðõíîñòü S ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì N

ïðîñòûõ êóñêîâ, òî, ñëîæèâ âñå íåðàâåíñòâà âèäà (13), ïîëó÷èì

∫
S

|u|2dS ≤ A
∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
∂u

∂ξi

∣∣∣∣∣∣
2

dSdx,

ãäå A ≤ aN. Åñëè ê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðèáàâèòü∫
Ω
u2dSdx, òî ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî óñèëèòñÿ è ïîçâîëèò ïåðåé-

òè ê íåðàâåíñòâó
||u||L2(S) ≤ C||u||W 1

2 (Ω), (14)

ãäå C íå çàâèñèò îò u.
Ïóñòü òåïåðü u ∈ W 1

2 (Ω). Â ñèëó òåîðåìû 1.5.6 ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü uq(x) ôóíêöèé èç C1(Ω̄), ñõîäÿùàÿñÿ â íîðìå
W 1

2 (Ω) ê u(x). Òàê êàê äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (14), òî

||up − uq||L2(S) ≤ C||up − uq||W 1
2 (Ω). (15)

Òàê êàê ||up − uq||W 1
2 (Ω) → 0, p, q → ∞, òî è ||up − uq||L2(S) →

0, p, q →∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé íà
ïîâåðõíîñòè uq|S ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â L2(S). Â ñèëó ïîë-
íîòû ïðîñòðàíñòâà L2(S) ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë
us ∈ L2(S). Â íåðàâåíñòâå (15) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè q →∞ è
ïîëó÷èì

||up − us||L2(S) ≤ C||up − u||W 1
2 (Ω). (16)

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ôóíêöèþ us ∈ L2(S) áóäåì íàçûâàòü ñëå-
äîì ôóíêöèè u ∈ W 1

2 (Ω) íà ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àòü u|S.
Òåîðåìà 2.2.1. Åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åíî âW 1

2 (Ω),
òî ìíîæåñòâî èõ ñëåäîâ íà (n − 1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω̄
êëàññà C1 êîìïàêòíî â L2(S).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.1 ìîæíî íàéòè â [9] (ãëàâà III,

�5, ï. 5, òåîðåìà 4).
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2.3 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà W 1
2 (Ω) è

◦
W

1

2 (Ω)

Â îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C1 ðàññìîòðèì âåùåñòâåí-
íóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó P (x) = (pij(x))ni,j=1, pij = pji, ýëå-
ìåíòû êîòîðîé pij ∈ C(Ω̄). Ïóñòü â ýòîé æå îáëàñòè çàäàíà âå-
ùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ q ∈ C(Ω̄), à íà ãðàíèöå çàäàíà ôóíêöèÿ
r ∈ C(∂Ω).
Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (Ω) áèëèíåéíóþ ôîðìó

W(f, g) =
∫
Ω

n∑
i,j=1

pijfxigxjdx +
∫
Ω

qfgdx +
∫
∂Ω

rfgds. (17)

Äëÿ ñïðàâêè:
Ãîâîðÿò, ÷òî íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàíà ýð-

ìèòîâà áèëèíåéíàÿ ôîðìà W , åñëè ëþáîé ïàðå h1, h2 ýëåìåí-
òîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî W(h1, h2), è ýòî ñîîòâåòñòâèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâàì:

à) W(h1 + h2, h) =W(h1, h) +W(h2, h);

b) W(ch1, h) = cW(h1, h);

c) W(h1, h2) =W(h2, h1).

Òåîðåìà 2.3.1. Åñëè q(x) ≥ 0, x ∈ Ω̄, r(x) ≥ 0, x ∈ ∂Ω è
íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî, P (x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà, òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà (17) îïðåäåëÿåò íà W 1

2 (Ω) ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ñòàíäàðòíîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâå-
äåíèþ â W 1

2 (Ω).
Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ñäåëàåì íåêîòîðûå óòî÷íå-

íèÿ.
1. Ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ..., ξn) è äëÿ âñåõ x ∈ Ω̄

n∑
i,j=1

pij(x)ξiξj ≥ γ
n∑
i=1
ξ2
i

ñ ïîñòîÿííîé γ > 0.
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2. Áóäåì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ÷àñòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-
íèÿ:
∇f = (fx1

, ..., fxn), ∇f∇g =
n∑
i=1
fxigxi, ò.å. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå ýòèõ âåêòîðîâ.
3. Ïîä ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â W 1

2 (Ω) ìû
ïîíèìàåì

(f, g)W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

(fg +∇f∇g)dx. (18)

4. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñ-
ëè ýêâèâàëåíòíû ïîðîæäàåìûå èìè íîðìû. Íîðìû ||f ||1 è ||f ||2
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà C1, C2 òàêèå, ÷òî

||f ||1 ≤ C1||f ||2, ||f ||2 ≤ C2||f ||1.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Íàì íóæíî
âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà C1, C2 òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W 1

2 (Ω)

W(f, f ) ≤ C2
1 ||f ||2W 1

2 (Ω), ||f ||2W 1
2 (Ω) ≤ C2

2W(f, f ). (19)

I. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (19). Äëÿ ýòî-
ãî îöåíèì êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè (17) ïðè g = f.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû âñå îíè íåîòðèöàòåëüíû.
1) Òàê êàê ïî óñëîâèþ pij(x) íåïðåðûâíû â Ω̄, òî

∫
Ω

n∑
i,j=1

pijfxifxjdx ≤ A
∫
Ω

n∑
ij
|fxi||fxj |dx, A = max

1≤i,j≤n
||pij||C(Ω̄).

Ðàññìîòðèì

n∑
ij
|fxi||fxj | = f 2

x1
+ ... + f 2

xn
+ 2fx1

fx2
+ ... + 2fxmfxl + ...2fxn−1

fxn

è óäâîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè:

2|fxi||fxj | ≤ |fxi|2 + |fxj |2.
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Òîãäà
∫
Ω

n∑
ij=1
|fxi||fxj |dx ≤ An

∫
Ω

n∑
i=1
|fxi|2dx = An

∫
Ω

|∇f |2dx.

Ïðèáàâèì ñïðàâà An
∫
Ω
f 2dx. Ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî óñèëèòñÿ:

∫
Ω

n∑
ij
|fxi||fxj |dx ≤ An

∫
Ω

(f 2 + |∇f |2)dx.

Çàìåòèâ, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë åñòü íå ÷òî èíîå, êàê íîðìà
f (x) â W 1

2 (Ω), ïîëó÷èì

∫
Ω

n∑
i,j=1

pijfxifxjdx ≤ An||f ||2W 1
2 (Ω).

2) Ðàññìîòðèì âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè (17) è
îöåíèì èõ. Îáîçíà÷èì A1 = ||q||C(Ω̄), A2 = ||r||C(Ω̄). Òàêèå ÷èñ-
ëà ñóùåñòâóþò, òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèè q(x), r(x)
íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé îáëàñòè. Ïîëó÷èì, óñèëèâàÿ íåðàâåí-
ñòâî, ∫

Ω

qf 2dx ≤ A1

∫
Ω

f 2dx = A1||f ||2L2(Ω) ≤ A1||f ||2W 1
2 (Ω),

∫
∂Ω
rf 2ds ≤ A2

∫
∂Ω
f 2ds = A2||f ||2L2(∂Ω)

è â ñèëó íåðàâåíñòâà (14)
∫
Ω

qf 2dx ≤ A2C
2||f ||2W 1

2 (∂Ω).

Ïîëó÷åííûå îöåíêè óáåæäàþò íàñ â òîì, ÷òî ÷èñëî C2
1 ñóùåñòâó-

åò: C2
1 = An + A1 + A2C

2 è, ñòàëî áûòü, ïåðâîå èç íåðàâåíñòâà
(19) âûïîëíÿåòñÿ.
II. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî èç íåðàâåíñòâ (19).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîé C2

2 . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî öåëîãî ÷èñëàm ≥ 1 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ fm ∈ W 1

2 (Ω) òàêàÿ,
÷òî

||fm||2W 1
2 (Ω) > mW(fm, fm).
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Ââåäåì ôóíêöèþ gm(x) = fm(x)
||fm||W1

2 (Ω)

. Åå íîðìà ||gm||W 1
2 (Ω) = 1.

Ðàññìîòðèì

W(gm, gm) =
∫
Ω

n∑
i,j=1

pijgmxigmxjdx +
∫
Ω

qg2
mdx +

∫
∂Ω

rg2
mds.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ

W(gm, gm) <
1

m
,

íî òîãäà êàæäîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò 1/m è

∫
Ω

|∇gm|2dx <
1

γm
,

∫
Ω

qg2
mdx <

1

m
,

∫
∂Ω

rg2
mds <

1

m
. (20)

Âòîðîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà íå âûçûâàþò ñîìíåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì, êàê ïîëó÷èëîñü ïåðâîå. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìàòðèöà P (x)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ξ̄ = ∇gm ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
i,j=1

pij(x)gmxigmxj ≥ γ
n∑
i=1
|gmxi|2 = γ|∇gm|2.

Òîãäà èìååì

|∇gm|2 ≤
1

γ

n∑
i,j=1

pij(x)gmxigmxj

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫
Ω

|∇gm|2dx ≤
1

γ

∫
Ω

n∑
i,j=1

pij(x)gmxigmxjdx <
1

γm
.

Ó íàñ îáðàçîâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gm}, ïðè÷åì ïî ïîñòðîå-
íèþ ||gm||W 1

2 (Ω) = 1. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gm}
îãðàíè÷åíà â W 1

2 (Ω). Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2.1 èç íåå ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ôóíäàìåíòàëüíóþ â L2(Ω). Äëÿ
ïðîñòîòû îñòàâèì çà âûäåëåííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî æå
îáîçíà÷åíèå. Òîãäà

||gm − gp||L2(Ω) → 0, m, p→∞.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âW 1
2 (Ω).

||gm − gp||2W 1
2 (Ω) = ||gm − gp||2L2(Ω) + |||∇(gm − gp)|||2L2(Ω).

(Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâàW 1
2 (Ω).)

Ïðèìåíèì êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
íåðàâåíñòâî Êîøè, êàê â ï. I:

|||∇(gm − gp)|||2L2(Ω) =
∫
Ω

|∇(gm − gp)|2dx =
∫
Ω

|∇gm −∇gp|2dx

=
∫
Ω

(|∇gm|2−2|∇gm||∇gp|+|∇gp|2)dx ≤ 2
∫
Ω

|∇gm|2dx+2
∫
Ω
|∇gp|2dx

= 2|||∇gm|||L2(Ω) + 2|||∇gm|||L2(Ω).

Ïîëó÷èì

||gm − gp||2W 1
2 (Ω) ≤ ||gm − gp||2L2(Ω) + 2|||∇gm|||L2(Ω) + 2|||∇gm|||L2(Ω)

≤ ||gm − gp||2L2(Ω) +
2

mγ
+

2

pγ
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

||gm − gp||W 1
2 (Ω) → 0, m, p→∞,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gm} ôóíäàìåíòàëüíà è â
W 1

2 (Ω). Â ñèëó ïîëíîòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{gm} ñõîäèòñÿ â íîðìå W 1

2 (Ω) ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó g ∈ W 1
2 (Ω).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå ||gm|| = 1, à òàêæå â íåðàâåí-
ñòâàõ (20). Ïîëó÷èì

||g||W 1
2 (Ω) = 1,

∫
Ω

|∇g|2dx = 0,
∫
Ω

q|g|2dx = 0,
∫
∂Ω

r|g|2ds = 0.

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî g(x) = g = const, òàê êàê
îáîáùåííûé ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ.
Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî g = 1√

|Ω|
. Äåéñòâèòåëüíî, ïî

îïðåäåëåíèþ
||g||2W 1

2 (Ω) =
∫
Ω

[g2 + |∇g|2]dx,
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íî âûøå ïîêàçàíî, ÷òî ∇g = 0. Òîãäà

||g||2W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

g2dx = g2
∫
Ω

dx.

Òàê êàê ||g||W 1
2 (Ω) = 1, òî g = 1√

|Ω|
. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì è g|∂Ω =

1√
|∂Ω|
. (Ïîêàæèòå ñàìè!) Íî òîãäà ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ

äâóìÿ ïîñëåäíèìè ðàâåíñòâàìè, òàê êàê ïî óñëîâèþ ôóíêöèè
q(x) è r(x) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàì áóäóò ïîëåçíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó-
÷àè äîêàçàííîé òåîðåìû. Èç òåîðåìû 2.3.1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå.Ïóñòü P (x) = p(x)E, E− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, p(x)−

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà åñëè p ∈ C(Ω̄), p(x) ≥ p0 > 0, q ∈
C(Ω̄), q(x) ≥ 0, r ∈ C(∂̄Ω), r(x) ≥ 0, q(x), r(x) íå îáðàùàþòñÿ â
íóëü îäíîâðåìåííî, òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà

W(f, g) =
∫
Ω

(p(x)∇f∇g + qfg)dx +
∫
∂Ω

rfgds

îïðåäåëÿåò â W 1
2 (Ω) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ñêà-

ëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

(f, g)W 1
2 (Ω) =

∫
Ω
(fg +∇f∇g)dx.

Òåîðåìà 2.3.2. Åñëè q(x) ≥ 0, x ∈ Ω̄, P (x) ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà

W(f, g) =
∫
Ω

n∑
i,j=1

pijfxigxjdx +
∫
Ω

qfgdx

îïðåäåëÿåò â
◦
W

1

2 (Ω) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ñòàí-
äàðòíîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

(f, g)W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

(fg +∇f∇g)dx.

Èç òåîðåìû 2.3.2 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü P (x) = p(x)E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,
p(x), q(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0 â Ω̄.
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà

W(f, g) =
∫
Ω

(p(x)∇f∇g + qfg)dx

îïðåäåëÿåò â
◦
W

1

2 (Ω) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ñòàí-
äàðòíîìó

(f, g)W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

(fg +∇f∇g)dx.

Â ÷àñòíîñòè, èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.3.2 î÷åâèäíî, ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíîìó ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) ◦
W

1

2(Ω)
=

∫
Ω

∇f∇gdx.

2.4 Íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà è Ïóàíêàðå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà, èç-
âåñòíûå è íå î÷åíü.
Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

â Rn. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈
◦
W

1

2 (Ω) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∫
Ω

u2dx ≤ C
∫
Ω

|∇u|2dx, (21)

ñ ïîñòîÿííîé C, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò u(x), à îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-
êî ðàçìåðàìè îáëàñòè Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8]. Èäåÿ äîêàçà-

òåëüñòâà õîðîøî âèäíà íà ïðèìåðå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Ïóñòü u ∈ W 1

2 (a, b) è u(a) = u(b) = 0. Èçâåñòíî [10], ñ.34,
÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, íî òîãäà åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî u(a) = 0):

u(x) =
x∫
a
u′(x)dx.
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Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è â ïðàâîé ÷àñòè
ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

|
x∫
a
u(t)′dt| ≤

 x∫
a

12dt


1
2
 x∫
a

(u′(t))2dt


1
2

.

Òîãäà

u2(x) ≤ x
x∫
a

(u′(x))2dx ≤ x
b∫
a

(u′(x))2dx.

(Òàê êàê ïîä èíòåãðàëîì íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.) Ïðîèíòå-
ãðèðóåì íåðàâåíñòâî ïî (a, b) è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

b∫
a
u2(x)dx ≤ b2 − a2

2

b∫
a

(u′(x))2dx.

Íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 1
2 (Ω)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∫
Ω

u2dx ≤ C1

∫
Ω

u(x)dx


2

+ C2

∫
Ω

|∇u|2dx, (22)

ñ ïîñòîÿííûìè Ci, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò u(x), à îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî ðàçìåðàìè îáëàñòè Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [8], ñ. 283, à ìû çäåñü ðàññìîò-

ðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé n = 1.
Ïóñòü Ω = (a, b), x, y ∈ (a, b). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî y < x. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ u ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x)− u(y) =
x∫
y
u′(t)dt.

Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè

u2(x)− 2u(x)u(y) + u2(y) =

 x∫
y
u′(t)dt


2
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è îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà, ïîëó÷èì

u2(x)− 2u(x)u(y) +u2(y) ≤ (x− y)
y∫
x

(u′(t))2dt ≤ (b− a)
b∫
a

(u′(t))2dt.

Òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî ïî x:
b∫
a
u2(x)dx− 2u(y)

b∫
a
u(x)dx + (b− a)u2(y) ≤ (b− a)2

b∫
a

(u′(t))2dt.

À òåïåðü ïî y:

(b− a)
b∫
a
u2(x)dx− 2

b∫
a
u(y)dy

b∫
a
u(x)dx + (b− a)

b∫
a
u2(y)dy

≤ (b− a)3
b∫
a

(u′(t))2dt.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé ïîëó÷èì

b∫
a
u2(x)dx ≤ 1

b− a

 b∫
a
u(x)dx


2

+
(b− a)2

2

b∫
a

(u′(x))2dx.

2.5 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî â
◦
W

1

2 (0, a) ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(u, v)1 =
a∫

0

(uv + u′v′)dx, (u, v)2 =
a∫

0

u′v′dx

ýêâèâàëåíòíû.
2. Äîêàçàòü, ÷òî â W 1

2 (a, b) ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(u, v)1 =
b∫
a

(uv + u′v′)dx, (u, v)2 =
b∫
a
u′v′dx +

b∫
a
udx

b∫
a
vdx

ýêâèâàëåíòíû.
3. à) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç

◦
W

1

2 (0, 1) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â (0, 1).
b) Âñÿêàÿ ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(x) íà îòðåçêå [0, 1], òàêàÿ

÷òî u(0) = u(1) = 0, ïðèíàäëåæèò
◦
W

1

2 (0, 1)?
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3 Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
Äèðèõëå

3.1 Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (Ω)

Â n-ìåðíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡ div(a(x)∇u)− c(x)u = f. (23)

� Ýòî ïîõîæå íà çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå, � ñêàçàë Ïåòð.
� Ñåé÷àñ ðàñøèôðóåì, � îòâåòèë Íèêîëàé. div � ýòî äèâåð-

ãåíöèÿ: åñëè êîìïîíåíòû bi(x) âåêòîðà b̄(x) = (b1(x), ..., bn(x))
èìåþò ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî

divb̄(x) =
n∑
i=1
bixi(x).

Íî ó íàñ âåêòîð ∇u = (ux1
, ..., uxn) åùå è óìíîæåí íà ñêàëÿðíóþ

ôóíêöèþ a(x). Ïîýòîìó

div(a(x)∇u) =
n∑
i=1

(a(x)uxi)xi.

Òî åñòü óðàâíåíèå (23) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ

n∑
i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑
i=1
bi(x)uxi + c(x)u = f (x),

ñ êîòîðûì ìû óæå âñòðå÷àëèñü, êîãäà èçó÷àëè êëàññèôèêàöèþ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
(Ñ ïîíÿòèÿìè ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ ìîæíî áëèæå ïîçíàêî-

ìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [2].)
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â (23) a(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Ω, òî ýòî

óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîå. À åñëè a = 1, c = 0, òî ýòî óðàâ-
íåíèå Ëàïëàñà! Ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è âûÿñíèëè, ÷òî íàéòè ðåøåíèå ýòèõ çà-
äà÷ â âèäå ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ íàì ìåòîäîâ ìîæ-
íî äàëåêî íå âñåãäà. Åñëè îáëàñòü Ω, âíóòðè èëè âíå êîòîðîé
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ìû èùåì ðåøåíèå, ïðîèçâîëüíà, òî íàéòè ðåøåíèå â ÿâíîì âè-
äå íå óäàñòñÿ íè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íè ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ãðèíà, íè ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ. Îäíàêî ïîñëåäíèé èç
ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû íå ìîæåì ïðåäúÿâèòü ôîðìó-
ëó ðåøåíèÿ. Íî èìåííî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
è åãî åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì â èññëåäîâàíèè êðàåâûõ
çàäà÷. Ïîýòîìó âìåñòî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèå âèäà (23). Ïðîèçâîëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ ïðåñå-
êàåò ïîïûòêè ïîëó÷èòü ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå è, õîòÿ ýòî óðàâíå-
íèå íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îáùèì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, íà åãî
ïðèìåðå óäîáíî èçó÷èòü ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàå-
âûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (Ω) ìîãóò ïîçâîëèòü íàéòè óñëîâèÿ íà
âõîäíûå äàííûå, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò è áîëåå ãëàäêîå ðåøå-
íèå.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a ∈ C1(Ω̄), a(x) ≥ a0 > 0 ∀x ∈ Ω,

c ∈ C(Ω̄).
Ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (23), åñëè â Ω îíà óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (23), à íà ãðàíèöå ∂Ω óñëîâèþ

u|∂Ω = ϕ(x). (24)

Ïóñòü u(x) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå
(23)�(24). Óìíîæèì ðàâåíñòâî (23) íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ

v ∈
·
C1 (Ω) è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî Ω. Òàê

êàê óðàâíåíèå çàïèñàíî â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, à v|∂Ω = 0, òî,
ïðèìåíèâ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî, ïîëó÷èì∫

Ω

(a(x)∇u∇v + c(x)uv)dx = −
∫
Ω

fvdx. (25)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ
êàæäîãî ñëàãàåìîãî ñóììû div(a(x)∇u) =

n∑
i=1

(a(x)uxi)xi, ïîëó÷èì

∫
Ω

(a(x)uxi)xivdx = −
∫
Ω

a(x)uxivxidx +
∫
∂Ω

a(x)uxivνids,
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ãäå νi � ýòî i-ÿ êîìïîíåíòà âíåøíåé íîðìàëè ν ê ïîâåðõíîñòè ∂Ω.
Òàê êàê â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

n∑
i=1
uxivxi = ∇u∇v, à íà ãðàíèöå

v(x) ðàâíà íóëþ, òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ è ïîëó÷èì (25).
Åñëè uxi ∈ L2(Ω), òî u ∈ W 1

2 (Ω) è òîæäåñòâî (25) áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé v ∈
◦
W 1

2 (Ω). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó

ñâîéñòâà ïëîòíîñòè
·
C1 (Ω) â

◦
W 1

2 (Ω) (ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ),

äëÿ ëþáîé v ∈
◦
W 1

2 (Ω) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vk ∈
·
C1

(Ω), ñõîäÿùàÿñÿ â íîðìå W 1
2 (Ω) ê v(x). Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

vk(x) ñïðàâåäëèâî (25). Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè
k →∞, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ.
Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê âûâîäó î òîì, ÷òî åñëè ïðàâàÿ

÷àñòü óðàâíåíèÿ, f (x), íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèåé, íî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Ω), òî êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (23)�(24) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(25) ïðè âñåõ v ∈
◦
W 1

2 (Ω).
Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (25) ñóùåñòâó-

åò è äëÿ u ∈ W 1
2 (Ω). Òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà

ðîëü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (ñóùåñòâîâàíèå äàæå îáîáùåííûõ
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ), íî òîò ôàêò, ÷òî (25)
èìååò ñìûñë è äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (Ω), ïîçâîëÿåò
ââåñòè îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ôóíêöèÿ u ∈ W 1

2 (Ω) íàçûâàåòñÿ îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (23)�(24), åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (24) è òîæäåñòâó (25) äëÿ âñåõ ôóíê-

öèé v ∈
◦
W 1

2 (Ω).
Çàìå÷àíèå. Åñëè ãðàíè÷íîå óñëîâèå îäíîðîäíîå, u|∂Ω = 0, òî

â îïðåäåëåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàåò ñèììåòðèÿ, òàê

êàê òåïåðü ôóíêöèÿ u ∈
◦
W 1

2 (Ω).
Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíî.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ôóíêöèÿ u ∈
◦
W 1

2 (Ω) íàçûâàåòñÿ îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå

div(a(x)∇u)− c(x)u = f, u|∂Ω = 0,
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åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (25) ïðè âñåõ v ∈
◦
W 1

2 (Ω).
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíôîðìàöèÿ î ãðàíè÷íîì óñëî-

âèè ñîäåðæèòñÿ â îïðåäåëåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ

âêëþ÷åíèÿ u ∈
◦
W 1

2 (Ω).

3.2 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé. Åãî ïðîñòîòà îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíàêîì c(x).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâè-

åì u|∂Ω = 0 è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c(x) ≥ 0 â Ω.
Òîãäà èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (25) ìîæíî ïðèíÿòü çà ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå. Áîëåå òîãî, ýòî íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v) ◦
W 1

2 (Ω)
=

∫
Ω

(a∇u∇v + cuv)dx

ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â
◦
W 1

2 (Ω).
(Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè c(x) ≥ 0 â Ω.)
Ïðàâàÿ ÷àñòü (25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

â L2(Ω), ïîýòîìó (25) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(u, v) ◦
W 1

2 (Ω)
= −(f, v)L2(Ω). (26)

� Àõ, åñëè áû è ñïðàâà áûëî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òîì æå

ïðîñòðàíñòâå
◦
W 1

2 (Ω)! � âîñêëèêíóë Ïåòð.
� Íî ýòî ìîæíî óñòðîèòü, � îòâåòèë Íèêîëàé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà Ô. Ðèññà:
Òåîðåìà Ðèññà. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíê-

öèîíàëà l, çàäàííîãî íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH, ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò h ∈ H òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ H
l(f ) = (f, h). Ïðè ýòîì ||h|| = ||f ||.
Òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííîì f ∈ L2(Ω) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå (f, v)L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì ôóíêöèîíàëîì,
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çàäàííûì íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
◦
W 1

2 (Ω), òî ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ F ∈
◦
W 1

2 (Ω) òàêàÿ, ÷òî

−(f, v)L2(Ω) = (F, v) ◦
W 1

2 (Ω)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî (f, v)L2(Ω) � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Ïðîâåðèì, ÷òî
îí îãðàíè÷åí. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áóíÿêîâñêîãî

|(f, v)L2(Ω)| ≤ ||f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) ≤ C||f ||L2(Ω)||v|| ◦
W 1

2 (Ω)
.

Âîò òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü (26) òàê:

(u, v) ◦
W 1

2 (Ω)
= (F, v) ◦

W 1
2 (Ω)

. (27)

Ñëåäîâàòåëüíî, â
◦
W 1

2 (Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò F
òàêîé, ÷òî u = F (â ñìûñëå ðàâåíñòâà ôóíêöèé â L2).
Òåîðåìà 3.2.1. Åñëè c(x) ≥ 0 â Ω, òî äëÿ ëþáîé f ∈ L2(Ω) ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ (23), óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîðîäíîìó ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ u|∂Ω = 0.
Åñëè c(x) íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, òî íè÷åãî íå ïîëó-

÷èòñÿ?
Ïîëó÷èòñÿ, íî ïîòðåáóåòñÿ ãîðàçäî áîëüøå óñèëèé. Íà÷íåì ñ

ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè.

3.3 Îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Âñïîìíèì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè è ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L ≡ div(a(x)∇)− c(x).
Íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ ôóíêöèÿ u(x) íàçûâàåòñÿ ñîá-

ñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà L, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
îäíîðîäíîé çàäà÷è

Lu = λu, x ∈ Ω, u|∂Ω = 0. (28)
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Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à u(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈
◦
W 1

2 (Ω).

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (28) íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ v ∈
◦
W 1

2 (Ω)
è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî

∫
Ω

(a∇u∇v + cuv)dx = −λ
∫
Ω

uvdx. (29)

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Íå ðàâíàÿ íóëþ ôóíêöèÿ u ∈
◦
W 1

2 (Ω) íàçû-
âàåòñÿ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
îïåðàòîðà L, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x)

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (29) ïðè âñåõ v ∈
◦
W 1

2 (Ω). ×èñëî λ íà-
çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.
Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ

äî ìíîæèòåëÿ: åñëè u(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþáî-
ãî, íå ðàâíîãî íóëþ ÷èñëà C, ôóíêöèÿ Cu(x) òàêæå ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íîðìèðîâàííûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||u||L2(Ω) = 1.
Ïðîäåëàåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå êàæóòñÿ íà ïåð-

âûé âçãëÿä íå âïîëíå îñìûñëåííûìè, íî âñêîðå áóäåò ïîíÿòíî,
÷òî îíè î÷åíü íóæíû.
Ïóñòü m = min

x∈Ω̄
c(x). Òîãäà c̃(x) = c(x) − m + 1 ≥ 1 â Ω è

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v)W 1
2 (Ω) =

∫
Ω

(a∇u∇v + c̃uv)dx (30)

ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíîìó. Òîæäåñòâî (29) ñ ó÷åòîì ïðîäåëàí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèîáðåòàåò âèä

∫
Ω

(a∇u∇v + c̃uv)dx + (m− 1)
∫
Ω

uvdx = −λ
∫
Ω

uvdx,

îòêóäà ïîëó÷èì âîò òàêîå ðàâåíñòâî:

(u, v)W 1
2 (Ω) = (λ−m + 1)(u, v)L2(Ω). (31)
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3.4 Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå
â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çíàêà c(x)

Ïóñòü òåïåðü óñëîâèå c(x) ≥ 0 íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà èíòåãðàë∫
Ω

(∇u∇v + cuv)dx íå ìîæåò ñëóæèòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Âîñïîëüçóåìñÿ ââåäåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ôóíêöèåé c̃(x) è
ïåðåïèøåì òîæäåñòâî (25) ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

Ω

[a(x)∇u∇v + c̃(x)uv]dx + (m− 1)
∫
Ω

uvdx = −
∫
Ω

fvdx.

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå âûøå çàìå÷àíèÿ, ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü òàê:

(u, v)W 1
2 (Ω) + (m− 1)(u, v)L2(Ω) = −(f, v)L2(Ω) (32)

Ê ñîæàëåíèþ, âòîðîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
íå ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ðèññà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîãî c(x). Ïðèäåòñÿ ïðèíÿòü ìåðû.
Òåîðåìà 3.4.1. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

A, äåéñòâóþùèé èç L2(Ω) â
◦
W 1

2 (Ω) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ L2(Ω),

äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ v ∈
◦
W 1

2 (Ω)

(u, v)L2(Ω) = (Au, v) ◦
W 1

2 (Ω)
; (33)

îïåðàòîð A èìååò îáðàòíûé A−1;

îïåðàòîð A, åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð èç
◦
W 1

2 (Ω) â
◦
W 1

2 (Ω),ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîëîæèòåëüíûì è âïîëíå
íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå ñôîðìóëèðîâàíû òðè óòâåðæäå-
íèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ âàæíî. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî óäîáíî
ðàçáèòü íà òðè øàãà.
1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (u, v)L2(Ω) äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàí-

íîé ôóíêöèè u ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî v ôóíêöèîíàëîì: l(v) =
(u, v)L2(Ω). Ýòîò ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî,

|l(v)| = |(u, v)L2(Ω)| ≤ ||u||L2(Ω)||v||L2(Ω) ≤ C||u||L2(Ω)||v||W 1
2 (Ω).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà (ñì. ñ. 38) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ U ∈
◦
W 1

2 (Ω) òàêàÿ, ÷òî l(v) = (U, v) ◦
W 1

2 (Ω)
äëÿ âñåõ v ∈

◦
W 1

2 (Ω).

Èòàê, äëÿ ôèêcèðîâàííîé u ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
U , êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó, îïèñàííîìó âûøå. Çàôèêñè-
ðîâàâ äðóãóþ ôóíêöèþ u, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ U ïî òîìó
æå ïðàâèëó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà L2(Ω) çàäàí îïåðàòîð, êîòîðûé
îáîçíà÷èì A, òàêîé, ÷òî Au = U è îí äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó (33).
Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A î÷åâèäíà. Ïîêàæåì, ÷òî îí îãðàíè÷åí.
Äåéñòâèòåëüíî,

||Au||W 1
2 (Ω) = ||U ||W 1

2 (Ω) = ||l|| ≤ C||u||L2(Ω).

�Ïîëåçíî âñïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà, åãî íîðìû, äà
è âñÿêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìû óæå èñïîëüçîâàëè è áóäåì èñïîëü-
çîâàòü â äàëüíåéøåì, � ñêàçàë Ïåòð. Íèêîëàé ñ íèì ïîëíîñòüþ
ñîãëàñèëñÿ.
2. Åñëè ïðè íåêîòîðîì u ∈ L2(Ω) Au = 0, òî â ñèëó ðàâåí-

ñòâà (33) (u, v)L2(Ω) = 0 äëÿ âñåõ v ∈
◦
W 1

2 (Ω). Òîãäà èç ñâîéñòâà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ u = 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé îïåðàòîð A−1.
3. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûé, åñëè åãî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð èç
◦
W 1

2 (Ω) â
◦
W 1

2 (Ω).
Èç (33) èìååì

(Au, v)W 1
2 (Ω)

a= (u, v)L2(Ω)
b= (v, u)L2(Ω)

a= (Av, u)W 1
2 (Ω)

b= (u,Av)W 1
2 (Ω).

� À ÷òî îçíà÷àþò áóêâû íàä çíàêàìè ðàâåíñòâ? � ñïðîñèë Ïåòð.
� ×òîáû ïîÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå êàæäîãî èç ðàâåíñòâ:
a � ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà, b � ïî ñâîéñòâó ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, � îòâåòèë Íèêîëàé.
� Êñòàòè, ìû âåäü äîãîâîðèëèñü, ÷òî ðàññìàòðèâàåì òîëüêî äåé-
ñòâèòåëüíûå ôóíêöèè?
� Ïî÷åìó òû ñïðàøèâàåøü? Ààà, ïîíÿë. Äà, ýòî âàæíî.
Èç (33) âûòåêàåò è ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà:

(Au, u)W 1
2 (Ω) = (u, u)L2(Ω) ≥ 0.
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Ïðè÷åì â ñèëó ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (u, u) = 0 òîëü-
êî ïðè u = 0.
Äîêàæåì òåïåðü î÷åíü âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâî îïå-

ðàòîðà A, à èìåííî, åãî ïîëíóþ íåïðåðûâíîñòü. Âîçüìåì ïðîèç-

âîëüíîå îãðàíè÷åííîå â
◦
W 1

2 (Ω) ìíîæåñòâî ôóíêöèé. Ýòî ìíîæå-
ñòâî êîìïàêòíî â L2(Ω) (òåîðåìà 2.1), à ýòî çíà÷èò, ÷òî èç ëþáîãî
åãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëü-
íóþ â L2(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk, k = 1, 2, ... Òàê êàê îïåðàòîð
A èç L2(Ω) îãðàíè÷åí è, â ñèëó ëèíåéíîñòè, íåïðåðûâåí, òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {Auk} ôóíäàìåíòàëüíà â
◦
W 1

2 (Ω). Òàêèì îáðàçîì,
îïåðàòîð A ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â êîìïàêòíîå è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
(Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ýòî ïîíÿòü, ïîëåçíî âñïîìíèòü îïðåäåëå-

íèÿ. Îòêðûâàåì êíèãó [9] è ÷èòàåì ãëàâó II, § 3, ï. 6 è 9.)
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å Äèðèõëå. Ìû îñòàíîâèëèñü íà ðàâåíñòâå

(32) è íå çíàëè, ÷òî äåëàòü äàëüøå, à èìåííî, êàê áûòü ñî âòîðûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ëåâîé åãî ÷àñòè.
� Òåîðåìà íàì ïîìîæåò! � âîñêëèêíóë Ïåòð.
È ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Â ñèëó òåîðåìû 3.4.1 è òåîðåìû Ðèññà

ðàâåíñòâî (32) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

(u, v)W 1
2 (Ω) + (m− 1)(Au, v)W 1

2 (Ω) = (F, v)W 1
2 (Ω). (34)

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü âñå ñëàãàåìûå ýòîãî ðàâåíñòâà ñóòü ñêàëÿð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó ìîæíî
ïðèìåíèòü ê íåìó ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

(u + (m− 1)Au− F, v)W 1
2 (Ω) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ v ∈
◦
W 1

2 (Ω). Ïîýòîìó èç íåãî
ñëåäóåò

u + (m− 1)Au = F. (35)

(Íàïîìíèì, ÷òî F = −Af .) Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè u(x)
óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ (35), òî âûïîëíÿåòñÿ òîæ-
äåñòâî (32), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (32) è (35) ýêâèâàëåíòíû.
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Òàê êàê îïåðàòîð A íå ïðîñòî êàêîé-íèáóäü, à âïîëíå íåïðå-
ðûâíûé, òî ê íåìó ïðèìåíèìû òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ÷èñëî 1−m íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A, òî â ñèëó âòîðîé òåîðåìû Ôðåäãîëü-
ìà [11] óðàâíåíèå (35) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè F ∈ L2(Ω).
Îáðàòèìñÿ ê îïðåäåëåíèþ îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ñðàâíåíèå ðàâåíñòâ (29) è (35) ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî 1−m ÿâ-
ëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íóëü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Äèðè-
õëå äëÿ îïåðàòîðà L. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.4.2. Åñëè íóëü íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

îïåðàòîðà L, òî äëÿ ëþáîé f ∈ L2(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Lu = f â
îáëàñòè Ω.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ÷èñëî 1 −m åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

÷èñëî îïåðàòîðà A, òî â ñèëó ÷åòâåðòîé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà
[11] äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (35) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (Af, uk)W 1

2 (Ω) = 0 äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé uk îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ìó ÷èñëó 1−m.
Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðàA ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíîñòü ôóíê-

öèé Af è uk â
◦
W 1

2 (Ω) ýêâèâàëåíòíà îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé f
è uk â L2(Ω).
Òåîðåìà 3.4.3. Åñëè íóëü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çà-

äà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà L, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (f, uk)L2(Ω) = 0 äëÿ âñåõ îáîá-
ùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé uk, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííî-
ìó çíà÷åíèþ λ = 0.

Ïðèìåðû
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå

uxx + uyy − (x + y)u = f (x, y), u|∂Ω = 0.

a) Ω = {(x, y) : 1 < x < 2, 1 < y < 3}.

44



Â ýòîì óðàâíåíèè c(x, y) = x+ y. Âûÿñíèì, êàêîé çíàê èìååò ýòà
ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñþäó â ðàññìàòðèâàå-
ìîé îáëàñòè c(x, y) > 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω)
çàäà÷à Äèðèõëå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
À åñëè îáëàñòü äðóãàÿ, íàïðèìåð,

b) Ω = {(x, y) : x2 + y2 < 1}.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ x+ y ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó íåëüçÿ ñðàçó ñäåëàòü âûâîä î ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ c̃(x, y) = x + y − m + 1, ãäå ìû ìîæåì

ïîëîæèòü m = −1. Òîãäà c̃(x, y) = x + y + 2. Îòñþäà x + y =
c̃(x, y)− 2. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå:

uxx + uyy − (x + y + 2)u + 2u = f (x, y).

Ââåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì èíòå-
ãðàëüíîå òîæäåñòâî
∫
Ω

(uxvv + uyvy + (x + y + 2)uv)dxdy − 2
∫
Ω

uvdxdy = −
∫
Ω

fvdxdy.

Áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Äè-

ðèõëå â êðóãå Ω : x2 + y2 < 1 ôóíêöèþ u ∈
◦
W 1

2 (Ω), êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òîæäåñòâó äëÿ ëþáîé v ∈
◦
W 1

2 (Ω). Ïåðâûé
èíòåãðàë â âûâåäåííîì òîæäåñòâå ïîçâîëÿåò ââåñòè ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â
◦
W 1

2 (Ω), ýêâèâàëåíòíîå ñòàíäàðòíîìó, à â ñèëó
òåîðåìû 3.4.1 ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùèé äëÿ íàøèõ öåëåé îïåðàòîð
A, è ìû ìîæåì ïåðåéòè ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

u− 2Au = −Af,

â êîòîðîì îïåðàòîð A âïîëíå íåïðåðûâíûé.
Ïåòð ñêàçàë: "Òåïåðü îñòàëîñü ñîâñåì íåìíîãî ñäåëàòü, ÷òîáû

äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ. Âñåãî-òî âûÿñíèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî 2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A èëè
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íåò. Â çàâèñèìîñòè îò îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ïðèìåíèì ëèáî óòâåð-
æäåíèå 1, ëèáî óòâåðæäåíèå 2, à çàòåì îäíó èç òåîðåì: 3.4.2 èëè
3.4.3".
À Íèêîëàé îòâåòèë: "Ëåãêî ñêàçàòü, íî êàê ìû âûÿñíèì, ÿâëÿ-

åòñÿ ëè 2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì èëè íåò? Íàâåðíîå, íóæíî
ïî÷èòàòü â î÷åðåäíîé ðàç [11]."
� Íî òàì æå ïðî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, à ó íàñ êàêîé-òî

îïåðàòîð A, � âîñêëèêíóë Ïåòð.
� Äà, íî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà � âïîëíå íåïðå-

ðûâíûé îïåðàòîð, � ñêàçàë Íèêîëàé.
� À åùå åñòü àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Íóæíî ïðî÷èòàòü

âíèìàòåëüíî è îáäóìàòü.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Êàê â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ïðîàíàëèçèðóéòå óñëî-

âèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå

uxx + uyy − (2x− y)u = f (x, y), u|∂Ω = 0,

a) Ω = {(x, y) : 1 < x < 2, 0 < y < 1},
b) Ω = {(x, y) : 0 < x < 2, 2 < y < 4}.

2. Ïóñòü u(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðè-
õëå äëÿ óðàâíåíèÿ ∆u−c(x) = f (x), c(x) ≥ 0 â Ω. Ïîêàæèòå, ÷òî
åñëè u ∈ C(Ω̄)∩C2(Ω), òî u(x) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì
çàäà÷è Äèðèõëå.
3. Ðàññìîòðèòå çàäà÷ó Äèðèõëå ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì äëÿ

óðàâíåíèÿ ∆u− 2(x− 1)u = f (x). Ïðèâåäèòå ïðèìåðû îáëàñòåé,
ãäå ýòà çàäà÷à áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà. (Çäåñü ïîä áåçóñëîâíîé ðàç-
ðåøèìîñòüþ ìû èìååì â âèäó ñëó÷àé îïðåäåëåííîãî çíàêà c(x).)
4. Îáäóìàéòå, êàê ìîæåò ïîìî÷ü àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà ïðè

èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå, åñëè â óðàâíåíèè
çíàê c(x) íå òîò, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íóþ áåçóñëîâíóþ
ðàçðåøèìîñòü.
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4 Îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

4.1 Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó
äëÿ îäíîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f (x, t). (36)

Çàäà÷à 4.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (36) â îáëàñòè
QT = (0, l)× (0, T ), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (37)

è êðàåâûì óñëîâèÿì

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (38)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a(x, t) > 0 âñþäó â Q̄T . Ýòî óñëîâèå
îáåñïå÷èâàåò ãèïåðáîëè÷íîñòü óðàâíåíèÿ (36). Òàê êàê êîýôôè-
öèåíòû óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíû, òî íåò íèêàêèõ íàäåæä íàéòè
ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ÿâíîì âèäå. Ïîýòîìó íàøåé öå-
ëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, à íå ïîèñê ôîð-
ìóëû ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàâ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, èíà-
÷å ãîâîðÿ, íàéäÿ óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, ïðè âûïîëíåíèè
êîòîðûõ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå ðåøåíèå, ìîæ-
íî ïåðåõîäèòü ê ïîèñêó ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Õîòÿ ïîñëåäíåå
âûõîäèò çà ðàìêè íàøèõ ðàçãîâîðîâ, è ìû íå áóäåì äåòàëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìåòîä, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ íà÷íåì
îáñóæäàòü, óêàæåò îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïîñòðîåíèÿ ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé.
Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ïðîâåäåì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
1. Ââåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.
2. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1
2 (QT ).
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3. Íàéäåì óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ îáîáùåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Ïðèñòóïèì ê ðåàëèçàöèè íàøåãî ïëàíà.
Íà÷íåì ñ âûâîäà òîæäåñòâà, íà êîòîðîì áóäåò îñíîâàíî îïðå-

äåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.
Ïóñòü u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è 4.1. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî u ∈ C2(QT ) ∩ C(Q̄T ), óäîâëåòâîðÿåò â QT óðàâíåíèþ (36), à
òàêæå íà÷àëüíûì è êðàåâûì óñëîâèÿì (37), (38). Óìíîæèì îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà (36) íà äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ v(x, t) òà-
êóþ, ÷òî v(x, T ) = 0, v(0, t) = v(l, t) = 0, è ïðîèíòåãðèðóåì ïî
îáëàñòè QT .

T∫
0

l∫
0

[utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u]vdxdt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è íå çàáûâàÿ
ïðî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè u(x, t)
è v(x, t). Ïîëó÷èì

T∫
0

l∫
0

uttvdxdt = −
T∫

0

l∫
0

utvtdxdt−
l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx;

−
T∫

0

l∫
0

(aux)xvdxdt =
T∫

0

l∫
0

auxvxdxdt

è ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

T∫
0

l∫
0

(−utvt+auxvx+cuv)dxdt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt+
l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx. (39)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâå (39) âñå èíòåãðàëû (êàê èíòåãðàëû Ëå-
áåãà) ñóùåñòâóþò, åñëè ôóíêöèè u(x, t) è v(x, t) ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó W 1

2 (QT ). Îáîçíà÷èì

W 1
2,0(QT ) = {u(x, t) : u ∈ W 1

2 (QT ), u(0, t) = 0, u(l, t) = 0},

Ŵ 1
2,0(QT ) = {v(x, t) : v ∈ W 1

2,0(QT ), v(x, T ) = 0}.
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Çàìåòèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî ut(x, 0) = ψ(x), îòðàæåíà â

ðàâåíñòâå (39) ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà
l∫
0
ψ(x)v(x, 0)dx.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ôóíêöèþ u ∈ W 1
2,0(QT ) áóäåì íàçûâàòü

îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è 4.1, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ u(x, 0) = ϕ(x) è òîæäåñòâó (39) äëÿ ëþáîé
v ∈ Ŵ 1

2,0(QT ).
Ïðèñòóïèì ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è â ïðîñòðàí-

ñòâå W 1
2 (QT ).

� Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó? � Ñïðîñèë Ïåòð.
� Íåò, ïîêà íå ìîæåì ýòî ñäåëàòü, � îòâåòèë Íèêîëàé.
�Ìû åùå íå çíàåì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êî-

ýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü, ìîæåò
áûòü, âîçíèêíóò óñëîâèÿ íà îáëàñòü. Â ó÷åáíèêàõ äåéñòâèòåëüíî,
ñíà÷àëà òåîðåìà, ïîòîì äîêàçàòåëüñòâî, íî òåîðåìà âïåðåä!
Ïîêà ìû íå èçó÷èì çàäà÷ó, óñëîâèÿ íå ìîãóò îòêóäà íè âîçü-

ìèñü ïîÿâèòüñÿ. Âîò ìû ñåé÷àñ êàê íàñòîÿùèå èññëåäîâàòåëè áó-
äåì ïûòàòüñÿ âûÿñíèòü, ÷òî íóæíî ïîòðåáîâàòü îò âõîäíûõ äàí-
íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðå-
øåíèå çàäà÷è 4.1, âñå ýòî çàôèêñèðóåì, à ïîòîì ñôîðìóëèðóåì
òåîðåìó.
Íà÷íåì ñ âîïðîñà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Òî÷íåå, âûÿñíèì,

ïðè âûïîëíåíèè êàêèõ óñëîâèé íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îä-
íîãî ðåøåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèáî îäíî, ëèáî íè îäíîãî.

4.2 Ðàçðåøèìîñòü ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è

Íà÷íåì èçó÷àòü âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ èññëåäîâàíèÿ
óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è 4.1: u1(x, t) è u2(x, t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ èç
ýòèõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (39)
T∫

0

l∫
0

(−u1tvt + au1xvx + cu1v)dxdt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt +
l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx,
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T∫
0

l∫
0

(−u2tvt + au2xvx + cu2v)dxdt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt +
l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx

è u1(x, 0) = ϕ(x), u2(x, 0) = ϕ(x). Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ôóíê-
öèÿ u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = 0 è
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt = 0. (40)

Åñëè íàì óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ðàçóìíûõ óñëî-
âèÿõ ýòî òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ u = 0, òî u1 = u2 è
åäèíñòâåííîñòü áóäåò óñòàíîâëåíà.
Òàê êàê òîæäåñòâî (40) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ v ∈ Ŵ 1

2,0(QT ), òî
ìû ìîæåì âûáðàòü îäíó èç âîçìîæíûõ. Âûáåðåì åå, ïîëîæèâ

v(x, t) =


t∫
τ
u(x, η)dη, 0 ≤ t ≤ τ,

0, τ ≤ t ≤ T

è ïîäñòàâèì â (40).
� Ïðèíàäëåæèò ëè ýòà ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâó Ŵ 1

2,0(QT )? �
ñïðîñèë Ïåòð.
� Äà ýòî ñîâñåì ïðîñòî ïîêàçàòü, � ñêàçàë Íèêîëàé, � ìû

âåäü ïðåäïîëîæèëè, ÷òî u ∈ W 1
2,0(QT ). Êñòàòè, èç ïðåäñòàâëåíèÿ

âèäíî, ÷òî vt(x, t) = u(x, t).
� Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ v(x, t) ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì ñ

ïåðåìåííûì ïðåäåëîì, à ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò t íå çàâè-
ñèò, � ñêàçàë Ïåòð.
(Ïîëåçíî óáåäèòüñÿ â ïðèíàäëåæíîñòè âûáðàííîé íàìè ôóíê-

öèè v(x, t) ïðîñòðàíñòâó Ŵ 1
2,0(QT ), èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ è ïðåä-

ñòàâëåíèå ôóíêöèè v(x, t).)
Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì:

−
T∫

0

l∫
0

utvtdxdt = −
τ∫

0

l∫
0

utudxdt,

−
τ∫

0

l∫
0

utudxdt =
τ∫

0

l∫
0

uutdxdt−
l∫

0

u2(x, τ )dx.
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Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èëè òàêîé æå èíòå-
ãðàë, ÷òî è â ëåâîé, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ïåðåíåñåì åãî
â ëåâóþ ÷àñòü. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëû âî âòîðîì èíòåãðàëå ïðàâîé
÷àñòè ìû ó÷ëè, ÷òî u(x, 0) = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

−
T∫

0

l∫
0

utvtdxdt = −1

2

l∫
0

u2(x, τ )dx.

Ðàññìîòðèì âòîðîé èíòåãðàë. Òàê êàê vt = u, òî

T∫
0

l∫
0

auxvxdxdt =
τ∫

0

l∫
0

avxtvxdxdt.

Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ÷àñòÿì

τ∫
0

l∫
0

avxtvxdxdt = −
τ∫

0

l∫
0

avxvxtdxdt−
τ∫

0

l∫
0

atv
2
xdxdt +

l∫
0

av2
x|
τ
0dx.

Îïÿòü â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åí òàêîé æå, êàê â ëåâîé, èíòåãðàë ñ
äðóãèì çíàêîì. Ìû åãî ïåðåíåñåì â ëåâóþ ÷àñòü. Ïðè ïîäñòàíîâ-
êå ïðåäåëîâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ó÷òåì, ÷òî vx(x, τ ) = 0, ÷òî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè v(x, t). Ïîëó÷èì

T∫
0

l∫
0

auxvxdxdt = −1

2

τ∫
0

l∫
0

atv
2
xdxdt−

1

2

l∫
0

a(x, 0)v2
x(x, 0)dx.

Ïðîäåëàâ ïîêà ôîðìàëüíî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ïðèøëè ê
íåîáõîäèìîñòè íàëîæèòü íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ íà êîýôôèöèåíò
a(x, t). Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü ïðîèçâîäíóþ

ïî ïåðåìåííîé t, ïðè÷åì òàêóþ, ÷òîáû èíòåãðàë
τ∫
0

l∫
0
atv

2
xdxdt ñó-

ùåñòâîâàë.
Áóäåì òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

a, at ∈ C(Q̄T ).

Âîò òàê è ïîÿâëÿþòñÿ ïîñòåïåííî óñëîâèÿ òåîðåìû.
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â

÷àñòíîì ñëó÷àå.
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Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè â ÷àñòíîì ñëó÷àå
Ïðåîáðàçîâûâàòü ëè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (40)? Íà âñÿêèé

ñëó÷àé ïðåîáðàçóåì, à ïîòîì ïîäóìàåì, ñòîèò ëè.

T∫
0

l∫
0

cuvdxdt =
τ∫

0

l∫
0

cvvtdxdt

= −1

2

τ∫
0

l∫
0

ctv
2dxdt− 1

2

l∫
0

cv2(x, 0)dx.

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ çàêîííîñòè ýòèõ äåéñòâèé íóæíî ïîòðåáîâàòü
ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ct(x, t). Íèæå óâèäèì,
÷òî íàì ïðèäåòñÿ åùå êîå-êàêèå óñëîâèÿ íàëîæèòü íà êîýôôèöè-
åíò c(x, t). Íî ÷åì ìåíüøå ìû òðåáóåì, òåì ëó÷øå, ïîýòîìó ïîñòà-
ðàåìñÿ îáîéòèñü áåç ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êàê � ñêîðî óâèäèì.
Èñïîëüçóÿ ïðîäåëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàïèøåì (40) ñ âû-

áðàííîé ôóíêöèåé v(x, t), óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà -2:

l∫
0

(u2(x, τ ) + a(x, 0)v2
x(x, 0) + c(x, 0)v2(x, 0))dx

+
τ∫

0

l∫
0

atu
2dxdt +

τ∫
0

l∫
0

ctv
2dxdt = 0. (41)

Èç ðàâåíñòâà (41) âèäíî, ÷òî åñëè c, ct ∈ C(Q̄T ), c(x, 0) ≥ 0,
ct(x, t) ≥ 0, at(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ Q̄T , òî u(x, τ ) = 0. Òàê êàê
τ ∈ [0, T ] ïðîèçâîëüíî, òî u(x, t) = 0 âî âñåé îáëàñòè QT . Îòñþ-
äà âûòåêàåò ðàâåíñòâî u1(x, t) = u2(x, t), à ýòî çíà÷èò, ÷òî íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ñòàëî áûòü, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Èòàê, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðíî óòâåðæäåíèå î

åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ (åñëè, êîíå÷íî, îíî ñóùå-
ñòâóåò).
Îäíàêî ýòè óñëîâèÿ ñëèøêîì æåñòêèå. Õîòåëîñü áû îñëàáèòü

èõ, îñîáåííî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà c(x, t) è
åãî ïðîèçâîäíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî âïîëíå ðåàëüíî. Íî ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

52



Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Ïîëó÷èòü òîæäåñòâî è äàòü îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è â îáëàñòè QT :

utt − (e(x+t)ux)x + x2u = 2t,

u(x, 0) = x(l − x), ut(x, 0) = 2x, u(0, t) = u(l, t) = 0,

QT = (0, l)× (0, T ).

2. Ìîæíî ëè äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ï. 1 îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì?
3. Ïîëó÷èòü òîæäåñòâî è äàòü îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è:

utt − (e−(x+t)ux)x − (x + t)u = 2t,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 2x, u(0, t) = u(2, t) = 0,

QT = (0, 2)× (0, T ).

4. Ìîæíî ëè äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ï. 3 îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì?
Ñ çàäà÷àìè 1 è 2 âñå ïðîñòî, è îòâåò íà âîïðîñ â çàäàíèè 2

"ìîæíî".
Ðàññìîòðèì çàäà÷è 3 è 4. Ïîëó÷èì òîæäåñòâî:

T∫
0

l∫
0

(−utvt + e−(x+t)uxvx − (x + t)uv)dxdt + 2
l∫

0

xe−xv(x, 0)dx

= 2
T∫

0

l∫
0

tv(x, t)dxdt.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ
è ðåàëèçóåì îïèñàííóþ âûøå ñõåìó ñ âûáðàííîé ôóíêöèåé v(x, t).
Ïîëó÷èì

l∫
0

(u2(x, τ ) + e−xv2
x(x, 0)− xv2(x, 0))dx−

τ∫
0

l∫
0

v2dxdt
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−
τ∫

0

l∫
0

e−(x+t)v2
xdxdt = 0,

è ìû óæå íå óâåðåíû, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ. Íî íåëüçÿ è ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû óâèäèì,
êàêèå óñëîâèÿ íà äàííûå çàäà÷è ãàðàíòèðóþò åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè â îáùåì ñëó÷àå
Âåðíåìñÿ ê òîæäåñòâó (40) è âûáðàííîé ôóíêöèè v(x, t), íî íå

áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé cuv. Ïåðåïèøåì
ðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ òîëüêî äâóõ
ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
l∫

0

[u2(x, τ ) + a(x, 0)v2
x(x, 0)]dx =

τ∫
0

l∫
0

atu
2dxdt− 2

τ∫
0

l∫
0

cuvdxdt. (42)

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíà, ïîýòîìó èç (42) âû-
òåêàåò íåðàâåíñòâî

l∫
0

[u2(x, τ ) + a(x, 0)v2
x(x, 0)]dx ≤

≤ |
τ∫

0

l∫
0

atu
2dxdt| + 2|

τ∫
0

l∫
0

cuvdxdt|. (43)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a, at, c ∈ C(Q̄T ) è íàïîìíèì, ÷òî a(x, t) >
0 ∀(x, t) ∈ Q̄T . Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a0, a1, c0, ÷òî
|at(x, t)| ≤ a1, |c(x, t)| ≤ c0, a(x, t) > a0. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷èì
èç (43)

l∫
0

(u2(x, τ ) + a(x, 0)v2
x(x, 0))dx ≤ a1

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt + 2c0

τ∫
0

l∫
0

|uv|dxdt.

(44)
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (44) îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâà Êîøè: 2|uv| ≤ u2 + v2, è òîãäà

2c0

τ∫
0

l∫
0

|uv|dxdt ≤ c0

τ∫
0

l∫
0

(u2 + v2)dxdt.
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Òåïåðü ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî èç ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè v(x, t).
Î÷åâèäíî,

v2(x, t) =

 t∫
τ
u(x, η)dη


2

.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ îöåíêè èí-
òåãðàëà:  t∫

τ
u(x, η)dη


2

≤ |t− τ ||
t∫
τ
u2(x, η)dη|.

Î÷åâèäíî, ÷òî |t− τ | ≤ τ, à òàê êàê ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî

|
t∫
τ
u2(x, η)dη| ≤

τ∫
0

u2(x, η)dη.

Òîãäà ïîëó÷èì

c0

τ∫
0

l∫
0

(u2 + v2)dxdt ≤ c0

τ∫
0

l∫
0

(u2 + τ
τ∫

0

u2dt)dxdt.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà,
ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâèâ èíòåãðàë ñóììû êàê ñóììó èíòåãðà-
ëîâ:

τ∫
0

l∫
0

τ
τ∫

0

u2dtdxdt.

Èçìåíèâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
τ∫
0
u2(x, t)dt íå

çàâèñèò îò t, ïîëó÷èì

τ∫
0

l∫
0

τ
τ∫

0

u2dtdxdt = τ 2
τ∫

0

l∫
0

u2dxdt.

Ïîñëå ïðîäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

l∫
0

(u2(x, τ ) + a(x, 0)v2
x(x, 0))dx ≤ C

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt, (45)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè C = a1 + c0(1 + τ 2).
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Íî ÷òî íàì äàåò ýòî íåðàâåíñòâî?
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëèò íàì ïðèìåíèòü ëåììó

Ãðîíóîëëà [3].
Ëåììà Ãðîíóîëëà.Ïóñòü ρ è σ - äâå íåîòðèöàòåëüíûå íåóáû-

âàþùèå ôóíêöèè. Òîãäà íåðàâåíñòâî

ρ(t) ≤ C
t∫

0

ρ(s)ds + σ(t)

âëå÷åò çà ñîáîé
ρ(t) ≤ eCtσ(t).

Çàìåòèì, ÷òî èç (45), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò

l∫
0

u2(x, τ )dx ≤ C
τ∫

0

l∫
0

u2dxdt. (46)

Òîãäà â ñèëó ëåììû Ãðîíóîëëà

l∫
0

u2(x, τ )dx ≤ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ρ(t) =
l∫
0
u2(x, τ )dx è çàìåòèì, ÷òî

â íàøåì ñëó÷àå σ(t) = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ ëåììû
Ãðîíóîëëà âûïîëíÿþòñÿ, íî òîãäà è âûâîä ëåììû ñïðàâåäëèâ.

Òàê êàê
l∫
0
u2(x, τ )dx íå ìîæåò áûòü ìåíüøå íóëÿ, òî åìó îñòàåòñÿ

òîëüêî áûòü ðàâíûì íóëþ. Íî òîãäà u(x, t) = 0 è, ñòàëî áûòü,
u1 = u2, ò.å. íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ðàçëè÷-
íûõ ðåøåíèé îäíîé è òîé æå çàäà÷è íåâåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îä-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 4.1.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîâåäåì ïî ñëåäóþ-

ùåé ñõåìå.
1. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìå-

òîäîì Ãàëåðêèíà.
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2. Ïîëó÷èì îöåíêè, ïîçâîëÿþùèå âûäåëèòü èç ïîñòðîåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
3. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë âûäåëåííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

åñòü èñêîìîå îáîáùåííîå ðåøåíèå.
Ïðèñòóïèì ê ðåàëèçàöèè íàøåãî ïëàíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îäíîðîäíû: u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0. Ýòî
ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, òàê êàê ìû âñåãäà
ìîæåì ïåðåéòè ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè, åñëè ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, ïîëîæèâ v(x, t) =
u(x, t)−ϕ(x)− tψ(x). Â ñèëó óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ϕ(0) = ϕ(l) =
0, ψ(0) = ψ(l) = 0 êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè v(x, t) îñòàíóòñÿ îäíîðîäíûìè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå çíà÷è-
òåëüíî óïðîñòèò âûêëàäêè.
1-é øàã. Îáîçíà÷èì wk(x) ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé,

ïðèíàäëåæàùèõ C2[0, l] è óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
wk(0) = wk(l) = 0, ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ è ïîëíóþ â W 1

2 (0, l).
� Ñêîëüêî óñëîâèé! Íàéäåòñÿ ëè òàêàÿ ñèñòåìà? � ñïðîñèë

Ïåòð.
� Íàéäåòñÿ, � îòâåòèë Íèêîëàé. � Âîò ñìîòðèòå, Ïåòð, òåî-

ðåìà 4 íà ñ.142 [9] î ñåïàðàáåëüíîñòè W 1
2 (Ω) äàåò îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ.
Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 4.1 â âèäå

um(x, t) =
m∑
k=1

ck(t)wk(x)

èç ñîîòíîøåíèé

l∫
0

(umtt − (aumx )x + cum)wj(x)dx =
l∫

0

fwjdx. (47)

Ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü âòîðîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè
(47), ó÷òÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé wk(x), è çàïèñàòü òàê:

l∫
0

(umttwj + aumx w
′
j + cumwj(x))dx =

l∫
0

fwjdx.

Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî ñóììó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò um(x, t),
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è ïîëó÷èì

l∫
0

[
m∑
k=1

c′′k(t)wk(x)wj(x) + a(x, t)
m∑
k=1

ck(t)w
′
k(x)w′j(x)

+c(x, t)
m∑
k=1

ck(t)wk(x)wj(x)]dx =
l∫

0

f (x, t)wj(x)dx.

Òàê êàê ñóììû êîíå÷íûå, òî ìîæåì áåç ïðîáëåì ïîìåíÿòü ïîðÿ-
äîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ:

m∑
k=1

c′′k(t)
l∫

0

wk(x)wj(x)dx

+
m∑
k=1

ck(t)
l∫

0

[a(x, t)w′k(x)w′j(x) + c(x, t)wk(x)wj(x)]dx

=
l∫

0

f (x, t)wj(x)dx.

Îáîçíà÷èì

fj(t) =
l∫

0

f (x, t)wj(x)dx, Akj =
l∫

0

wk(x)wj(x)dx,

Bkj(t) =
l∫

0

[a(x, t)w′k(x)w′j(x) + c(x, t)wk(x)wj(x)]dx.

Òîãäà ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ òàê:

m∑
k=1

Akjc
′′
k(t) +

m∑
k=1

Bkj(t)ck(t) = fj(t). (48)

� Òàê ýòî æå ñèñòåìà ñàìûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé! � âîñêëèêíóë Ïåòð.
� Äà, è ìû ìíîãîå î íåé çíàåì, � äîáàâèë Íèêîëàé,
� îíà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.
� Ïî÷åìó? � ñïðîñèë Ïåòð.
� À ïîòîìó, ÷òî ìû âûáðàëè ïðàâèëüíî ôóíêöèè wk(x), îíè

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. À åñëè ïîñìîòðåòü íà ìàòðèöó ïðè ñòàðøèõ
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ïðîèçâîäíûõ, òî âèäíî, ÷òî ýòî ìàòðèöà Ãðàììà, à îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû Ãðàììà îòëè÷åí îò íóëÿ ([9], ñ. 216).
Ê ýòîé ñèñòåìå ìîæíî äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ck(0) = 0, c′k(0) = 0, (49)

êîòîðûå ÿâëÿþòìÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâ

um(x, 0) = 0, umt (x, 0) = 0.

Òîãäà (48)-(49) � çàäà÷à Êîøè. Â ñèëó óñëîâèé íà êîýôôèöèåò-
íû è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (36) êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (48)
îãðàíè÷åíû, à ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò L1(0, T ). Òîãäà ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè óòâåðæäåíèÿìè òåîðèè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ñèëó êîòîðûõ çàäà÷à Êî-
øè (48)-(49) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ck(t) [12] äëÿ ëþáîãî
m. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
um(x, t) ïîñòðîåíà.
2-é øàã. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðà-

íè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (QT ).

Óìíîæèì (47) íà c′j(t), ïðîñóììèðóåì ïî j îò 1 äî m, à çàòåì
ïðîèíòåãðèðóåì ïî (0, τ ). Ïîëó÷èì

τ∫
0

l∫
0

(umttu
m
t + aumx u

m
xt + cumumt )dxdt =

τ∫
0

l∫
0

fumt dxdt.

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè. Ïîëó÷èì

1

2

l∫
0

[(umt (x, τ ))2 + a(umx (x, τ ))2]dx +
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt

−1

2

τ∫
0

l∫
0

at(u
m
x )2dxdt =

τ∫
0

l∫
0

fumt dxdt.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìû ó÷ëè, ÷òî umt (x, 0) = 0, umx (x, 0) = 0. Çà-
ïèøåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â óäîáíîé äëÿ âûâîäà îöåíîê ôîðìå

l∫
0

[(umt (x, τ ))2 + a(umx (x, τ ))2]dx = −2
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt
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+
τ∫

0

l∫
0

at(u
m
x )2dxdt + 2

τ∫
0

l∫
0

fumt dxdt. (50)

Ëåâàÿ ÷àñòü (50) íåîòðèöàòåëüíà, è èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

l∫
0

[(umt (x, τ ))2 + a(umx (x, τ ))2]dx ≤ 2|
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt|

+
τ∫

0

l∫
0

|at|(umx )2dxdt + 2|
τ∫

0

l∫
0

fumt dxdt|. (51)

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòà c(x, t) è íåðàâåíñòâà Êîøè

2|
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt| ≤ c0

τ∫
0

l∫
0

[(um)2 + (umt )2]dxdt,

2|
τ∫

0

l∫
0

fumt dxdt| ≤
τ∫

0

l∫
0

(umt )2dxdt +
τ∫

0

l∫
0

f 2dxdt.

Òàê êàê um(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è u(x, 0) = 0, òî åå ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â èíòåãðàëüíîé ôîðìå um(x, t) =
t∫
0
umt dt, îòêóäà,

ïðèìåíèâ äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
è ó÷òÿ, ÷òî t ≤ τ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(um(x, t)2 ≤ τ
τ∫

0

(umt )2dt.

Ïðèáàâèâ åãî ê îáåèì ÷àñòÿì (51), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

k0

l∫
0

[(um(x, τ ))2 + (umt (x, τ ))2 + (umx (x, τ ))2]dx

≤ k1

τ∫
0

l∫
0

[(um)2 + (umt )2 + (umx )2]dxdt +
τ∫

0

l∫
0

f 2(x, t)dxdt,

ãäå k0 = min{1, a0}, k1 = max{c0(1 + τ 2) + 1, a1}. Ïðèìåíèì
ê ýòîìó íåðàâåíñòâó ëåììó Ãðîíóîëëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî τ ≤ T,
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ïîëó÷èì
l∫

0

[(um(x, τ ))2 + (umt (x, τ ))2 + (umx (x, τ ))2]dx

≤ (k0)
−1e

k1
k0
T

T∫
0

l∫
0

f 2(x, t)dxdt. (52)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (52) ïî (0, T ), ïîëó÷èì

||um||2W 1
2 (QT ) ≤ T (k0)

−1e
k1
k0
T ||f ||2L2(QT ),

îòêóäà â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè f ∈ L2(QT ) ñëåäóåò

||um||W 1
2 (QT ) ≤ K, (53)

ãäå K =

√
T (k0)−1e

k1
k0
T ||f ||L2(QT ) è íå çàâèñèò îò m.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um(x, t)} îãðàíè÷åíà
â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (QT ). Òàê êàê W 1
2 (QT ) ãèëüáåðòîâî, òî (ñì.

òåîðåìó 2.2) îãðàíè÷åííîå â íåì ìíîæåñòâî ñëàáî êîìïàêòíî.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {um(x, t)} ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó
ýëåìåíòó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñîõðàíèì çà âûäåëåííîé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêîñòè òî æå îáîçíà÷åíèå,
à ïðåäåë åå îáîçíà÷èì u(x, t).
3-é øàã. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë âûäåëåííîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, u(x, t), è åñòü èñêîìîå îáîáùåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî
íàì íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u(x, 0) = 0 è òîæäåñòâó (39) äëÿ ëþáîé
v ∈ Ŵ 1

2,0(QT ). Äëÿ ýòîãî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî òåì,
÷òî äîêàçàíî âûøå, à òàêæå èçâåñòíûìè ôàêòàìè èç êóðñîâ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
1. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ um(x, t) èç ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (47) (äëÿ âñåõ j îò 1 äî m).
Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà dj(t) ∈ W 1

2 (0, T ), òàêóþ,
÷òî dj(T ) = 0, ïðîñóììèðóåì ïî j îò 1 äî m, à çàòåì ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî (0, T ). Ïîëó÷èì, ïðîèíòåãðèðîâàâ âòîðîå ñëàãàåìîå,
T∫

0

l∫
0

umtt m∑
l=1
dj(t)wj(x) + aumx

m∑
l=1
dj(t)w

′
j(x) + cum

m∑
l=1
dj(t)wj(x)

 dxdt
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=
T∫

0

l∫
0

f (x, t)
m∑
l=1
dj(t)wj(x)dxdt.

Îáîçíà÷èì η(x, t) =
m∑
j=1

dj(t)wj(x). Òîãäà ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ìîæåò áûòü çàïèñàíî
òàê:

T∫
0

l∫
0

(−umt ηt + aumx ηx + cumη) dxdt =
T∫

0

l∫
0

f (x, t)η(x, t)dxdt. (54)

2. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um(x, t)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê u(x, t).
Ïåðåéäåì â (54) ê ïðåäåëó ïðè ôèêñèðîâàííîé η(x, t). Ïîëó÷èì

T∫
0

l∫
0

(−utηt + auxηx + cuη) dxdt =
T∫

0

l∫
0

f (x, t)η(x, t)dxdt. (55)

Î÷åíü ïîõîæå íà (39), íî íå îíî, òàê êàê (55) âûïîëíÿåòñÿ ÍÅ
ÄËß ÂÑÅÕ v ∈ Ŵ 1

2,0(QT ), êàê òðåáóåò îïðåäåëåíèå, à òîëüêî äëÿ

η(x, t) =
m∑
l=1
dl(t)wl(x). ÍÎ:

3. Â ñèëó òåîðåìû 2.3 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òîìíîæåñòâî ôóíê-
öèé âèäà

η(x, t) =
m∑
j=1

dj(t)wj(x)

âñþäó ïëîòíî â Ŵ 1
2 (QT ). Íî òîãäà (55) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

v ∈ Ŵ 1
2,0(QT ). Î÷åâèäíî, u(x, 0) = 0, ñòàëî áûòü, âûïîëíÿþòñÿ âñå

óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 4.1.
Ââåñòè îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî è äëÿ çàäà÷

ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, ñ óñëîâèÿìè Íåéìà-
íà íà áîêîâîé ãðàíèöå, ñ óñëîâèÿìè óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ, è äà-
æå ñ ãîðàçäî áîëåå îáùèìè óñëîâèÿìè. Îäíàêî íóæíî ïîìíèòü,
÷òî îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøå-
íèÿ íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ôîðìàëüíî.
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4.3 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

ñ ïîäñêàçêàìè è êîììåíòàðèÿìè

1. Äàòü îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî
ïðîñòðàíñòâó W 1

2 (QT ), ãäå QT = (0, l) × (0, T ), âòîðîé êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f (x, t),

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0.

2. Íàéòè óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
èç ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (QT ) âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è.
3. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âòîðîé êðàå-

âîé çàäà÷è. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, îáåñïå-
÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
W 1

2 (QT ).
4. Äàòü îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî

ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (QT ), ãäå QT = (0, l) × (0, T ), òðåòüåé êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f (x, t),

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),

ux(0, t) + γ1u(0, t) = 0, ux(l, t) + γ2u(l, t) = 0.

5. Íàéòè óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
èç ïðîñòðàíñòâàW 1

2 (QT ) òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è. (Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå íà çíàêè γ1, γ2.)
6. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ òðåòüåé êðàå-

âîé çàäà÷è. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, îáåñïå-
÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
W 1

2 (QT ).
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Ñíà÷àëà Ïåòðó è Íèêîëàþ ïîêàçàëîñü, ÷òî çàäà÷è î÷åíü òðóä-
íûå. Îíè íåìíîãî ïîäóìàëè, ïîòîì åùå íåìíîãî, è ïîíÿëè, ÷òî
îíè ñìîãóò ðåøèòü ýòè çàäà÷è, åñëè êàê ñëåäóåò èçó÷àò èçëî-
æåííîå âûøå: êàê ââåñòè ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è, êàê äîêàçàòü åå îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü, êàê
âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè æå ìåòîäàìè, íî äëÿ äðóãèõ çàäà÷. Ðà-
çóìååòñÿ, íóæíî áûòü î÷åíü âíèìàòåëüíûìè è âîâðåìÿ óâèäåòü,
÷åì îòëè÷àþòñÿ çàäà÷è 1 è 4 îò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è è êàê ýòè
îòëè÷èÿ âëèÿþò íà ðåàëèçàöèþ ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøè-
ìîñòè.
Ïåòð èññëåäîâàë çàäà÷ó 1. Ñíà÷àëà îí ïîëó÷èë âîò òàêîå ðà-

âåíñòâî:
T∫

0

l∫
0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt +
l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx

è óäèâèëñÿ: îíî òàêîå æå, êàê è òî, êîòîðîå ïîëó÷èëè ïðè èññëå-
äîâàíèè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è. Íî Íèêîëàé âñå îáúÿñíèë.
� Òàê êàê êðàåâûå óñëîâèÿ òåïåðü ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, òî

èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå ýòè ôóíêöèè, îáðàòèëèñü â íóëü áåç ïî-
ìîùè ôóíêöèè v(x, t), îò êîòîðîé òåïåðü ìîæíî òðåáîâàòü ëèøü
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ v(x, T ) = 0, à óñëîâèÿ v(0, t) = 0, v(l, t) = 0
íå íóæíû, â îòëè÷èå îò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïîýòîìó ïîëó÷è-
ëîñü òàêîå æå ðàâåíñòâî, êàê è (39).
� À ïî÷åìó ìû õîòèì, ÷òîáû ýòè èíòåãðàëû îáðàòèëèñü â íóëü,

÷åì îíè íàì ìåøàþò? � ñïðîñèë Ïåòð?
Íåìíîãî ïîäóìàâ, Ïåòð è Íèêîëàé ïîíÿëè, ïî÷åìó. Òàê êàê öå-

ëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòü îáîáùåííîå ðåøåíèå èç ïðîñòðàíñòâà
W 1

2 (QT ), òî ïî ïðàâèëàì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ãàðàíòèðî-
âàòü ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî ñëåäà èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå

îáëàñòè, à íå ñëåäà ïðîèçâîäíîé. Åñëè îáà èíòåãðàëà,
T∫
0
ux(0, t)dt,

T∫
0
ux(l, t)dt, ïîëó÷åííûå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñëàãàå-

ìîãî
T∫
0

l∫
0
(aux)xvdxdt îñòàíóòñÿ â ðàâåíñòâå, íà êîòîðîì áóäåò áà-

çèðîâàòüñÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, òî ìû íå ñìîæåì
äàòü êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå è íå áóäåì çíàòü, ÷òî äåëàòü ñ èí-
òåãðàëàìè ïî ãðàíèöå.
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− Òàê çíà÷èò íàì î÷åíü ïîâåçëî è ñ äðóãèì ñëàãàåìûì:

T∫
0

l∫
0

uttvdxdt = −
T∫

0

l∫
0

utvtdxdt +
l∫

0

ut(x, 0)v(x, 0)dx,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû "ñïðÿòàëè" ut(x, 0) â ðàâåíñòâî, òàê êàê
ïî óñëîâèþ ut(x, 0) = ψ(x), è åñëè ψ ∈ L2(0, l), òî ïîëó÷åííûé
èíòåãðàë ïî (0, l) ñóùåñòâóåò.
Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü îïðåäåëåíèå.
Ôóíêöèþ u ∈ W 1

2 (QT ) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ðåøåíè-
åì âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ u(x, 0) = ϕ(x) è òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt +
l∫

0

ψ(x)v(x, 0)dx

äëÿ ëþáîé v ∈ Ŵ 1
2 (QT ).

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî òîæäåñòâî â ýòîì îïðå-
äåëåíèè ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâîì (39), íî ïðîñòðàíñòâî äðóãîå!
Íó íå ñîâñåì äðóãîå, ïðîñòî ôóíêöèè u(x, t), v(x, t) òåïåðü íå
îáðàùàþòñÿ â íóëü íà áîêîâîé ãðàíèöå, ïîýòîìó â îáîçíà÷åíèè
ïðîñòðàíñòâà íåò íîëèêà ñïðàâà.
Òåïåðü ìîæíî ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè âòîðîé

êðàåâîé çàäà÷è, îáðàùàÿ âíèìàíèå íà äåòàëè, êîòîðûå Ïåòð è
Íèêîëàé ïîäðîáíî îáñóäèëè ïðè ïîëó÷åíèè òîæäåñòâà, íà êîòî-
ðîì áàçèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.
Ðàññìîòðèì çàäà÷è 5 è 6, íî â î÷åíü ïðîñòîì ñëó÷àå, à èìåííî

áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

utt − a2uxx = f (x, t), a = const.

Òîæäåñòâî, íà êîòîðîì áóäåò áàçèðîâàòüñÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ, òàêîâî:

T∫
0

l∫
0

(−utvt + a2uxvx)dxdt− γ1

T∫
0

a2u(0, t)v(0, t)dt

+γ2

T∫
0

a2u(l, t)v(l, t)dt =
T∫

0

l∫
0

fvdxdt.
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Ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà γi ðåøåíèå áóäåò
åäèíñòâåííûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ðå-
ùåíèÿ, u1(x, t) è u2(x, t), à ôóíêöèþ v(x, t) âîçüìåì òàêîé æå, êàê
è âûøå, ò.å.

v(x, t) =


t∫
τ
u(x, η)dη, 0 ≤ t ≤ τ,

0, τ ≤ t ≤ T.

Òîãäà ïîñëå èçâåñòíûõ óæå ïðåîáðàçîâàíèé, èíòåãðèðóÿ ïî ÷à-
ñòÿì, ïîëó÷èì äëÿ u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t)

l∫
0

[u2(x, τ ) + a2v2
x(x, 0)]dx− γ1v

2(0, 0) + γ2v
2(l, 0) = 0.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè γ1 < 0, γ2 > 0, òî u(x, t) = 0 è, ñòà-
ëî áûòü, íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ òðåòüåé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ñëó÷àå áîëåå

îáùåãî óðàâíåíèÿ íóæíî ïðîäåëàòü îöåíêè, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå
äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, íî óñëîâèÿ íà çíàêè γi îñòàíóòñÿ
òàêèìè æå.
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò îäèí èç

ýòàïîâ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà-
÷è ìû ïåðåõîäèì ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñìîòðèì, êàê ýòî äåëàåòñÿ. Áóäåì
èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû. Èùåì ðåøåíèå â âèäå

um(x, t) =
m∑
k=1

ck(t)wk(x)

èç ñîîòíîøåíèé

l∫
0

(umtt − a2umxx)wj(x)dx =
l∫

0

fwjdx.

Ïóñòü m = 2. Òîãäà ìû ñìîæåì ëåãêî çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíå-
íèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäåëàâ âñå äåéñòâèÿ, îïèñàííûå âûøå äëÿ
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îáùåãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì


c′′1(t)
l∫
0
w2

1(x)dx + c′′2(t)
l∫
0
w2(x)w1(x)dx + c1(t)a

2
l∫
0
(w′1(x))2dx

+c2(t)a
2
l∫
0
w′2(x)w′1(x)dx = f1(t),

c′′1(t)
l∫
0
w1(x)w2(x)dx + c′′2(t)

l∫
0
w2

2(x)dx + c1(t)a
2
l∫
0
w′1(x)w′2(x)dx

+c2(t)a
2
l∫
0
(w′2(x))2dx = f2(t).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé wk(x) âûáðàíà, òî ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì
âèäå. À åñëè ôóíêöèè wk(x) îðòîãîíàëüíû, òî ïîëó÷èòñÿ åùå ïðî-
ùå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

l∫
0

w2(x)w1(x)dx = 0.

Îñòàíîâèìñÿ çäåñü íà îáñóæäåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷, èíà÷å áóäåò
íåèíòåðåñíî ðåøàòü îñòàëüíûå.
− Íî êàê ðàç ñåé÷àñ è ñòàëî èíòåðåñíî! Ìû ïîçíàêîìèëèñü

òîëüêî ñ íåêîòîðûìè óðàâíåíèÿìè, çàäà÷àìè è ìåòîäàìè, à âåäü
åñòü åùå ìíîãî äðóãèõ.
− Äà, ðàçóìååòñÿ, íî ìû òåïåðü çíàåì, â êàêèõ êíèãàõ ìîæíî

ïðî÷èòàòü òî, î ÷åì íå ãîâîðèëîñü â ýòîì ïîñîáèè. È âîò åùå
îäíà êíèãà, î êîòîðîé íóæíî ñêàçàòü: Ë.Ê. Ýâàíñ, Óðàâíåíèÿ
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè [18]. Â ïðåäèñëîâèè àâòîð ïèøåò î
ïðèíöèïàõ, êîòîðûõ ïðèäåðæèâàëñÿ ïðè íàïèñàíèè êíèãè, è ìû
èõ çäåñü ïðèâåäåì, íî â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ.
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Ïðèíöèïû Ë.Ê. Ýâàíñà

à. Òåîðèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (áîëüøåé ÷à-
ñòüþ) íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñëó÷àåì äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

b. Ìíîãèå èíòåðåñíûå óðàâíåíèÿ - íåëèíåéíû.

c. Ïîíÿòèå îáîáùåííûõ ðåøåíèé - ôóíäàìåíòàëüíî.

d. Òåîðèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íå ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

e. Îáîçíà÷åíèÿ - ýòî êîøìàð.

f. Õîðîøàÿ òåîðèÿ òàê æå ïîëåçíà, êàê òî÷íûå ôîðìóëû.

È íåñêîëüêî ñëîâ îò àâòîðà.
Íàäåþñü, ìíîãèå ñî ìíîé ñîãëàñÿòñÿ, ÷òî ìàòåìàòèêà è ìóçûêà

î÷åíü áëèçêè ìåæäó ñîáîé. Èõ îáúåäèíÿåò óðîâåíü àáñòðàêöèè è
âçàèìîïðîíèêíîâåíèå: íàïðèìåð, çâóê - ýòî ðåçóëüòàò ïðîöåññà
êîëåáàíèé, à ðåøåíèå õîðîøåé çàäà÷è ìîæíî ñðàâíèòü ñ ôóãàìè
Áàõà. Åñëè æå ãîâîðèòü î íîâûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå åùå íèêòî íå
ðåøàë, à ìû âçÿëèñü çà ýòî äåëî, è íàì íóæíî ñàìèì ïðèäóìàòü,
êàê ðåøèòü è îáîñíîâàòü ðåøåíèå, ïðè ýòîì ìû ìîæåì ïîëüçî-
âàòüñÿ è èçâåñòíûìè ìåòîäàìè, òî âîçíèêàåò àíàëîãèÿ ñ äæàçîì.
Äæàçîâûå êîíöåðòû, êîòîðûå îðãàíèçîâûâàë è ïðîâîäèë èçâåñò-
íûé äæàçîâûé ïèàíèñò Äàíèèë Êðàìåð, ïî òðàäèöèè çàêàí÷è-
âàëèñü òàêîé åãî ôðàçîé: "Åñëè âàì ýòî ïîíðàâèëàñü, ïðèõîäèòå
åùå!"
Åñëè âàì ïîíðàâèëèñü óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè, ÷èòàéòå êíèãè è ðåøàéòå çàäà÷è!
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