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ВВЕДЕНИЕ 
 

анное учебное пособие по математике предназначено для само-
стоятельного изучения студентами всех форм обучения, обу-
чающимися по специальностям экономического и управленче-

ского профилей. Основная задача, которая ставилась при составлении по-
собия, – помочь студенту самостоятельно освоить систему основных мате-
матических понятий, определений и обозначений, широко используемую в 
современной экономической литературе, которая в значительной мере ма-
тематизирована; дать основные формулировки и представления о таких 
разделах математики, которые постоянно используются в экономических 
исследованиях, но которые либо слабо освещены, либо вовсе не упомина-
ются в математических учебниках для студентов гуманитарных специаль-
ностей вузов. Для усвоения материала пособия вполне достаточно матема-
тических знаний в объеме средней школы. Пособие может быть рекомен-
довано студентам младших курсов при освоении курса математики, сту-
дентам старших курсов при написании курсовых и дипломных работ, а 
также просто с целью усвоения математического аппарата для того, чтобы 
начать работу с первоисточниками по экономическому анализу. Это изда-
ние не рассматривается как пособие по всему курсу высшей математики 
для указанных специальностей; скорее, это дополнение к тем немногим 
современным учебникам по математическим дисциплинам, которые ис-
пользуются при изучении курса. Пособие не содержит разделов математи-
ки, ясное изложение которых можно найти в большинстве математических 
учебников (например, матричную алгебру), равно как и разделов, исполь-
зуемых при изучении курса "Эконометрика" (теория вероятностей и мате-
матическая статистика).  

В пособии затронут достаточно широкий спектр математических по-
нятий. Материал дается по возможности строго (и одновременно облег-
ченно), с пояснениями, примерами и комментариями, без доказательств и 
без дополнительных непринципиальных подробностей, однако и без из-
лишних упрощений, обычно допускаемых в математических учебниках 
для гуманитарных специальностей. 

Пособие включает в себя пять разделов. В первом разделе вводятся 
основные понятия и обозначения, которые большинству читателей уже 
знакомы. В остальных четырех разделах излагается материал, связанный с 
понятием евклидова пространства, различными свойствами функций, 
квадратичными функциями и функциями специального вида (вогнутые и 
квази-вогнутые функции). По ходу изложения приводятся различные при-
меры. В конце пособия приведены задачи для самопроверки.  
 

Д 
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1. БАЗОВЫЕ ПОНЯТИЯ 
И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

 
 

1.1. Множества 
 

онятие множества является одним из основных в математике. 
Оно принадлежит к так называемым первичным, неопределяе-
мым понятиям. В качестве синонимов слову множество часто 

используются слова семейство, совокупность, система, набор, класс. 
Множество может содержать конечное или бесконечное число произволь-
ных объектов. Например, множество присутствующих в аудитории сту-
дентов, совокупность живущих сегодня на Земле людей, все выпущенные 
Волжским автозаводом в прошлом году автомобили, система трех уравне-
ний с тремя неизвестными, множество всех вещественных чисел, семейст-
во звезд в созвездии, все положительные целые числа, – все это может 
служить примерами множеств.  

Объекты, из которых состоит множество, называются его элементами 
(или точками). Если x является элементом множества S, то это записыва-
ется как x ∈ S (x принадлежит S), где "∈" – символ принадлежности к мно-
жеству. Если x не принадлежит множеству S, то это записывается так: x∉S 
(x не принадлежит S). Множество может быть представлено при помощи 
фигурных скобок {} перечислением его элементов. Например, множество, 
состоящее из трех целых чисел 3, 8 и 42, может быть записано как {3, 8, 
42}. Описание множества также может выглядеть следующим образом: 

 
{x : P(x)} или {x  P(x)}, 
 

где двоеточие или вертикальная черта разделяют два описания: первое 
представляет элемент x множества, а второе, P(x), представляет свойства, 
которым должен удовлетворять каждый элемент множества для того, чтобы 
ему принадлежать. (Для определенности дальше в качестве разделителя бу-
дет использоваться двоеточие.) Представление любого множества в такой 
форме иногда называют аксиомой спецификации. В этом пособии множе-
ство всех вещественных чисел обозначается через R. Таким образом: 

 
R ≡ {x : x – вещественное число}. 
 
Множество точек, принадлежащих окружности единичного радиуса 

на двумерной плоскости может быть представлено как  
 
{(x, y) : x ∈ R, y ∈ R, x2 + y2 = 1}.  

П 
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Когда число элементов множества конечно, оно называется конеч-
ным множеством. В противном случае множество называется бесконеч-
ным, или континуумом.  

Пусть даны два множества A и B. Если каждый элемент из A является 
элементом B, говорят, что A является множеством в B, или A есть подмно-
жество B; это записывается так: 

 
A ⊂ B. 
 
Отметим, что A ⊂ A. Говорят, что два множества A и B равны, если 

они состоят из одинаковых элементов; это записывается как A = B либо B = 
A (что часто называют аксиомой расширения). Заметим, что утверждение 
A ⊂ B, где A является подмножеством B, не исключает возможности, что A 
= B. Действительно, если A = B, то верно и A ⊂ B, и B ⊂ A. Верно и обрат-
ное утверждение: если A ⊂ B и B ⊂ A, то A = B. Если A ⊂ B и A ≠ B, то A на-
зывается собственным подмножеством B.  

Пусть даны два множества A и B. Совокупность всех элементов, при-
надлежащих одновременно и множеству A, и множеству B, называется пе-
ресечением множеств A и B и обозначается как A ∩ B: 

 
A ∩ B ≡ {x : x ∈ A и x ∈ B}. 
 
Возможна ситуация, когда два множества A и B не имеют общих эле-

ментов, в этом случае в множестве A ∩ B нет элементов. Для этого случая 
вводится специальное понятие "множества, не имеющего элементов", ко-
торое называется пустым множеством и обозначается как ∅. Когда A ∩ B 
не имеют общих элементов, т.е. A ∩ B = ∅, множества A и B называются 
непересекающимися. Разностью двух множеств A и B (обозначается как 
A \ B) называется множество, определяемое как  

 
A \ B ≡ {x : x ∈ A и x ∉ B}. 
 
В этом случае A \ B также может быть пустым множеством. 
Пусть даны два множества A и B. Совокупность всех элементов, при-

надлежащих либо множеству A, либо множеству B, образует множество, ко-
торое называется объединением множеств A и B и обозначается как A ∪ B: 

 
A ∪ B ≡ {x : x ∈ A или x ∈ B}. 
 
Для любого множества A и пустого множества справедливо: 

 
A ∩ ∅ = ∅ и A ∪ ∅ = A. 
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Если S является подмножеством множества X, то множество элемен-
тов, принадлежащих множеству X, но не принадлежащих множеству S, на-
зывается дополнением S и обозначается как Sс: 

 
Sс ≡ {x : x ∈ X, x ∉ S }. 
 
Операция объединения (или пересечения) может быть произведена 

над конечной или бесконечной совокупностью множеств. Например, если 
S1, S2, …, Sk, …, – множества, можно рассмотреть выражения: 

 
В действительности, индекс i не обязательно должен быть целым. На-

пример, обозначая через T множество всех вещественных чисел, лежащих 
в интервале от 0 до 1 (включая границы), можно рассмотреть объединение  

 
Если, например, St представляет множество всех людей, живших на 

Земле в момент времени t, то 

 
представляет множество всех людей, живших на планете в течение перио-
да T. Аналогичным образом можно понять следующие выражения: 

 
Пусть даны два множества X и Y. Рассмотрим упорядоченную пару (x, 

y), где x ∈ X, y ∈ Y. Совокупность всевозможных таких упорядоченных пар 
называется прямым произведением множеств X и Y и обозначается как X 
× Y. Обычная двумерная плоскость может быть представлена как R × R, что 
записывается как R2. Аналогично, Rn обозначает множество: 

 
Rn ≡ {(x1, x2, …, xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, …, n}. 
 
В общем случае, допустим, что {X1, X2, …Xn} описывает совокупность 

множеств с изменяющимся от 1 до n индексом и пусть  
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Прямым произведением этой индексированной совокупности мно-
жеств, обозначаемым  

 

является множество всевозможных упорядоченных последовательностей 
(x1, x2, …, xn) элементов таких, что xi ∈ Xi для каждого i, то есть  

 

xi называется i-ой координатой точки x. Множество индексов {1, 2, 
…, n} представляет собой индексное множество. Индексное множество не 
обязательно должно быть конечным. Оно может быть бесконечным мно-
жеством {1, 2, …, n, …∞}, или континуумом (например, T = [0, 1], T = [0, 
∞] и т.д.). В этом случае прямое произведение может быть записано как  

Если заданы две точки a и b в R, причем a < b, то запись (a, b), выра-
жающая 

 

(a, b) ≡ {x : x ∈ R, a < x < b}, 
 

обозначает открытый интервал. (Различие между введенным обозначе-
нием и упорядоченной парой a и b должно следовать из контекста.) Анало-
гично, множество [a, b], определенное соотношением 

 

[a, b] ≡ {x : x ∈ R, a ≤ x ≤ b}, 
 

называется закрытым интервалом. Можно также определить  
 
(a, b] ≡ {x : x ∈ R, a < x ≤ b}, [a, b) ≡ {x : x ∈ R, a ≤ x < b}. 
 
Похожим образом определяются множества (a, ∞) и [a, ∞): 
 
(a, ∞) ≡ {x : x ∈ R, x > a }, [a, ∞) ≡ {x : x ∈ R, x ≥ a}. 
 
Примеры 
 
[0, 3] ∩ (2, 3) = (2, 3),    (1, 2) ∩ (2, 3) = ∅, 
 
[0, 3] ∪ (2, 3) = [0, 3],    [1, 2] ∪ [2, 3] = [1, 3], 
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1.2. Логические высказывания 
 

Пусть P и Q – два высказывания (утверждения), каждое из которых 
может быть либо истинным, либо ложным. Тогда высказывание типа "если 
P, то Q" утверждает, что если высказывание P истинно, то Q тоже истинно, 
и это все, что означает это высказывание. Заметим, что если P ложно, то 
Q может быть истинным или ложным. В бытовом понимании истолкова-
ние высказывания "если P, то Q" может быть неоднозначным. Рассмотрим 
в качестве примера высказывание: "Если на экзамене по этому предмету 
студент получит неудовлетворительную оценку, то ему придется пересда-
вать экзамен". В контексте этого высказывания студент понимает, что если 
он получит оценку выше неудовлетворительной, ему не нужно будет пере-
сдавать экзамен. Иными словами, в этом примере "если P, то Q" трактуется 
не только как "если P истинно, то Q истинно", но и как "если P не выпол-
няется (ложно), то Q также не выполняется (ложно)". Однако в математике 
последняя трактовка считается запрещенной. 

В качестве сокращенной записи выражения "если P, то Q" исполь-
зуется следующая форма: 

 
P ⇒ Q, 
 
Которая читается как "из P следует Q" либо как "P логически влечет 

(или просто влечет) Q". Теперь вышеприведенное обсуждение может быть 
сформулировано в виде: 

 
(P ⇒ Q) не обязательно влечет (¬P ⇒ ¬Q). 
 
(Здесь значок ¬ читается как "не" и выражает операцию логического 

отрицания.) 
Если число может быть представлено в виде отношения двух целых 

чисел, оно называется рациональным числом. Следовательно, высказы-
вание "если x – положительное целое число, то x есть рациональное число" 
является корректным. Однако утверждение "если x – не положительное це-
лое число, то x не есть рациональное число" неправильно (рассмотрим в 
качестве примера x = –1, ½ и т.д.). В высказывании (P ⇒ Q) P называется 
гипотезой, а Q – заключением, или выводом. 

Если задано высказывание (P ⇒ Q), то высказывание (Q ⇒ P) называ-
ется обратным высказыванию (P ⇒ Q). Даже если (P ⇒ Q) истинно, об-
ратное высказывание не обязательно должно быть истинным. Например, 
высказывание, обратное "если x – положительное целое число, то x есть 
рациональное число", т.е. "если x – рациональное число, то x есть положи-
тельное целое число", неверно.  
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Если высказывание (P ⇒ Q) истинно, то P называется достаточным 
условием для Q, а Q называется необходимым условием для P. Если оба 
утверждения (P ⇒ Q) и (Q ⇒ P) истинны, то P называют необходимым и 
достаточным условием для Q, а Q называют необходимым и достаточ-
ным условием для P. В этом случае относительно высказываний P и Q го-
ворят, что они (логически) эквивалентны. Записывается это как: 

 
P ⇔ Q (или Q ⇔ P). 
 
Если задано высказывание (P ⇒ Q), то высказывание (¬Q ⇒ ¬P) на-

зывается антитезой высказывания (P ⇒ Q). Например, антитезой утвер-
ждения "если x – положительное целое число, то x есть рациональное чис-
ло" является высказывание "если x не является рациональным числом, то x 
не является положительным целым числом". Если (P ⇒ Q) истинно, его 
антитеза (¬Q ⇒ ¬P) также истинна. Обратно, если высказывание (¬Q ⇒ 
¬P) истинно, его антитеза (P ⇒ Q) также истинна. Таким образом, выска-
зывание и его антитеза – это две возможности сказать одно и то же, они 
логически эквивалентны, т.е.: 

 
(P ⇒ Q) ⇔ (¬Q ⇒ ¬P). 
 
Этот факт часто используется при различных доказательствах. Чтобы 

доказать утверждение (P ⇒ Q), можно доказать эквивалентное (¬Q ⇒ ¬P). 
Подробнее, предположим, что Q не выполняется (ложно). Тогда, предпола-
гая, что P выполняется (истинно), получим противоречие в том и только в 
том случае, если утверждение (P ⇒ Q) верно. Такой метод доказательства 
от противного называется аргументом антитезы и часто оказывается по-
лезным при доказательстве "интуитивно очевидных" утверждений. 

Для того, чтобы применить аргумент антитезы, необходимо знать, как 
образуется высказывание (такое, как "не P"), которое называется отрица-
нием P. В большинстве случаев это не вызывает особых затруднений. Од-
нако затруднения могут возникнуть, когда P является утверждением, со-
держащим фразы "для всех" или "для некоторых". Эти фразы могут быть 
заменены выражениями, соответственно, "для любого" и "для, по крайней 
мере, одного". Указанные фразы называются логическими квантифика-
торами, или кванторами (для первого квантора (всеобщности) использу-
ется специальный значок ∀, для второго квантора (существования) – зна-
чок ∃). Отрицание высказывания "P выполняется для всех x в X" выглядит 
как "P не выполняется для, по крайней мере, одного x в X". Отрицание вы-
сказывания "P выполняется для, по крайней мере, одного x в X" выглядит 
как "P не выполняется для всех x в X". 
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1.3. Функции 
 
Пусть даны два множества X и Y. Если каждому элементу из X можно 

определенным образом поставить в соответствие элемент из Y, то говорят, 
что f есть отображение (или функция) из X в Y: 

 
f : X → Y, 
 

а правило сопоставления элементов из Y элементам из X обозначают как 
f(x). Вот несколько хорошо известных примеров функций: 

 
f(x) = x2,   f(x) = ℓx,   f(x) = sin x. 
 
Если Y ⊂ R, функция называется вещественной. При этом говорят, 

что числу x поставлено в соответствие число y (или что отображение f ото-
бражает число x в число y), и пишут y = f(x). Число y называется значени-
ем функции f в точке x. Переменную y называют зависимой переменной, а 
переменную x - независимой переменной (или аргументом). Если задана 
функция f : X → Y, то множество X называется областью определения 
(или существования) функции, а множество f(X): 

 
f(X) ≡ { f(x) : x ∈ X}, 
 

- множеством значений функции (или областью изменения функции) f, 
где f(x) еще называется образом числа x при отображении f. Например, об-
ласть изменения функции ℓx есть (0,∞), а множество значений функции sin x 
есть [-1, 1]. Термины отображение, преобразование, оператор, функция 
часто используются в качестве синонимов. Таким образом, "f: X → Y" может 
читаться как "f есть отображение из X в Y ", "f отображает X в Y" и т.д. 

Кроме буквы f для обозначения функции используют и другие буквы, 
например: y = g(x), y = F(x), s = h(t), v = ϕ(s). 

Если каждому x в X отображение f ставит в соответствие больше, чем 
один элемент в Y, то функция f называется многозначной функцией. В 
случае, когда каждому элементу из X соответствует только один элемент 
из множества Y, функция называется однозначной функцией, или просто 
функцией. В данном пособии термин "функция" отождествляется с поня-
тием однозначной функции. Даже в случае однозначной функции возмож-
на ситуация, когда более одного элемента из X связывается функцией f с 
одним значением из Y. В качестве простого примера можно привести 
функцию 

 
f : R → R,   f(x) = а (= константа) для всех x в R, 
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которая называется постоянной функцией. Другим примером может слу-
жит функция f(x) = sin x, если только область определения функции не ог-
раничивать, скажем, интервалом [0, π/2].  

Пусть задана функция f : X → Y. Тогда множество 
 
{(x, y) : (x, y) ∈ X × f(X), y = f(x)} 
 

называется графиком функции f. График функции может представлять со-
бой некоторую "сплошную" линию (например, y = a, y = x3, y = log(x)), а 
может состоять из отдельных точек, например, график функции y = n!. 

Пусть задана функция f : X → Y, где y = f(x). Определим функцию f –1: 
 
f –1 : Y → X, где x ∈ f –1(y) в том и только в том случае, если y = f(x).  
 
Функция f –1 называется обратной функцией f. Заметим, что опреде-

ленная таким образом функция f –1 может быть как однозначной, так и мно-
гозначной (даже при сделанном предположении об однозначности функ-
ции f). Например, пусть f : R → R, f(x) = x2 + 1. Тогда f –1(2) = {–1, 1}.  

В случае, если обе функции f и f –1 однозначны, функция f называется 
инъективной, или инъекцией (а функции f и f –1 – взаимно обратными). 
Если при этом выполняется еще и дополнительное условие f(X) = Y, функ-
ция f называется биективной, или биекцией. Биективное отображение ус-
танавливает взаимно однозначное соответствие между элементами мно-
жеств X и Y.  

Пусть задана функция f : X → Y и задано А – подмножество X. Тогда 
множество f(А), определенное соотношением  

 
f(А) ≡ {y : y = f(x), x ∈ A}, 
 

называется образом А при отображении f. С другой стороны, если В – 
подмножество Y, множество f –1(В), определяемое как 

 
f –1(В) ≡ { x : x ∈ X, f(x) ∈ В}, 
 

называется обратным образом В при отображении f (или образом В при 
обратном отображении f –1).  

Заметим, что равенства 
 
f –1[f(А)] = А  и   f[f –1(В)] = В 
 

выполняются не всегда. Например, рассмотрим функцию f: 
 
f : R → R, f(x) = x2 + 1. 
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Для этой функции: 
 
f –1(f([0, 1])) = f –1([1, 2]) = [-1, 1] ≠ [0, 1]. 
 
 f (f –1 ([0, 2])) = f ([-1, 1]) = [1, 2] ≠ [0, 2]. 
 
Пусть даны функции f и g : 
 
f : X → Y , g: f(X) → Z, где f(X) ⊂ Y. 
 
Определим функцию h: 
 
h : X → Z, h(x) ≡ g[f(x)]. 
 
Функция h получена путем применения вначале функции f, а затем 

функции g. Такая функция h называется сложной функцией от f и g и за-
писывается как h ≡ g○ f. Например, пусть f и g определены как 

 
f : R → R, где f(x) = x2 + 1, 
 
g : R → R, где g(x) = 2x. 
Тогда сложная функция h(x) = (g○ f)(x) = 2(x2 + 1). Отметим различие 

между полученным результатом и (f ○ g)(x) = (2x)2 + 1. 
 
 

1.4. Вещественные числа 
 
Рассмотрим множество R всех вещественных чисел. Пусть S - под-

множество в R. Если существует вещественное число b, такое, что x ≤ b для 
всех x в S, то говорят, что множество S ограничено сверху, а b называется 
верхней гранью множества S. В общем случае, S может не иметь верхней 
грани, однако если S – ограниченное сверху множество, то оно имеет бес-
конечно много верхних граней. Например, интервал (0, ∞) не имеет верх-
ней грани, тогда как в интервале (0, 1) число 1 является верхней гранью (а 
любое x ≥ 1 также является верхней гранью множества (0, 1)).  

Пусть S - подмножество в R, ограниченное сверху. Наименьшая из 
верхних граней ограниченного сверху множества S называется точной 
верхней гранью множества S или супремумом (supremum (лат.) – наи-
высшее) и обозначается символом sup S. Фундаментальное свойство сис-
темы вещественных чисел состоит в том, что каждое непустое подмноже-
ство в множестве вещественных чисел, обладающее верхней гранью, имеет 
супремум. 
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Аналогично, говорят, что множество S в R ограничено снизу, если 
существует вещественное число a, такое, что a ≤ x для всех x ∈ S. Такое 
число a называется нижней гранью S. (Если S ограничено и сверху, и сни-
зу, оно называется просто ограниченным.) Наибольшая из нижних граней 
ограниченного снизу множества S называется точной нижней гранью 
этого множества или инфимумом (infimum (лат.) – наинизшее) и обозна-
чается символом inf S. Каждое непустое подмножество в множестве веще-
ственных чисел, обладающее нижней гранью, имеет инфимум. 

Заметим, что sup S (равно как и inf S) может быть, а может и не быть 
элементом множества S. Например, пусть S - открытый интервал (0, 1). То-
гда inf S = 0, sup S = 1, так что ни inf S, ни sup S не входят в множество S.  

Пусть дано произвольное множество S ⊂ R. Если sup S существует и 
если sup S ∈ S, то sup S называется максимальным элементом в множест-
ве S и обозначается символом max S. Аналогично, если существует inf S и 
если inf S ∈ S, то inf S называется минимальным элементом в множестве 
S и обозначается символом min S. Итак, запись 

 
α = min S означает, что α ∈ S и α ≤ x для всех x в S, 
β = max S означает, что β ∈ S и x ≤ β для всех x в S. 
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2. ЕВКЛИДОВО  
ПРОСТРАНСТВО 

 
 

усть R – множество всех вещественных (действительных) чисел. 
Тогда упорядоченная последовательность из n вещественных чи-
сел x = (x1, x2, …, xn) называется вектором. Число n называется 

размерностью x. Как отмечалось раньше, Rn обозначает множество все-
возможных (упорядоченных) последовательностей из n вещественных чи-
сел: Rn = {(x1, x2, …, xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, …, n}, где i-й элемент xi вектора x ∈ 
Rn называется i-й координатой вектора x. Очевидно, если n = 1, то x пред-
ставляет собой вещественное число (которое называется скаляром). Сум-
ма двух n-мерных векторов определяется их покоординатным сложением: 

 
x + y ≡ (x1 + y1, x2 + y2, …, xn + yn). 
 
Очевидно, что x + y ∈ Rn. Умножение вектора x ∈ Rn на произвольный 

скаляр α ∈ R производится покоординатным умножением: 
 
α x ≡ (α x1, α x2, …, α xn), 
 

причем α x может быть также записано как xα. Из того, что x ∈ Rn и α ∈ R 
следует, что α x ∈ Rn. Разность двух векторов x и y определяется как x + (–
1)y. Т.е., применяя две определенные выше операции, получим: 

 
x – y ≡ (x1 – y1, x2 – y2, …, xn – yn). 
 
Отметим, что x + y и x – y определены только в том случае, если век-

торы x и y имеют одинаковую размерность. Для случая n = 2 понятия коор-
динаты вектора, суммы и разности векторов, произведение скаляра и век-
тора проиллюстрировано на Рис.1. Здесь, кстати, видно, что (x1, x2) – это не 
то же самое, что (x2, x1). Поэтому Rn определяется как множество всевоз-
можных упорядоченных последовательностей из n вещественных чисел. 

Используя определенные ранее операции сложения векторов и умно-
жения вектора на скаляр в пространстве Rn, запишем теперь восемь 
свойств, которые справедливы для любых элементов x , y и z в Rn, а также 
для скалярных величин α , β ∈ R: 

 
(1) x + (y + z) = (x + y) + z (ассоциативность сложения), 
 
(2) Существует элемент, называемый 0, такой, что x + 0 = 0 + x, 
 
(3) Для каждого x существует элемент (– x), такой, что x + (– x) = 0, 

П 
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(4) x + y = y + x (коммутативность сложения), 
 
(5) α (β x) = (α β) x (ассоциативность умножения), 
 
(6) 1 x = x,  
 
(7) α(x + y) = αx + αy (дистрибутивность относительно числового 

множителя), 
 
(8) (α + β) x = αx + βx (дистрибутивность относительно векторного 

множителя). 
 
Замечание относительно символа 0: этот символ может обозначать 

либо скаляр нуль, либо последовательность из n нулей. В последнем слу-
чае символ называется нулевым вектором (или нуль-вектором). (Начало 
координат на рис.1 есть нулевой вектор.)  

Если задано произвольное множество X (не обязательно Rn), если для 
него определены операции сложения и умножения на скаляр и если вы-
полнены свойства (1) – (8), то X называется (вещественным) линейным 
пространством либо (вещественным) векторным пространством, а эле-
мент множества X называется вектором. Ясно, что множество Rn с опреде-
ленными выше правилами сложения векторов и умножения вектора на 
скаляр является одним из примеров линейного пространства. Однако мож-
но привести много других примеров линейных пространств. Вот один из 
них. 

 

0 

x2

y2

x1 y1 

Рис.1. Сложение векторов и умножение вектора на скаляр 

y – x
– x 

y 

x +y
x 

αx
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Пример. Рассмотрим множество S всех вещественных функций, оп-
ределенных на интервале [0, 1]. Определим "сложение" f + g для всех f и g 
в S как f(x) + g(x) для каждого x из [0, 1], определим также "умножение на 
скаляр" α f(x) для каждого x из [0, 1]. Тогда множество S представляет со-
бой линейное пространство. 

 
Фундаментальную роль в теории линейных пространств играет поня-

тие базиса. Из-за важности этого понятия приведем основные положения 
этой теории. Пусть X – произвольное линейное пространство. Если в X за-
дано k векторов x1, x2, …, xk, то вектор z, определенный как 

 
называется линейной комбинацией k векторов. Эти k векторов x1, x2, …, 
xk в линейном пространств называются линейно независимыми, если для 
αj ∈ R, j = 1, 2, …, k , из того, что: 

следует, что αj = 0 для всякого j.  
Произвольная (ограниченная либо неограниченная) совокупность век-

торов S линейно независима, если всякое ограниченное подмножество в S 
линейно независимо. 

Совокупность векторов S называется линейно зависимой, если она не 
является линейно независимой; т.е. S линейно зависима в том и только в 
том случае, если существует линейная комбинация ограниченного числа 
векторов в S, например x1, x2, …, xk, такая, что  

для некоторых αj ≠ 0, j = 1, 2, … , k. 
Рассмотрим понятия линейной независимости и линейной зависимо-

сти подробнее на примере R3. Векторы e1 ≡ (1, 0, 0), e2 ≡ (0, 1, 0), e3 ≡ (0, 0, 
1) являются линейно независимыми, поскольку, для любого α1, α2, α3 ∈ R, 
из 

α1e1 + α2e2 + α3e3 = 0 следует α1 = α2 = α3 = 0. 
 
Два вектора e1 и e2 также являются линейно независимыми в R3, по-

скольку из 
 
α1e1 + α2e2 = 0 следует α1 = α2 = 0. 
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С другой стороны, три вектора х1 = (1, 1, 0), х2 = (0, 0, 1), х3 = (3, 3, 3) – 
линейно зависимы, т.к.  

 
α1х1 + α2х2 + α3х3 = (α1 + 3α3, α1 + 3α3, α2 + 3α3) = 0,  
 

если, например, α1 = α2 = –3, α3 =1. 
Заметим, что любые три вектора х1, х2, и х3 в R3 являются линейно за-

висимыми, если какой-то из этих векторов (например, х3) является нуле-
вым: х3 = (0, 0, 0). В общем случае, k векторов (k ≤ n) х1, х2, … , xk линейно 
зависимы в Rn, если какой-то из этих векторов является нулевым вектором. 
Из определения линейной зависимости следует, что k векторов линейно за-
висимы в том и только в том случае, если один из этих векторов может 
быть представлен в виде линейной комбинации оставшихся k –1 векторов. 
Отсюда, в частности, следует, что k векторов в Rn всегда линейно зависи-
мы, если k > n. 

Пусть X - линейное пространство. Линейно независимое множество S 
в X, обладающее тем свойством, что каждый вектор x в X может быть 
представлен линейной комбинацией векторов из S, называется базисом 
пространства X. Базис S может состоять как из ограниченного, так и неог-
раниченного числа элементов. Если число элементов ограниченно, про-
странство X называется конечномерным, в противном случае оно называ-
ется бесконечномерным. Для заданного линейного пространства X воз-
можно существование многих базисов. Однако можно показать, что любые 
два базиса заданного линейного пространства связаны между собой взаим-
но однозначным соответствием. Следовательно, число элементов в любом 
базисе конечномерного пространства то же самое, что и в других базисах. 
Это означает возможность определить число элементов базиса конечно-
мерного пространства как размерность пространства.  

Для Rn обычная декартова система координат, т.е n векторов (1, 0, …, 
0), (0, 1, …, 0), …, (0, 0, …, 1), каждый из которых состоит из n элементов, 
образуют базис в Rn, поскольку любой вектор в Rn может быть представлен 
в виде линейной комбинации этих n векторов. Следовательно, размерность 
Rn равна n.  

Фундаментальным результатом теории базисов является доказывае-
мое утверждение о том, что каждое линейное пространство обладает ба-
зисом. 

Для упрощения дальнейшего изложения вернемся в Rn. Для любых 
двух точек x = (x1, x2, …, xn) и y = (y1, y2, …, yn) в Rn определим правило ум-
ножения x и y следующим образом: 
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Это произведение называется (евклидовым) внутренним произве-
дением или скалярным произведением x и y, где x⋅y есть вещественное 
число. Сформулированное правило определяет для произвольных точек x, 
y и z вещественную функцию со следующими свойствами: 

 
x⋅ y = y⋅ x, 
 
(α x +β y) ⋅ z = α(x ⋅ z) + β (y ⋅ z), для любых α, β ∈ R, 
 
x⋅ x ≥ 0,  а  x⋅ x = 0 в том и только в том случае, если x = 0. 
 
В Rn скалярное произведение может быть использовано для опреде-

ления хорошо известного геометрического понятия "расстояния". Для па-
ры элементов x = (x1, x2, …, xn) и y = (y1, y2, …, yn) в Rn определим d(x,y) 
следующим образом: 

 
Величина d(x,y) называется (евклидовым) расстоянием между x и y. 

Для n = 2 определенная таким образом величина совпадает с обычным по-
нятием расстояния, что и продемонстрировано на рис.2. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Евклидово расстояние представляет собой вещественную функцию, 

удовлетворяющую следующим свойствам для любых x и y: 
 
d(x, y) = 0 в том и только в том случае, если x = y, 
 
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (неравенство треугольника). 
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Рис.2. Иллюстрация (евклидова) расстояния 

d(x, y)

y = (y1, y2) 

х = (х1, х2) 

0 
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Из этих свойств, в свою очередь, следуют еще два: 
 
d(x, y) ≥ 0 и d(x, y) = d(y, x). 
 
Если для произвольного множества X можно определить вещест-

венную функцию с указанными свойствами для любых x и y в X, то X на-
зывается метрическим пространством, (а d называется метрикой). Упо-
мянутые свойства являются определяющими свойствами метрического 
пространства. Множество Rn является только одним примером метриче-
ского пространства. Отметим, что метрическое пространство, определен-
ное с помощью вышеуказанных свойств, не обязано представлять собой 
линейное пространство, поскольку в этих свойствах отсутствует векторное 
сложение и умножение вектора на скаляр. Следующий пример демонстри-
рует это.  

 
Пример. Рассмотрим произвольное непустое множество X и опреде-

лим d(x, y) для любых x и y в Х: 
 
d(x, y) = 0, если x = y, и d(x, y) = 1, если x ≠ y. 
 
Видно, что d(x, y), определенное таким образом, удовлетворяет опре-

деляющим свойствам метрического пространства, следовательно, Х пред-
ставляет собой метрическое пространство. Конечно же, Х не обязано яв-
ляться линейным пространством. 

 
Если задана точка x = (x1, x2, …, xn) в Rn, то евклидово расстояние ме-

жду x и началом кординат, d(x, 0), называется (евклидовой) нормой x и 
обозначается как ║x║: 

 
Аналогичным образом, d(x, y) = ║x – y║. Можно показать, что евкли-

дова норма удовлетворяет следующим трем свойствам для всех x и y: 
 
║x║ ≥ 0, а ║x║ = 0 в том и только в том случае, если x = 0. 
 
║x + y║ ≤ ║x║ + ║y║ (неравенство треугольника), 
 
║αx║ = |α |║x║ для любых α ∈ R. 
 
 
 

.][)()0,(
1
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Пусть дано произвольное линейное пространство X. Если определена 
вещественная функция, называемая нормой, удовлетворяющая перечис-
ленным свойствам, то X называется нормированным линейным про-
странством (или нормированным векторным пространством).  

 
Замечание. Указанные три свойства являются определяющими свой-

ствами нормированного линейного пространства. Требование, чтобы Х 
было линейным пространством (а не произвольным множеством), объяс-
няется наличием в определяющих свойствах операций векторного сложе-
ния и умножения вектора на скаляр. Выбор нормы не является единствен-
ным. Например, Rn – нормированное линейное пространство с евклидовой 
нормой, но оно также может быть линейным пространством со следующей 
нормой: 

 
 ║x║ ≡ max | xi |, 1≤ i ≤ n, или 
 

 
Итак, в Rn скалярное произведение порождает понятия расстояния и 

нормы (которое есть расстояние от точки до начала координат), т.е.: 
 
║x║ = (x⋅x)1/2 = d(x, 0), 
 
║x – y║ = [(x – y)⋅( x – y)]1/2 = d(x, y),  
 

где d(x, y) обозначает евклидово расстояние между x и y. Учитывая это и 
возвращаясь к двумерному случаю, вспомним из тригонометрии: 

 
║x – y║2 = ║x║2 + ║y║2 – 2║x║║y║cos θ , 0 ≤ θ ≤ π           (*) 
 
Это соотношение иллюстрирует рис.3. Два вектора x = (x1, x2) и  

y = (y1, y2) на рисунке обозначены как OA и OB, где координаты точки  
A - (x1, x2). Расстояние OA представляется величиной ║x║ = (x2

1 + x2
2)1/2, а 

OB – величиной ║y║. Расстояние АВ представляется величиной ║x – y║, 
где x – y = = (x1 – y1, x2 – y2). Вектор x – y на рисунке обозначен как ОС. Длина 
ОС равна величине ║x – y║, которая, в свою очередь, равна длине АВ. 

Из равенства (*) легко получить следующее соотношение: 
 
x⋅ y = ║x║║y║cos θ , 0 ≤ θ ≤ π,  
 
где θ – угол между двумя векторами x и y. 

.
1
∑
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Последние два равенства получены для двумерного случая. Для  
n-мерного случая справедливо соотношение: 

 

║x – y║2 = ║x║2 + ║y║2 – 2( x⋅ y ),   для x, y ∈ Rn . 
 

Определим угол θ между x и y в Rn при помощи вышеприведенного 
равенства: 

 
cos θ ≡ (x⋅ y)/(║x║║y║), или  
 
 θ ≡ arccos [(x⋅ y)/(║x║║y║)]  (θ ≡ cos–1 [(x⋅ y)/(║x║║y║)]).  
 
Здесь теорема для двумерного случая использована как определение 

для n-мерного случая. Поскольку cosθ изменяется в пределах от -1 до 1, 
необходимо показать, что  

 
(x⋅ y)2 ≤ ║x║2║y║2  для всех x, y ∈ Rn . 
 
Это неравенство известно как неравенство Коши – Шварца. Чтобы дока-

зать его, используем произвольное вещественное число α и рассмотрим 
 
║x – αy║2 = ║x║2 – 2α ( x⋅ y ) + α2║y║2 . 
 
Поскольку при ║y║ = 0 неравенство Коши-Шварца выполняется с 

очевидностью, предположим, что ║y║ ≠ 0. Тогда, полагая α = ( x⋅ y ) /║y║2 
и подставляя это значение в правую часть последнего равенства, получим: 

 

0 ≤ ║x – αy║2 = [║x║2║y║2 – (x⋅ y)2] /║y║2, 
 

откуда сразу же получаем неравенство Коши-Шварца. 
 

В двумерном случае векторы x и y имеют очевидное геометрическое 
представление. Для этого случая можно утверждать, что:  

 

C 

Рис. 3. Иллюстрация соотношения (*) 

θ

0

y 

x B 

A

x – y 
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(а) x⋅ y > 0 , если угол между x и y – острый (т.е. меньше 90°), 
 
(б) x⋅ y = 0 , если θ = π/2, т.е. если x и y ортогональны, 
 
(в) x⋅ y < 0 , если угол между x и y – тупой (т.е. между 90° и 180°). 
 
В общем случае говорят, что два вектора x и y ортогональны, если 

 x⋅ y = 0. Приведем примеры ортогональности двух векторов в простран-
стве R3: 

 
a) x = (1, 0, 0), y = (0, 1, 0);  
 
б) x = (1, 2, 3), y = (5, 2, -3).  
 
В Rn любые два вектора из n векторов (1, 0, …, 0), (0, 1, …, 0), …, (0,  

0, …, 1) ортогональны. Вспомним, что эти n векторов образуют базис для 
Rn. Если любая пара векторов, образующих базис, ортогональна, то такой 
базис называется ортогональным базисом.  

Понятие скалярного произведения достаточно часто используется в 
экономической теории. Например, в теории потребительского выбора 
предполагается, что потребитель стремится максимизировать степень сво-
его удовлетворения (функцию полезности) при бюджетном ограничении. 
Пусть p – заданный потребителю вектор цены, а x – вектор потребления 
(потребительский набор), где p = (p1, p2, …, pn), а x = (x1, x2, …, xn). Тогда, 
обозначая через Y располагаемый доход потребителя, запишем бюджетное 
ограничение в виде p⋅ x ≤ Y, где p⋅ x обозначает скалярное произведение p и 
x (Σpi xi). Предполагая, что потребитель тратит весь свой доход на потреб-
ление, можно записать: p⋅ x = Y. Фиксируя x на конкретном потребитель-
ском наборе x°, полагая p⋅ x° = Y и выбирая другой потребительский набор 
x, удовлетворяющий равенству p⋅ x = Y, получим, что вектор (x – x°) орто-
гонален ценовому вектору p, поскольку p ⋅ (x – x°) = 0.  

Итак, в этом разделе введено несколько важных понятий, относящих-
ся к Rn, множеству всевозможных n-последовательностей вещественных 
чисел. Введены: понятие линейного пространства с помощью правил сло-
жения и умножения на скаляр, понятие евклидова внутреннего произве-
дения (скалярного произведения), понятие метрического пространства (с 
помощью евклидова расстояния), понятие нормированного пространства (с 
помощью евклидовой нормы). После определения всех этих понятий в Rn 
назовем это пространство евклидовым пространством. Поскольку евкли-
дово пространство является линейным пространством, в нем стандартным 
образом могут быть определены такие понятия, как линейная незави-
симость (или зависимость) векторов, базисы, размерность. 
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3. ЭЛЕМЕНТЫ  
ТОПОЛОГИИ 

 
 

3.1. Сходимость 
 

усть S – подмножество в Rn. Последовательность в множестве S – 
функция, определенная на множестве всех положительных це-
лых (натуральных) чисел, входящих в S, множество значений ко-

торой занумеровано натуральными числами 1, 2, …, q, … и которая запи-
сывается как  

 
x1, x2, …, xq,…,  или  {xq}, 
 
где x1, x2, …, xq,… – образы функции (называемые значениями или чле-
нами последовательности). Если задана точка x° в Rn и подмножество S в 
Rn (x° не обязательно принадлежит S), то последовательность {xq} называ-
ется сходящейся к x° и записывается  

 
 xq → x° (при q → ∞), или  
 

если для любого вещественного ε > 0 существует положительное целое q* 
такое, что  

 
d(xq, x°) < ε (или ║ xq – x°║< ε) для всех q ≥ q*,  
 

где d(xq, x°) – евклидово расстояние между xq и x°, а ║ xq – x°║ обозначает 
евклидову норму (xq – x°).  x° называется пределом {xq}, а сама такая по-
следовательность называется сходящейся последовательностью. Вновь 
отметим, что x° не обязательно находится в S. Например, пусть S, – интер-
вал (0, 1), – подмножество R. Последовательность {1/q}, где q – положи-
тельные целые числа, – последовательность, чьи значения находятся в S. 
Точка 0 является пределом этой последовательности, но она не находится 
в S.  

Произвольная последовательность в S, {xq}, может иметь, а может и 
не иметь предела (в этом случае {xq} называется несходящейся последо-
вательностью). Однако если предел существует, то доказывается, что он 
единственный. Для предела последовательности (или последовательно-
стей) можно легко доказать следующие соотношения: 

П 

,lim
q

οxx =
∞→

q
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из xq → x° следует αxq → αx° для любых α ∈ R, 
 
из xq → x° и yq → y° следует xq + yq → x° + y° , 
 
из xq → x° следует ║ xq ║ → ║ x°║, 
 
из xq → x° и yq → y° следует (xq, yq) → (x°, y°). 
 
Пусть {xq} – последовательность в S ⊂ Rn. Рассмотрим последова-

тельность {xq
s}, где q1 < q2 < … < qs <… . Тогда последовательность {xq

s} 
называется подпоследовательностью {xq}. Последовательность может со-
держать бесконечное число подпоследовательностей. Примерами подпос-
ледовательностей последовательности {1, 2, 3, …, q, …} могут быть: 

 
{1, 3, 5, 6,…}, {1, 3, 5, 7, …}, { 1, 5, 7, 9, …}. 
 
Как отмечалось ранее, произвольная последовательность {xq} в S мо-

жет не сходиться. Но, если сходится, то обладает единственным пределом. 
В этом случае каждая подпоследовательность этой последовательности яв-
ляется сходящейся и имеет тот же самый предел, что и исходная последо-
вательность. Когда последовательность не имеет предела, ее подпоследо-
вательности могут либо иметь, либо не иметь предела. Например, последо-
вательность {0, 1, 0, 1, …} не имеет предела, но ее подпоследовательности 
{0, 0, 0, …} и {1, 1, 1, …} имеют пределы 0 и 1 соответственно. В то же 
время данная последовательность имеет множество несходящихся подпос-
ледовательностей, таких, например, как {0, 0, 1, 1, 0, 1, …}. 

Понятие предела последовательности часто путают с понятием "гра-
ничной точки". 

 
Определение 1. Пусть S ⊂ Rn. Тогда точка x° в Rn называется гранич-

ной точкой S, если существует последовательность {xq} в S \ { x°} такая, 
что xq → x° при q → ∞. 

 
Замечание. Отметим, что x° в этом определении не обязана принадле-

жать множеству S и что последовательность {xq} выбирается из множества 
S \ { x°}, т.е. множества, получаемого из S удалением точки x° (в случае, 
если x° находится в S). В рассмотренном ранее примере, где в качестве S 
выбирался открытый интервал (0, 1), точка 0 является граничной точкой 
множества S при xq = 1/q. С другой стороны, xq → x° для {xq}, находящейся 
в S, вовсе не означает, что x° является граничной точкой множества S. На-
пример, пусть S – множество, содержащее единственную точку 1; тогда 
последовательность {1, 1, 1, ..} является сходящейся последовательностью, 
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чьи значения находятся в S, с пределом, равным 1. Но точка 1 не является 
граничной точкой множества S. Поскольку S состоит из единственной точ-
ки, оно не может иметь никаких граничных точек. Принципиальным раз-
личием между граничной точкой и пределом является то, что первое поня-
тие привязано к понятию множества, тогда как второе связано с понятием 
функции, определенной на множестве натуральных чисел {q = 1, 2, …}, со 
значениями в множестве (т.е. xq ∈ S).  

 
Последовательность {xq} называется ограниченной, если существует 

(неотрицательное) вещественное число α такое, что ║ xq ║ ≤ α для всех q. 
Если последовательность {xq} сходится, то она ограничена. Однако обрат-
ное неверно. Последовательность может быть ограниченной, но несходя-
щейся.  

Когда n = 1, т.е. S ⊂ R, {xq} (последовательность на множестве веще-
ственных чисел) называется числовой последовательностью. Такая по-
следовательность сходится, если она ограничена и если либо x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ 
…≤ xq ≤ … , либо x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ …≥ xq ≥ … . Пусть {xq} – ограниченная по-
следовательность вещественных чисел и пусть α1 – её точная верхняя 
грань (супремум). Рассмотрим последовательность x2, x3, … , которая по-
лучится из {xq} после удаления x1. Ограниченность получившейся после-
довательности следует из ограниченности исходной последовательности 
{xq}. Обозначим её точную верхнюю грань через α2. Далее рассмотрим по-
следовательность xq, xq+1, … , обозначив ее супремум как αq, и т.д. Ясно, 
что α1 ≥ α2 ≥ … ≥ αq ≥ … . Поскольку последовательность {αq} ограниче-
на, то она сходится. Обозначим ее предел через α°. В этом случае α° назы-
вается верхним пределом последовательности {xq} и записывается как  
lim sup xq. 

Аналогично, пусть βq – точная нижняя грань (инфимум) числовой по-
следовательности {xq}. Тогда: 

 
β1 ≤ β2 ≤ β3 ≤ … ≤ βq≤ … . 
 
Очевидно, что последовательность βq также ограничена, следова-

тельно, она сходится. Обозначим ее предел через β °. Это число называется 
нижним пределом последовательности {xq} и обозначается как lim inf xq. 

Пусть теперь {xq}– последовательность в Rn. Можно показать, что по-
следовательность {xq} сходится в том и только в том случае, если для лю-
бого вещественного ε > 0 существует такое q*, что 

 
║ xq – xr║< ε для всех q, r ≥ q*, или, проще говоря, 
 
lim║ xq – xr║ = 0 при q, r → ∞. 
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Сформулированное условие носит название условия Коши (саму по-
следовательность иногда называют последовательностью Коши).  

Для заданной последовательности {xq} в Rn бесконечная сумма вида  
x1 + x2 + … + xq + … носит название ряда. Сумма конечного числа членов 
ряда sq = x1 + x2 + … + xq называется частичной суммой ряда. 

 Ряд  x1 + x2 + … + xq + … называется сходящимся, если сходится по-
следовательность его частичных сумм {sq}. Предел этой последовательно-
сти сумм называется суммой ряда. 

Используя условие Коши, можно показать, что если ряд 
 
║ x1║ + ║ x2║ + … + ║ xq║ + … 
 

для данной последовательности {xq} сходится, то ряд (x1 + x2 + … + xq + …) 
также сходится. Обратное, вообще говоря, неверно. Ряд (x1 + x2 + … + xq + …) 
называется абсолютно сходящимся, если ряд (║ x1║ + ║ x2║ + … + ║ xq║ +…) 
сходится.  

 
 

3.2. Непрерывность 
 
Важным понятием, непосредственно связанным с понятием сходимо-

сти последовательности, является понятие непрерывности. Прежде, чем 
перейти к изучению этого понятия, рассмотрим понятие "предел функции".  

 
Определение 2. Пусть f : X → Rm , где X ⊂ Rn, и пусть x° – граничная 

точка множества X. Говорят, что f(x) сходится к y° в Rm при x → x° и запи-
сывается  

 
f(x) → y° (при x → x°) или 

 
если для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что из неравенства d(x, x°) < δ 
вытекает d[f(x), y°] < ε , где d(x, x°) – евклидово расстояние между x и x°.  
 

Замечание. Отметим, что в сделанном определении x° не обязательно 
должно находиться в X. С другой стороны, даже если x° ∈ X , возможно 

 

Замечание. Можно показать, что сделанное определение может быть 
переформулировано в терминах пределов последовательностей, а именно: 

f(x) → y° при x → x° в том и только в том случае, если f(xq) → y° при  
xq → x° для любой последовательности {xq} из множества Х \ { x°}. 

,)(lim
0

οyxf
xx

=
→

).()(lim
0

οxfxf
xx

≠
→



 27

Теперь перейдем к понятию непрерывности. 
 
Определение 3. Пусть f : X → Rm , где X ⊂ Rn, и пусть x° - точка в 

множестве X. Функция f называется непрерывной в точке x°, если для лю-
бого вещественного ε > 0 существует такое вещественное δ > 0, что из не-
равенства d(x, x°) < δ следует d[f(x), f(x°)] < ε .  

Если это условие не выполняется, функция называется разрывной в 
точке x°, а точка x° называется точкой разрыва. Функция f называется не-
прерывной функцией в X, если она непрерывна в каждой точке X. Если f 
имеет разрыв хотя бы в одной точке из X, она называется разрывной 
функцией. 

 
Замечание. Можно легко показать, что что данное определение непре-

рывности (в точке x°) эквивалентно следующему утверждению: 
 
xq → x° (при q → ∞) влечет f(xq) → f(x°) (при q → ∞). 
 
То есть функция f непрерывна в точке x°, если при стремлении x к x° 

f(x) стремится к f(x°). (Иными словами, непрерывность сохраняет свойство 
сходимости.) 

 Например, очевидно, что функция f : R → R, определенная как f(x) = α 
(постоянная), непрерывна в R. Используя определение непрерывности, 
легко можно показать (предлагается в качестве упражнения), что функция f 
: R → R, определенная как f(x) = x2, непрерывна в R. 

 
Интуитивно, непрерывность функции в точке x° может восприни-

маться в виде графика функции f(x), который в точке x° не имеет "дырки". 
Однако, такая интерпретация может ввести в заблужение. На Рис.4 демон-
стрируются три вида разрывов (в точке x°), где f : R → R. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис.4. Примеры разрывных функций

(а)                                        (б)                                         (в) 

x

f(x°) = 0

f(x) x° 

f(x)

x°                x

f(x)

x°             x
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На рис.4 (а) и (б) видно, что и lim f(x) при x → x° для x > x° , (называе-
мый односторонним пределом функции справа), и lim f(x) при x → x° 
для x < x° , (называемый односторонним пределом функции слева), су-
ществуют и конечны, тогда как на рис.4(в) ни односторонний предел 
функции справа, ни односторонний предел функции слева не являются ко-
нечными. В первых двух случаях (существуют односторонние пределы 
функции справа и слева) точка разрыва x° называется точкой разрыва  
1-го рода. Возможна такая функция, которая нигде не является непрерыв-
ной. Одним из примеров такой функции является функция Дирихле, – 
функция, равная единице в рациональных точках и нулю в иррациональ-
ных точках (напомним, что рациональное число определяется как отноше-
ние двух целых чисел). 

Пусть f, g: Rn → Rm ; определим f + g, f – g, α f (α ∈ R ), f ⋅ g (внутрен-
нее произведение) как: 

 
f (x) + g(x), f(x) – g(x), α f (x), f(x) ⋅ g(x). 
 
Если m = 1, можно определить частное f / g: f(x) / g(x), где g(x) ≠ 0. Оп-

ределим также ║ f ║ и f ○ g как: 
 
║ f (x)║ и f[g(x)]. 
 
Тогда из определения непрерывности выводится следующая теорема. 
 
 
Теорема 1 
 
(1) Если f и g непрерывны в точке, то их алгебраическая комбинация 
 

 f + g, f – g, α f (α ∈ R ), f ⋅ g и f / g (g(x) ≠ 0) 
 
также непрерывна в этой точке. 

(2) Если f и g непрерывны в точке, то ║ f ║ и f ○ g также непрерывны в 
этой точке. 

 
Замечание. Из сформулированной теоремы следует утверждение о 

том, что если f и g непрерывны в S, подмножестве Rn, то 
 
f + g, f – g, α f, f ⋅ g , f / g, ║ f ║ и f ○ g 
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все непрерывны в S. Отметим, что непрерывность функции f ○ g означает, 
что непрерывная функция от непрерывной функции есть также непре-
рывная функция. 

 
Из теоремы 1 вытекают следующие утверждения: 
 

(1) Норма ║ x ║ есть непрерывная вещественная функция в Rn. Внут-
реннее произведение f ⋅ g и евклидово расстояние d(x, y) – непре-
рывные вещественные функции. 
 

(2) Пусть A – матрица m×n; определим f : Rn → Rm как f(x) = Ax. Тогда 
f(x) – непрерывная функция. 
 

(3) Пусть f i: Rn → Rm и αi: Rn → R, i = 1, 2, …, k – непрерывные функ-
ции в Rn. Тогда  

также непрерывна в Rn. 
 

(4) Любой полином есть непрерывная функция. 
 

(5) "Функция Кобба-Дугласа" (производственная функция) 

 
есть непрерывная функция. 

 
 

3.3. Некоторые сведения из топологии 
 
Пусть S – подмножество в Rn. Рассмотрим последовательность xq (не 

обязательно сходящуюся) в S. В случае, если последовательность сходится, 
она имеет единственный предел, который обозначим через x°. Точка x° на-
ходится в множестве Rn, но не обязательно в множестве S. Если же она 
принадлежит S, то S называют "замкнутым множеством".  

 
Определение 4. Пусть S – подмножество в Rn и пусть xq – последова-

тельность в S. S называется замкнутым множеством, если из xq → x° (при 
q → ∞) следует x° ∈ S.  

 
Замкнутое множество является множеством, в котором любая сходя-

щаяся последовательность имеет предел, расположенный в этом множест-
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ве; иными словами, замкнутое множество – это множество, которое 
замкнуто под предельной операцией. 

В качестве примера замкнутого множества можно привести отрезок, 
квадрат, куб и т.д. Каждый закрытый интервал [a, b] – замкнутое множест-
во в R. С другой стороны, открытый интервал (0, 1) не является примером 
замкнутого множества. Чтобы продемонстрировать это, рассмотрим по-
следовательность 1/q (q – положительное целое). Это – последователь-
ность, принадлежащая интервалу (0, 1), имеющая своим пределом 0, кото-
рый не принадлежит данному множеству. 

Отметим, что множество, состоящее только из одной точки x°, где x° 
∈ R, есть замкнутое множество. Множества Rn и ∅ (пустое множество) 
также замкнуты. 

Из определения замкнутых множеств выводятся следующие важные 
свойства: 

 
(1) Конечное либо бесконечное пересечение замкнутых множеств есть 

замкнутое множество; иными словами, если Sα замкнуто для α ∈ A, 
то 

также замкнуто. 
 

(2) Конечное объединение замкнутых множеств также замкнуто; то 
есть если Si замкнуто для i = 1, 2, …, k, то  

 
также замкнуто. 

Поскольку множество, состоящее только из одной точки, является 
замкнутым множеством, множество, состоящее из ограниченного числа 
точек, {x1, x2, …, xk}, также замкнуто (в соответствии со 2-м свойством). 
Можно показать, что множество S замкнуто в том и только в том случае, 
если оно содержит все свои предельные точки.  

Определим теперь открытое множество. 
 
Определение 5. Пусть S – подмножество в Rn. S называется откры-

тым множеством, если его дополнение есть замкнутое множество, то есть 
если множество Sc – замкнуто, где Sc ≡ Rn \ S.  
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Например, каждый открытый интервал (a, b) есть открытое множество 
в R, поскольку его дополнение {x : x ∈ R, x ≤ a или x ≥ b} – замкнутое мно-
жество (рекомендуется в качестве упражнения показать самостоятельно). 
Заметим попутно, что ни интервал (0, 1] , ни интервал [0, 1) не являются ни 
замкнутыми, ни открытыми.  

Теперь рассмотрим совокупность всех открытых множеств в Rn. От-
метим, что само множество Rn, равно как и пустое множество ∅ являются 
открытыми множествами (и одновременно замкнутыми множествами). 
Обозначим совокупность открытых множеств в Rn через τ, а само Rn обо-
значим через X. Тогда, рассматривая свойства замкнутых множеств, можно 
видеть, что τ удовлетворяет следующим свойствам:  

 
(1) X ∈ τ, ∅ ∈ τ, 
 
(2) Si ∈ τ, i = 1, 2, …, k, влечет 

(3) Sα ∈ τ, для всех α ∈ A влечет  

 
Свойство (2) утверждает, что любое конечное пересечение открытых 

множеств есть открытое множество, а свойство (3) говорит о том, что ко-
нечное либо бесконечное объединение открытых множеств также открыто. 
Отметим, что бесконечное пересечение открытых множеств не обязатель-
но будет открытым. Например, если {q} – множество положительных це-
лых, то 

 

 
то есть замкнутое множество. 

Если для произвольного множества X (оно не обязано быть ни про-
странством Rn, ни линейным пространством, ни метрическим пространст-
вом), можно определить совокупность подмножеств τ, удовлетворяющих 
свойствам (1) – (3), то такое множество называется топологическим про-
странством с топологией τ, и обозначается как (X, τ). Элемент τ в таком 
абстрактном топологическом пространстве называется "открытым множе-
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ством", а "замкнутое множество" определяется как множество, чье допол-
нение есть открытое множество.  

Ранее множество определялось как открытое, если его дополнением 
было замкнутое множество, а замкнутое определялось как множество, 
замкнутое под предельной операцией в Rn. На основе характеристик таких 
открытых множеств были получены аксиомы (1) – (3) для топологического 
пространства, и стало возможным определение открытого множества на 
основе этих аксиом. Очевидно, что открытые множества, определенные 
ранее через понятия замкнутых множеств (в свою очередь, определенные 
через сходимость в Rn), удовлетворяют этим аксиомам. Однако много дру-
гих множеств также могло бы удовлетворять этим аксиомам и, следова-
тельно, являться топологическими пространствами. Отметим, что эти ак-
сиомы вовсе не требуют, чтобы множество было в Rn, равно как не требу-
ется и его сходимости. Однако для большинства экономических приложе-
ний вполне достаточно ограничиться пространством Rn вместе с опреде-
ленными через сходимость понятиями открытого и замкнутого множеств. 

Пусть задана точка x° в Rn. Определим множество N, которое также 
может быть записано как N(x): 

 
N ≡ {x : x ∈ Rn, d(x, x°) < ε}, 
 
где d - евклидово расстояние между x и x°. Множество N называется 

открытой окрестностью (или сферой) вокруг x° с радиусом ε, или просто 
окрестностью точки x°. Термин "окрестность" трактуется достаточно сво-
бодно: N может представлять все пространство Rn (т.е ε → ∞ ) либо N мо-
жет быть достаточно малым (т.е. ε – мало). Легко показать, что любая ок-
рестность представляет собой открытое множество. В действительности 
"окрестность" точки x° в пространстве Rn иногда определяется как любое 
открытое множество, содержащее точку x°.  

Пусть задано произвольное множество S в Rn. Точка x° называется 
внутренней точкой множества S, если существует окрестность точки x°, 
содержащаяся в S. Можно показать, что если любая точка в S является 
внутренней, то S есть открытое множество. Более того, можно пока-
зать, что каждая точка открытого множества есть его внутренняя точ-
ка. Совокупность всех внутренних точек S называется внутренностью S. 

Множество всех предельных точек в S называется производным 
множеством множества S. Объединение S и его производного множества 
образуют замыкание множества S. Если точка относится к замыканию, но 
не принадлежит к внутренности S, она называется граничной точкой S. 
Совокупность всех граничных точек S называется границей множества S. 
Например, если S = (0, 1) , то производное множество – это [0, 1]; оно же 
является замыканием S. Граница S есть {0, 1}. Если S = (0, 1) ∪ {2}, то 
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производное множество S есть [0, 1], поскольку множество, состоящее из 
одного элемента, не имеет предельных точек. Замыкание S есть [0, 1] ∪ {2}, а 
граница S – {0, 1, 2}. 

Используя понятия открытого и замкнутого множеств, можно полу-
чить важные характеристики непрерывных функций. Пусть X и Y – под-
множества соответственно Rn и Rm; рассмотрим функцию f :X → Y с f(x) = y. 
Пусть B – подмножество в Y. Обратный образ B, обозначаемый как  
f-1(B): f -1(B) ≡ {x : x ∈ X, f(x) ∈ B}. Очевидно, f -1(B) является подмножест-
вом X.  

Следующие свойства непрерывных функций являются основными. 
 

(1) Функция f непрерывна в X в том и только в том случае, если мно-
жество f -1(B) открыто в X всякий раз, когда B открыто в Rm. 
 

(2) Функция f непрерывна в X в том и только в том случае, если  
f -1(B) замкнуто в X всякий раз, когда B замкнуто в Rm. 

 
Замечание. Отметим, что эти свойства отражают глобальные характе-

ристики непрерывных функций в противоположность непрерывности 
функции в точке, и это достигнуто введением топологических понятий от-
крытого и замкнутого множеств. 

 
Рассмотрим теперь другое фундаментальное топологическое понятие – 

"компактное множество". Вначале определим ограниченное множество. 
Подмножество S в Rn называется ограниченным, если существует такое 
число M, что d(x1, x2) ≤ M для любой пары (x1, x2) точек в S.  

Теперь определим компактное множество.  
 
Определение 6. Подмножество S множества Rn называется компакт-

ным (или компактом), если S замкнуто и ограничено. 
 
Например, закрытый интервал [0, 1] – компакт в R, тогда как (0, 1), (0, 

1] и [0, ∞) – нет.  
Некоторые важные свойства компактных множеств собраны в сле-

дующей теореме. 
 
Теорема 2.  
 

(1) Множество S в Rn компактно в том и только в том случае, если лю-
бая последовательность из S обладает сходящейся подпоследова-
тельностью, чей предел находится в S. 
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(2) Непрерывный образ компактного множества в Rn также является 
компактом. То есть, если f : S → Rm есть непрерывная функция в S, 
компактном подмножестве Rn, то f(S) также компакт в Rm. 
 

(3) (Теорема Вейерштрасса): Непрерывная вещественная функция на 
компактном множестве S достигает минимума и максимума в S. 
То есть, если f : S → R есть непрерывная функция и если S есть 
компактное множество в Rn, то существуют a и b в S такие, что:  
 
f(x) ≥ f(a) для всех x в S , и f(x) ≤ f(b) для всех x в S. 

 
Замечание. Для иллюстрации (1) теоремы 2 рассмотрим множество S, 

состоящее из двух точек в R, 0 и 1, т.е. S ≡ {0, 1}. Очевидно, что S замкнуто 
и ограничено, следовательно, оно компактно. Рассмотрим бесконечную 
последовательность {0, 1, 0, 1, …} в S. Ясно, что эта последовательность 
не сходится, но она имеет сходящиеся подпоследовательности такие, как 
{0, 0, …} или {1, 1, …}. Это свойство компактных множеств полезно для 
доказательств многих важных результатов в Rn. 

 
Замечание. Утверждение (3) теоремы 2 (теорема Вейерштрасса) игра-

ет важную роль в определении существования максимума и минимума при 
решении экономических оптимизационных задач с ограничениями. (В ка-
честве упражнения предлагается проверить, что непрерывность f, равно 
как замкнутость и ограниченность S, являются необходимыми для получе-
ния заключения о существовании максимума или минимума.) 
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4. КВАДРАТИЧНЫЕ 
ФОРМЫ 

 
 
 

усть A ≡ [aij] – вещественная n × n матрица, не обязательно сим-
метричная, и пусть x ∈ Rn – вектор-столбец. Рассмотрим вещест-
венную функцию Q(x), определенную в Rn:  

 
Q(x) ≡ x′A x  

 
где x обозначает вектор-столбец, а x′ – транспонированную матрицу, – век-
тор-строку. Функция Q(x) называется квадратичной формой. Например, 
если A – матрица 2 × 2, то Q(x) может быть записана: 

 
Q(x) = a11x1

2 + a22x2
2 + a12x1x2 + a21x2x1. 

 
Если, в частности, a12 = a21, то формула приобретает вид: 
 
Q(x) = a11x1

2 + a22x2
2 + 2a12x1x2. 

 
Заметим, что aij и aji в определении Q(x) являются коэффициентами 

при произведении xixj, а поскольку xixj = xjxi, то коэффициент при xixj – это 
(aij + aji), где i ≠ j. Если aij ≠ aji (т.е. если матрица A несимметрична), то 
можно определить новые коэффициенты: 

 
bij = (aij + aji) / 2, для всех i и j, 
 

так что bij + bji = aij + aji , а B ≡ [bij] – симметричная матрица. Более того,  
 
Q(x) = x′A x = x′B x, для всех x. 
 
Это переопределение коэффициентов не изменяет значения Q для лю-

бого x. Следовательно, можно рассматривать теорию квадратичных форм в 
предположении, что матрица A, ассоциированная с квадратичной формой 
Q(x) = x′A x, симметрична. 

Следующее определение является основополагающим в теории квад-
ратичных форм. 
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Определение 7. Пусть Q(x) = x′A x – квадратичная форма. 
(1) Q(x) называется положительно определенной, если Q(x) > 0 для 

любого x, за исключением x = 0, и Q(x) называется отрицательно 
определенной, если Q(x) < 0 для всех x, за исключением x = 0. 
Матрица A называется положительно определенной (соответст-
венно определенной отрицательно), если Q(x) положительно оп-
ределена (соответственно, определена отрицательно).  

(2) Q(x) называется положительно полуопределенной, если Q(x) ≥ 0 
для любого x, и Q(x) называется отрицательно полуопределен-
ной, если Q(x) ≤ 0 для всех x. Матрица A называется положитель-
но полуопределенной (соответственно отрицательно полуопре-
деленной), если Q(x) положительно полуопределена (соответст-
венно, отрицательно полуопределена).  

 
Ясно, что, если Q(x) положительно (отрицательно) определена, то она 

всегда положительно (отрицательно) полуопределена. Обратное неверно. 
Также ясно, что нулевая матрица является как положительно, так и отри-
цательно полуопределенной. 

 
Примеры 
 
(а) Если x' = (x1, x2), 

то Q(x) = x′A x = x1
2 + x2

2. Следовательно, Q(x) > 0 для всех x ≠ 0. 
 
(б) Если x' = (x1, x2), 

то Q(x) = x′A x = 2x1x2. Следовательно, Q(x) может быть отрица-
тельной, положительной или нулевой в зависимости от значений 
x1 и x2. 

 
(в) Если x' = (x1, x2), 

 
то Q(x) = x′A x = x2

2. Q(x)≥ 0 для всех x, но Q(x) = 0, если, напри-
мер, x′ = (1, 0). 
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В этих примерах: матрица A в (а) положительно определена, в (б) мат-
рица A не является ни положительно ни отрицательно (полу)определенной, 
в упражнении (в) матрица A положительно полуопределена, но не является 
положительно определенной. 

Из определения 7 следуют утверждения: 
Если A и В положительно (отрицательно) определены, то матрица (A + 

В) положительно (отрицательно) определена. 
Если A и В положительно (отрицательно) полуопределены, то матрица 

(A + В) положительно (отрицательно) полуопределена. 
 
Рассмотрим полезный метод выяснения вида определенности кон-

кретной матрицы с помощью миноров.  
Пусть дана n × n-матрица A ≡ [aij]. Выпишем следующие k × k опреде-

лители, где k ≤ n: 

 
Определители D1, D2, …, Dn называются последовательными глав-

ными минорами матрицы A. Рассмотрим теперь определители матрицы A, 
составленные из элементов, стоящих на пересечении произвольно выде-
ленных её k строк и k столбцов с сохранением их порядка: 

 
Если номера строк, в которых расположен минор, совпадают с номера-

ми столбцов, то определитель Ďk называется главным минором матрицы A 
порядка k. 

 
Примеры 
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Следующая теорема связывает главные миноры и характеристики опре-
деленности. 

 
Теорема 3. Пусть A – симметричная n × n -матрица с квадратичной 

формой Q(x) ≡ x′A x. Тогда 
(1) A положительно определена в том и только в том случае, если 

 
D1 > 0, D2 > 0, D3 > 0, …, Dn > 0. 
 

(2) A отрицательно определена в том и только в том случае, если 
 
D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0, …, (–1)nDn > 0. 
 

(3) A положительно полуопределена в том и только в том случае, если 
 
Ď1 ≥ 0, Ď2 ≥ 0, Ď3 ≥ 0, …, Ďn ≥ 0. 
 

(4) A отрицательно полуопределена в том и только в том случае, если 
 
Ď1 ≤ 0, Ď2 ≥ 0, Ď3 ≤0, …, (–1)nĎn ≥ 0. 
 

Замечание. Поскольку Dn – определитель матрицы A, то утверждения 
(1) и (2) теоремы 3 подтверждают тот факт, что положительно либо отри-
цательно определенная матрица должна быть невырожденной (вырожден-
ная матрица, особая (особенная) матрица, сингулярная матрица, – квад-
ратная матрица, определитель которой равен нулю). 

Определители Ďk в утверждениях (3) и (4) теоремы 3 не могут быть 
заменены на Dk. Например, в вышеприведенном примере (в): 

 
Матрица A не является отрицательно полуопределенной (она положи-

тельно полуопределена), и можно заметить, что Q(x) = x′A x = x2
2. 
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5. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ,  
ВОГНУТЫЕ И КВАЗИ-ВОГНУТЫЕ 
ФУНКЦИИ 

 
 
 

5.1. Дифференцирование 
 

ассмотрение материала начнем с определения производной. 
 
 

Определение 8. Пусть X – открытое множество в R и пусть x° – точка 
в X. Тогда функция f : X → R называется дифференцируемой в точке x°, 
если существует вещественное а такое, что 

 
где h ≠ 0 и x° + h ∈ X. Величина а называется производной функции f в 
точке x° и обозначается как f′(x°). Если f дифференцируема в каждой точке 
x ∈ X, то f называется дифференцируемой функцией в X.  

 
Фигурирующий в определении производной предел зависит от x°. При 

изменении x° в X значение f′(x°) также изменяется в R. Следовательно, f′ 
есть функция от x в X, и это может быть записано как f′(x). Поскольку X 
есть открытое множество, x° есть внутренняя точка X. Это существенно, 
т.к. величина h, фигурирующая в определении, может быть либо положи-
тельной, либо отрицательной. Т.е. x° + h может приближаться к x° с любо-
го направления. Более того, это приближение не обязано быть даже моно-
тонным: оно может осциллировать около значения x°. Понятие производ-
ной иллюстрирует рис. 5 (а).  
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Как хорошо известно и как это видно на графике, производная харак-

теризует наклон кривой, являясь тангенсом угла наклона касательной к 
графику функции f(x) в точке x°. Отметим, что сделанное определение тре-
бует, в частности, чтобы оба предела 

 

 
существовали и чтобы они были равны а+ = а–. (Можно показать, что об-
ратное утверждение также верно, т.е. если а+ и а– существуют и если а+ = 
а–, то f дифференцируема в x° и f′(x°) = а+ = а–.) Здесь а+ называется произ-
водной справа, а а– – производной слева. Рис.5(б) демонстрирует случай, 
когда и а+, и а– существуют, но они не равны, и, как следствие, f(x) недиф-
ференцируема в x°. 

Другим простым примером, когда и а+, и а– существуют, но они не 
равны, является функция  

 
f (x) = | x |, где а– = –1, а а+ = 1 при x = 0. 
 
Следовательно, функция f (x) = | x | недифференцируема в начале ко-

ординат (x = 0). Т.о., непрерывная функция может не быть дифференци-
руемой. Из определения 8 также следует, что если функция разрывна в 
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Рис.5. Иллюстрация понятия производной
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точке x°, то она не может быть дифференцируема в этой точке. Иными 
словами, требование непрерывности является необходимым для диффе-
ренцируемости, но недостаточным.  

Далее, если f определена в Rn, то определение 8 необходимо модифи-
цировать, поскольку h теперь представляет собой вектор, также как и x° – 
вектор в Rn. Обозначая через || h || евклидову норму h, рассмотрим сле-
дующее определение 9, являющееся естественным расширением сделанно-
го ранее определения. 

 
Определение 9. Пусть X – открытое множество в Rn и пусть x° – точка 

в X. Тогда функция f : X → R называется дифференцируемой в точке x°, 
если существует n-мерный вектор а такой, что 

 
где h – n-мерный вектор, h ≠ 0, x° + h ∈ X. Вектор а обозначается как f′(x°) 
и называется производной функции f в точке x°. Если f дифференцируе-
ма в каждой точке X, то f называется дифференцируемой функцией в X.  

 
Замечание. В сделанном определении различия между вектором-

столбцом и вектором-строкой несущественны. Вспомним, что символ "⋅" 
обозначает евклидово внутреннее произведение (скалярное произведение). 
Здесь использована запись a⋅h вместо a'⋅h, чтобы не спутать значок транс-
понирования в a' с обозначением производной. 

 
В определении производной весьма полезно использование значка "о" 

Ландау. Так, последнее определение можно переформулировать в сле-
дующей эквивалентной форме: говорят, что f дифференцируема в x°, если 
существует такое а в Rn, что  

 
f(x° + h) – f(x°) = a ⋅ h + o(|| h ||), ( * ) 
 

где o(|| h ||) – бесконечно малая величина более высокого порядка, чем h, 
определяемая соотношением: 

 
Этот значок o(..) часто называют о-символом Ландау. Подробнее, 

o(||h||) – это символ, который обозначает любой скаляр или вектор, кото-
рый "бесконечно мал" в том смысле, что запись r(h) = o(|| h ||) означает 
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где r(h) может быть скаляром или вектором. Аналогично, r(h) = o(||h||2) оз-
начает, что  

 
Например, если h ∈ R, то h2 = o(||h||), h3 = o(||h||2), 1/h ≠ o(||h||). Таким 

образом, последнее определение ( * ) может быть переписано в виде: 
 
f(x° + h) – f(x°) = a ⋅ h + r(h), 
 

где r(h) = o(||h||) и где r(h) обозначает остаточный член. Это соотношение 
также может быть истолковано как представление функции f(x) (где x = x° 
+ h), которая может быть аппроксимирована (приближенно представлена) 
f(x°), когда h достаточно мало, а ошибка аппроксимации равна r(h), вели-
чина которой измеряется o(||h||). 

 

 
Определение 10. Говорят, что вещественная функция f, определенная 

на открытом множестве X в Rn, имеет частную производную по xi в точке 
x°, где x° ∈ X, если существует такое вещественное аi, что  

 

 
где h – скаляр (h ≠ 0), а ei – n-мерный вектор, чей i-й элемент равен 1 (i = 1, 
2, …, n), а все другие элементы равны 0. Скаляр аi называется частной 
производной функции f по xi в точке x° и записывается как ∂f(x°)/∂xi. 

 
Пусть f : X → R, где X – открытое множество в Rn, и пусть x° – точка в 

X. Тогда имеет место: 
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(1) Если вещественная функция f(x), определенная на открытом мно-
жестве в X пространства Rn, дифференцируема в точке x°∈ X, то 
она непрерывна в x° и обладает частными производными по каж-
дой координатной переменной; при этом f′(x°) = а = (а1, а2, …, аn) 
может быть записана как 

 
 

(2) Функция f дифференцируема, а её производная f′(x) непрерывна в 
открытом множестве D в X в том и только в том случае, если f име-
ет непрерывные частные производные для всех x в D по каждой из 
своих координатных переменных. 

 
Замечание. Функция f называется непрерывно дифференцируемой в 

D, если она дифференцируема и если f′(x) непрерывна в каждой точке x в 
D. Вектор f′(x°), записанный как в (1), называется вектором градиента 
функции f в точке x°. Вектор градиента также обозначается как fx°, fx(x°) 
либо ∇f (x°). Обозначение fx часто используется, когда f зависит и от дру-
гих переменнных, например, f(x, y), где y ∈ Rm. В этом случае fx означает 
вектор градиента функции f по отношению к x (считая y постоянной вели-
чиной).  

 
В этих определениях производных предполагалось, что f – веществен-

ная функция. Можно расширить понятие производной, рассмотрев случай, 
когда f является векторной функцией.  

 
Определение 11. Пусть X – открытое множество в Rn и пусть x° – точ-

ка в X. Функция f : X → Rm называется дифференцируемой в точке x°, если 
существует такая n × n-матрица А с вещественными элементами, что  

 
f(x° + h) – f(x°) = Аh + o(|| h ||), для h ∈ Rn, x° + h ∈ X. 
 
Матрица А записывается как f′(x°) и называется производной функ-

ции f в точке x°. Если f дифференцируема в каждой точке в X, то f называ-
ется дифференцируемой функцией в X. (Показывается, что матрица А – 
единственна.) 

 
Замечание. Чтобы выражение Аh в приведенном определении было 

правильным, h выбрано в виде вектора-столбца. Записывая f(x) в виде  
f(x) = [ f1(x), f2(x), …, fm(x)], можно показать, что f(x) дифференцируема  
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в точке x° в том и только в том случае, если fi(x) дифференцируема в x° для 
всех i. Матрица А называется матрицей Якоби (якобианом) функции f в 
точке x° и записывается в виде 

 
Также используется запись А = f′(x°). Еще возможные обозначения для 

матрицы Якоби: fx°, fx(x°). Как и ранее, обозначение fx полезно, когда f за-
висит и от других переменнных, например, f(x, y). В этом случае fx обозна-
чает матрицу Якоби функции f по отношению к x (считая y постоянной). 

Отметим, что на самом деле все определения дифференцируемости 
или производных одинаковы. Первое определение касается случая, когда n 
= m = 1, второе определение относится к случаю n ≥ 1, m = 1, а последнее 
определение соответствует n ≥ 1, m ≥ 1. 

 
 

5.2. Некоторые виды функций 
 
Перечислим некоторые важные положения, которые используют по-

нятие производной.  
 
Теорема 4 (теорема о сложной функции). Пусть f : X → Rm, где X – 

открытое множество в Rn и пусть g: Y → Rk, где Y – открытое множество в 
Rm, причем f(X) ⊂ Y. Допустим, что функция f дифференцируема в точке x° 
в X, а g дифференцируема в f (x°). Тогда функция h = g○f : X → Rk, опреде-
ляемая как h(x) = g[f(x)] дифференцируема в x° и h' (x°) = g' [f(x°)] f ' (x°), 
где умножение g' f ' производится по правилам перемножения матриц. По-
скольку f ' есть m × n-матрица, а g' есть k × m-матрица, то произведение g'f' 
есть k × n-матрица. 

 
Примеры 
 
(а) Пусть n = k = 1, а m > 1. В этом случае, записывая f(x) в виде f(x) = 

[f1(x), f2(x), …, fm(x)], yi = fi(x), получим: 
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В частности, если f(x) = a + bx, x ∈ R, а a,b ∈ Rm, то h' (x) = g'(y)⋅b. 
 
(б) Пусть n = m = 2, а k = 1 и пусть z = g(x, y), x = r cosθ, y = r sinθ (сис-

тема полярных координат). 
 
 ∂x/∂r = cosθ, ∂x/∂θ = –r sinθ, 
 
 ∂y/∂r = sinθ, ∂y/∂θ = r cosθ. 
 
 Следовательно, полагая h(r, θ) ≡ g(r cosθ, r sinθ), получим 
 

∂h/∂r = (cosθ)gx + (sinθ)gy, ∂h/∂θ = (–r sinθ)gx + (r cosθ)gy, 
 
где gx ≡ ∂g /∂x, gy ≡ ∂g /∂y. 

 
Пусть f(x, z) = 0, где f – непрерывно дифференцируемая функция на R × R. 

Если можно получить такую функцию ϕ , что x = ϕ(z) и f[ϕ(z), z] = 0, то гово-
рят, что f(x, z) "разрешается относительно x". Находя дифференциал функции 
f(x, z) = 0, получим fxdx + fzdz= 0, где fx и fz– частные производные функции f 
по переменным x и z соответственно. Следовательно, dx/dz = ϕ' = –fz /fx. Та-
ким образом, чтобы уравнение f(x, z) = 0 было разрешимо относительно x, 
нужно, чтобы fx ≠ 0. Это может быть обобщено на случай, когда x является 
n-вектором, а z – m-вектором. Иными словами, можно получить теорему 5. 
Теоремы 4 и 5, возможно, являются одними из самых важных при выпол-
нении аналитических преобразований в экономических исследованиях. 

 
Теорема 5 (теорема о неявной функции). Пусть f : D → Rn – непре-

рывно дифференцируемая функция, где D – открытое множество в Rn × Rm. 
Пусть (x°, z°) – точка в D, для которой f(x°, z°) = 0. Если матрица Якоби 
функции f по отношению к x в точке (x°, z°), т.е. fx(x°, z°), невырождена, то 
существует такая единственная непрерывно дифференцируемая функция 
ϕ, что x° = ϕ( z°) и f [ϕ(z), z] =0 для всех z в некоторой окрестности z°. 

 
Замечание. Теорема 5 устанавливает только достаточное условие для 

локального существования функции ϕ [= (ϕ1, …, ϕn)], или "разрешимости" 
f(x, z) = 0 относительно x в виде x = ϕ(z), поскольку f [ϕ(z), z] =0 выполня-
ется только в окрестности z°. Уравнением f [ϕ(z), z] =0 функция ϕ(z) опре-
делена неявно, отсюда название теоремы. Невырожденность матрицы Яко-
би fx не является необходимым условием для существования функции ϕ. 
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Найдем полный дифференциал f(x, z) = 0: fxdx + fzdz = 0 (где fx и fz – 
матрицы Якоби функции f по отношению к x и z соответственно), откуда 
получим: dx = –(fx

-1 fz) dz. Это соотношение дает возможность определить  
dx1, dx2, …, dxn и, следовательно, все частные производные неизвестной 
функции ϕ. Ясно, что для существования этих значений матрица fx должна 
быть невырожденной. 

Подобным образом, пусть f(x, z) определена как 
 
f(x, z) ≡ Ax + z = 0, 
 

где A – n × n-матрица, а x и z – n-мерные векторы-столбцы. Для того, чтобы 
эта система имела единственное решение, матрица A должна быть невы-
рождена; в этом случае x = –A-1z. Поскольку матрица A в точности соответ-
ствует матрице Якоби функции f по отношению к x, этот пример также по-
казывает, что невырожденность матрицы Якоби в теореме 5 является оп-
ределяющим условием в существовании неявной функции. 

Следующий пример демонстрирует применение теоремы 5 в экономике.  
 
Пример. Обозначим через fi избыточный спрос (т.е. спрос за вычетом 

предложения) на i-е благо. Пусть условия рыночного равновесия записаны 
в виде: 

 
fi(p1, p2, …, pn, α1, α2, …, αm) = 0, i = 1, 2, …, n, 
 

или, компактнее: f(p, α) = 0, где pi – цена i-го блага, а α – вектор парамет-
ров, которые влияют на избыточный спрос. Если f непрерывно дифферен-
цируема и если матрица Якоби функции f по отношению к p, fp, невырож-
дена, то существует единственная непрерывно дифференцируемая функ-
ция ϕ такая, что p = ϕ(α). Величина ∂ϕi /∂αj характеризует влияние измене-
ния j-го параметра на цену i-го блага. (Этот пример относится к разделу 
сравнительной (компаративной) статики курса экономической теории.) 

 
Предыдущая теорема тесно связана с теоремой об обратной функции. 
 
Теорема 6 (теорема об обратной функции). Пусть f : X → Rn – не-

прерывно дифференцируемая функция, где X – открытое множество в Rn. 
Если якобиан f'(x°) не является вырожденным в некоторой точке x° в X, то 
существует единственная непрерывно дифференцируемая функция ϕ та-
кая, что  

 
ϕ [f(x)] = x для всех x в некоторой окрестности x°, 
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где областью ϕ является открытое множество Y ⊂ f(X), причем f(x°)∈Y. 
 
Функция ϕ есть обратная функция функции f, которая записывается 

как f –1. Иными словами, эта теорема утверждает, что непрерывно диффе-
ренцируемая функция f обладает обратной функцией ("инвертируема") в 
окрестности точки x°, в которой матрица f'(x°) (якобиан) невырождена. 
Этот результат широко используется в экономической литературе. 

 
Теорема 7 (теорема Эйлера). Пусть f (x) есть вещественная диффе-

ренцируемая функция, определенная на открытом множестве X в Rn. Тогда 
f(x) является однородной функцией степени m в том и только в том случае, 
если f'(x) ⋅ x = mf(x) для всех x в X, т.е.: 

 
f1(x) x1 + f2(x) x2 + … + fn(x) xn = mf(x),  
 

для всех x в X, где fi ≡ ∂f /∂xi, i = 1, 2, …, n. (Это уравнение называется 
уравнением Эйлера (для однородных функций). 

 
Замечание. Функция f называется однородной функцией степени m, 

если для любого вещественного α ≠ 0: 
 
f(α x) = αm f(x), для всех x. 
 
Пример. Пусть f(x) – производственная функция. Согласно известно-

му определению, функция f проявляет постоянную отдачу от масштаба, 
если f – однородная функция первой степени. В этом случае уравнение Эй-
лера может быть записано как  

 
f1(x) x1 + f2(x) x2 + … + fn(x) xn = f(x), для всех x, 
 

где fi ≡ ∂f /∂xi обозначает предельный продукт i-го фактора производства. 
Одна из важных проблем в теории предельной производительности заклю-
чается в поиске ответа на вопрос, является ли выпуск продукции результа-
том применения всех факторов производства таким образом, чтобы каж-
дый фактор использовался полностью и в соответствии со своей предель-
ной производительностью. Из приведенного выше уравнения следует, что 
эта задача имеет простое решение, когда производственная функция обла-
дает свойством постоянной отдачи от масштаба. 
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5.3. Производные высших порядков и гессиан 
 
Пусть f(x) – дифференцируемая вещественная функция, определенная 

на открытом множестве X в Rn. Ее производная f'(x) зависит от точки x, в 
которой берется предел, т.е, иными словами, является функцией от x. Если 
задана функция y(x) ≡ f'(x), то можно определить ее производную y'(x) (там, 
где она существует). Эта производная записывается как f''(x) и называется 
производной второго порядка (второй производной) функции f в точке 
x. Соответственно, f'(x) также называется производной первого порядка 
(первой производной) функции f в точке x. Далее, f''(x) также зависит от x 
и, следовательно, является функцией x. Таким образом, можно определить 
производную k-го порядка функции f в точке x (там, где она существует), 
которая записывается как f (k)(x). Если f''(x) существует, то говорят, что  
f дважды дифференцируема в x. Подобным образом, если существует  
f (k)(x), то говорят, что f k раз дифференцируема в x. f'(x) и f''(x) – это при-
нятые обозначения для f (1)(x) и f (2)(x) соответственно. Если функция f (k)(x) 
дифференцируема и ее производная f (k+1)(x) непрерывна для любого x в X 
(т.е. если f (k)(x) непрерывно дифференцируема), то говорят, что f является 
функцией класса С(k+1). Т.о., если f ∈ С(1), то f непрерывно дифференци-
руема. Если f ∈ С(2), то говорят, что f является дважды непрерывно диф-
ференцируемой функцией. 

 
Замечание. Существует множество важных результатов, использую-

щих производные высших порядков. В качестве примера, ограничиваясь 
случаем, когда x – скаляр, приведем один результат, известный как "фор-
мула разложения Тейлора" (ряд Тейлора). Пусть f : X → R, где X – откры-
тое множество в R. Допустим, что f имеет непрерывные производные k-го 
порядка для каждой точки в X, где f ∈ С(k). Тогда для каждого x в X функ-
ция f (x) может быть представлена в виде следующего ряда (x° – некоторая 

точка в X): 
 

где h ≡ x – x°, a r(h) = o(||h||k). Остаточный член r(h) может быть представ-
лен в уточненной форме: 

 
для некоторой точки, являющейся внутренней по отношению к интервалу, 
соединяющему x и x°. Приведенное разложение называется формулой 
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Тейлора. Эта формула используется для приближенных вычислений 
функции f и может быть обобщена для случая, когда X – открытое множе-
ство в Rn, а не в R. 

 
Вспомним, что f'(x) = [∂f (x)/∂x1, …, ∂f (x)/∂xn], где f : X → R, X ⊂ Rn. 

Заметим, что gi(x) ≡ ∂f (x)/∂xi также является вещественной функцией. Оп-
ределим подобным образом ее частные производные (если они существу-
ют) и запишем это в виде: ∂gi(x)/∂xj = ∂2f (x)/∂xi∂xj. Эти частные производ-
ные называются частными производными второго порядка функции f в 
точке x. 

Например, если f (x, y) = xy2, x, y ∈ R, то ∂f /∂x = y2, ∂2f /∂x2 = 0, ∂f /∂y = 
2xy, ∂2f /∂x∂y = ∂2f /∂y∂x = 2y, ∂2f /∂y2 = 2x. Частные производные более вы-
соких порядков (k = 3, 4, …) определяются аналогичным образом. 

Ранее были даны определения производных высших порядков. Сосре-
доточимся теперь на производных второго порядка и переформулируем их 
определение в следующей эквивалентной форме. 

 
Определение 12. Пусть X – открытое множество в Rn и пусть x° – точ-

ка в X. Говорят, что функция f : X → R дважды дифференцируема в x°, 
если существуют α ∈ Rn и вещественная матрица A размерности n × n, та-
кие, что 

 
f(x° + h) – f(x°) = α⋅ h + (1/2)h ⋅ (Ah) + o(||h||2). 
 
n-вектор α называется первой производной (производной первого 

порядка) функции f в x°, а A называется второй производной (производ-
ной второго порядка) функции f в x°, причем α записывается как f'(x°), а A 
– как f''(x°). Говорят, что функция f – дважды дифференцируемая функция 
в X, если f(x) дважды дифференцируема в каждой точке в X. 

 
Замечание. В последней формуле h в (Ah) выбрано в виде вектора-

столбца, чтобы произведение Ah было корректным. Т.о., полагая A = [aij], 
h⋅(Ah) может быть записано в виде: 

 
Если обозначить транспонированную матрицу h как h', то h⋅ (Ah) мо-

жет быть записано как h'Ah. 
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Замечание. Если f дважды дифференцируема в точке x°, то ∂f (x°)/∂xi и 
∂2f (x°)/∂xi ∂xj существуют для всех i и j, а α и A могут быть записаны сле-
дующим образом: 

 
α = [∂f (x°)/∂x1, …, ∂f (x°)/∂xn]; 
 

 
 
Матрица А называется матрицей Гессе (гессианом) функции f в точ-

ке x°. Функция f''(x) непрерывна в x° в том и только в том случае, если все 
вторые частные производные ∂2f (x°)/∂xi ∂xj (i, j = 1, 2, …, n) непрерывны в 
x°; в этом случае имеем 

 
(Этот результат известен как теорема Янга.) Следовательно, если f (x) 

дважды непрерывно дифференцируема в X, то ее матрица Гессе f''(x) сим-
метрична для всех x в X. Здесь важно отметить наделение f''(x) свойством 
непрерывности. 

 
Замечание. Если f''(x) не является непрерывной в точке x°, то матрица 

f''(x°) может быть несимметричной. Следующий пример демонстрирует 
это. Пусть 

 
f(x1, x2) = x1x2(x1

2 – x2
2)/(x1

2 + x2
2), если x1, x2 ≠ 0 и f(0, 0) = 0. 

 
Простые вычисления показывают, что ∂2f (0, 0)/∂x1∂x2 ≠ ∂2f (0, 0)/∂x2∂x1 
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Заканчивая, можно привести хорошо известные формулы дифферен-
цирования внутренних произведений и квадратичных форм. Пусть а – век-
тор-константа в Rn, а А – матрица-константа размерности n×n. Тогда, если 
f(x) = а ⋅ x, то f'(x) = а, а f''(x) = 0 (где 0 – нулевая матрица размерности 
n×n). Если f(x) = x ⋅ (Ах), то f'(x) = 2Ах, а f''(x) = 2А. 

 
 

5.4. Выпуклые и вогнутые функции 
 
Определение 13. Пусть заданы х и y в Rn. Тогда z, определенное как  
 
z ≡ θx + (1 – θ)y, 0 ≤ θ ≤ 1 
 

называется выпуклой комбинацией x и y. Аналогично, пусть заданы k то-
чек х1, х2, …, хk в Rn. Тогда z, определенное как 

 
называется выпуклой комбинацией этих k точек. 

 
Понятие выпуклой комбинации иллюстрирует рис.6, на котором мож-

но видеть, что z = x, если θ = 1, и z = y, если θ = 0.  
 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Определение 14. Пусть S – подмножество Rn. Множество S называет-

ся выпуклым множеством, если произвольная выпуклая комбинация лю-
бых двух точек этого множества находится в S. То есть, S выпукло, если из 
x, y ∈ S следует θx + (1 – θ)y ∈ S, 0 ≤ θ ≤ 1. 

 
Например, окружность не является выпуклым множеством, но круг, 

содержащий все внутренние точки окружности, представляет собой  

Рис.6. Иллюстрация выпуклой комбинации 
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выпуклое множество. Понятие выпуклого множества является одним из 
важнейших в экономическом анализе. 

Полезно отметить следующие свойства выпуклых множеств. 
 
(а) Любое пересечение (конечное либо бесконечное) выпуклых мно-

жеств есть выпуклое множество. 
 
(б) Если Si, i = 1, 2, …, k – выпуклые множества в Rn, то их линейная 

сумма, определяемая как  
 

S ≡ {z : z = α1x1 + α2x2 + … + αkxk, xi ∈ Si, αi ∈ R, i = 1, 2, …, k}, 
 
также выпукла. 

 
(в) Если Si, i = 1, 2, …, k – выпуклые множества в Rn, то их декартово 

произведение S1 × S2 × … × Sk также выпукло. 
 
Теперь введем понятие вогнутой функции. 
 
Определение 15. Пусть f – вещественная функция, определенная на 

выпуклом (не обязательно открытом) множестве X в Rn. Функция f называ-
ется вогнутой вниз (выпуклой вверх) функцией, или просто вогнутой 
функцией, если для всех x, y ∈ X и 0 ≤ θ ≤ 1 

 
f[θx + (1 – θ)y] ≥ θf(x) + (1 – θ) f(y). 
 
Если неравенство является строгим для всех x, y ∈ X при x ≠ y и 0 ≤ θ 

≤ 1, то f называется строго вогнутой функцией. 
Функция f называется выпуклой вниз (вогнутой вверх) функцией, 

или просто выпуклой (соответственно, строго выпуклой) функцией, ес-
ли функция –f – вогнута (строго вогнута).  

 
Очевидно, что если функция является строго вогнутой (или строго 

выпуклой), то она автоматически вогнута (или выпукла). На рис. 7 (где  
X = R) показан пример строго вогнутой функции. Функция вогнута, если 
каждая дуга графика этой функции лежит не ниже стягивающей ее хорды. 
Множество X, на котором определена f, должно быть выпуклым, в против-
ном случае θx + (1 – θ)y может не находиться в X, области определения f. 
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В частности, функция f : Rn → R , определенная как f(x) = a ⋅ x + a0 (где 

a – вектор-константа в Rn, а a0 – скаляр) является одновременно вогнутой и 
выпуклой функцией (но не строго вогнутой и не строго выпуклой). Поня-
тие вогнутой (или выпуклой) функции является глобальным в том смысле, 
что определяемое свойство выполняется для всех точек области. С другой 
стороны, возможно рассмотрение функции, которая локально вогнута (ли-
бо выпукла), т.е. функции, которая вогнута (либо выпукла) на некоторых 
подмножествах области X. Например, тригонометрическая функция  

 
f(x) = sin(x), x ∈ X = [0, 2π] 
 

является вогнутой функцией на отрезке [0, π], тогда как на отрезке [π, 2π] 
функция является выпуклой.  

Некоторые полезные свойства вогнутых функций приведены в теореме 8. 
 
Теорема 8 
 
(1) Пусть f : X → R – вогнутая функция, где X – выпуклое множество в 

Rn. Тогда множество L, определенное как  
 

L ≡ {x : x ∈ X, f(x) ≥ α}, 
 
является выпуклым для любого α ∈ R.  

 

Рис. 7. Иллюстрация вогнутой функции 

f(x) 

θf(x) + (1 – θ)f(y) 

y  x θx + (1 – θ)y 

f[θx + (1 – θ)y] 

f(y) 
функция f 
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(2) Всякая неотрицательная линейная комбинация вогнутых функций 
также вогнута. Т.е., если fi : X → R, i = 1, 2, …, k – вогнутые функ-
ции, а X – выпуклое множество в Rn, то функция 

 
f(x) ≡ α1 f1(x) + α2 f2(x) + … + αk fk(x), αi ≥ 0, i = 1, 2, … , k 
 
также является вогнутой. 

 
(3) Функция f : X → R, где X – выпуклое множество в Rn, является во-

гнутой в том и только в том случае, если для каждого целого k ≥ 1 
 

f(θ1x1 + θ2x2 + … + θkxk) ≥ θ1f(x1)+ θ2 f(x2) + … + θk f(xk) для всех  
xi ∈ X, θi ∈ R, θi ≥ 0, i = 1, 2, …, k, θ1 + θ2 + … + θk = 1. 

 
(4) Функция f : X → R, где X – выпуклое множество в Rn, является во-

гнутой в том и только в том случае, если 
 

{(x, α) : x ∈ X, α ∈ R, f(x) ≥ α} 
 
выпукло в Rn+1.  

 
(5) Всякая вогнутая функция непрерывна внутри области определения 

функции. 
 
Замечание. Множество L в утверждении (1) теоремы 8 часто называют 

множеством верхних линий уровня. Пример такого множества L показан 
на рис.8 в виде заштрихованной области, где предполагается, что f(x) рас-
тет с увеличением значения любой координатной переменной xi (т.е. ∂f/∂xi 
> 0). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8. Множество верхних линий уровня 
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В теории потребительского выбора в качестве функции f(x) выбирает-
ся функция полезности отдельного потребителя, а множество L*, опреде-
ленное как 

 
L* ≡ {x : x ∈ X, f(x) = α}, 
 
известно под названием кривой (поверхности) безразличия, или ли-

нии (поверхности) уровня. В теории производства в качестве функции 
f(x) выбирается производственная функция отдельного вида продукции, а 
множество L* известно под названием производственной изокванты, где 
в качестве α обычно выбирается положительное вещественное число. 

 
Замечание. Часто в качестве области X вогнутой функции f выбирает-

ся все пространство Rn; в этом случае f всегда непрерывна, если она вогну-
та (выпукла) в соответствии с утверждением (5) теоремы 8. С другой сто-
роны, если X – замкнутое множество, вогнутая функция может иметь раз-
рыв в граничной точке. В качестве примера можно привести функцию  
f : X → R, X = (0, ∞), определенную как  

 
 f(х) = 1, х ≠ 0, и f(0) = 0. 
 
Теорема 9, содержащая полную характеристику дифференцируемых 

вогнутых либо строго вогнутых функций, часто используется в экономиче-
ском анализе. 

 
Теорема 9. Пусть f – дифференцируемая вещественная функция, оп-

ределенная на открытом выпуклом множестве X в Rn. Тогда функция f яв-
ляется вогнутой в том и только в том случае, если  

 
fx°⋅ (x – x°) ≥ f(x) – f(x°), для всех х, х° в Х, 
 

где fx° – вектор градиента функции f в точке х°. Аналогично, функция f яв-
ляется строго вогнутой в том и только в том случае, если приведенное вы-
ше неравенство является строгим, т.е.: 

 
fx°⋅ (x – x°) > f(x) – f(x°), для всех х, х° в Х, х ≠ х°. 
 
Замечание. Рис.9 поясняет теорему 9. Поскольку функция f выпукла 

(строго выпукла) в том и только в том случае, если функция –f вогнута 
(строго вогнута), полную характеристику дифференцируемых выпуклых 
или строго выпуклых функций получим путем обращения неравенства в 
теореме 9.  
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Пример. Пусть y = f(x) – производственная функция (предполагаем ее 

дифференцируемость), где x – вектор факторов производства, а y характе-
ризует объем выпуска продукции. Допустим, что функция f(x) вогнута; то-
гда, в соответствии с приведенным выше в теореме 9 неравенством для 
любых двух точек х° и х1 имеем: 

 
fx°⋅ (x1 – x°) ≥ f(x1) – f(x°), и 
 
fx

1⋅ (x° – x1) ≥ f(x°) – f(x1). 
 
Суммируя эти два неравенства, получим: 
 
(fx° – fx

1) ⋅ (x1 – x°) ≥ 0 для всех x° и x1. 
 
Выбирая x1

j = x°j для всех j за исключением j = i, получим: 
 
 

 
для всех x° и x1. Отсюда следует, что ∂f(x1)/∂xi ≤ ∂f(x°)/∂xi, если x1

i > x°i. По-
скольку выбор i произволен, это неравенство справедливо для любых i = 1, 
2, .., n. Следовательно, можно заключить, что если f(x) вогнута, то пре-
дельный продукт любого фактора производства (∂f/∂xi) не возрастает при 
увеличении этого фактора. Приведенное рассуждение показывает, что эта 
фундаментальная экономическая закономерность тесно связана с вогнуто-
стью производственной функции. Подобное обсуждение может быть про-
ведено и в контексте теории потребительского выбора, используя в качест-
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ве f(x) функцию полезности потребителя. Например, можно видеть, что ес-
ли функция полезности вогнута, то предельная полезность любого блага 
(∂f/∂xi) не растет при увеличении потребления этого блага. 

 
Теорема 10 содержит важные характеристики вогнутых и строго во-

гнутых функций в терминах гессианов. 
 
Теорема 10. Пусть f – дважды дифференцируемая вещественная 

функция, определенная на открытом выпуклом множестве X в Rn, и пусть 
f''(x) – ее матрица Гессе (гессиан). Тогда: 

 
(1) Функция f вогнута на X в том и только в том случае, если f''(x) от-

рицательно полуопределена для всех x в X. 
 
(2) Функция f строго вогнута на X, если f''(x) отрицательно определена 

для всех x в X. 
 
(3) Функция f выпукла на X в том и только в том случае, если f''(x) по-

ложительно полуопределена для всех x в X. 
 
(4) Функция f строго выпукла, если f''(x) положительно определена для 

всех x в X. 
 
Замечание. Очевидно, что утверждения (3) и (4) следуют из утвержде-

ний (1) и (2) соответственно, поскольку f (строго) выпукла, если –f (строго) 
вогнута. 

Вогнутость и выпуклость являются глобальными понятиями. Следо-
вательно, в каждом утверждении теоремы 10 фраза "для всех x в X" являет-
ся необходимой. Если f(x) вогнута либо выпукла в выпуклом подмножест-
ве S ее области X, множество X в теореме 10 необходимо заменить на S. 

Утверждения, обратные утверждениям (2) и (4), вообще говоря, не-
верны. Например, функция f(x) = – (х – 1)4, х ∈ R, строго вогнута, однако 
f''(1) = 0. 

 
Вернемся теперь к теореме 3, которая связывает понятие "определен-

ности" (квадратной) матрицы с ее главными минорами. Пусть f''(х) = [aij]; 
определим, как и прежде, миноры Dk и Ďk. Теперь, комбинируя теорему 10 
с теоремой 3, получим теорему 11.  

 
Теорема 11. Пусть f – дважды непрерывно дифференцируемая веще-

ственная функция, определенная на открытом выпуклом множестве X в Rn. 
Тогда: 

 
(1) Функция f вогнута в том и только в том случае, если  
 
 Ď1 ≤ 0, Ď2 ≥ 0, Ď3 ≤0, …, (–1)nĎn ≥ 0, для всех x в X. 
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(2) Функция f строго вогнута, если 
 
 D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0, …, (–1)nDn > 0, для всех x в X. 
 
(3) Функция f выпукла в том и только в том случае, если  
 
Ď1 ≥ 0, Ď2 ≥ 0, Ď3 ≥ 0, …, Ďn ≥ 0, для всех x в X. 
 
(4) Функция f строго выпукла, если  
 
D1 > 0, D2 > 0, D3 > 0, …, Dn > 0, для всех x в X. 
 
Пример. Пусть y = f(x1, x2) – вогнутая функция с ∂2f/∂x1

2 < 0 и ∂2f/∂x2
2 < 0 

для всех (x1, x2). Если f является однородной функцией первой степени, то 
легко можно показать, применяя теорему 11, что функция f вогнута (но не 
строго вогнута). В частности, если f является функцией типа функции Коб-
ба-Дугласа, 

 
f(x1, x2) = x1

α x2
β, 0 < α, β < 1, 

 
то функция f вогнута, если α + β = 1. Из теоремы 11 также следует, что 
функция f строго вогнута, если α + β < 1. 

 
 

5.5. Квази-вогнутые функции 
 
Определение 16. Пусть f – вещественная функция, определенная на 

выпуклом множестве X в Rn. Функция f называется квази-вогнутой, если 
для всех x, x° в X из условия f(x) ≥ f(x°) следует 

 
f[θx + (1 – θ)x°] ≥ f(x°), 0 ≤ θ ≤ 1. 
 
(Говорят, что функция f квази-выпуклая, если функция –f квази-

вогнутая, явно квази-выпуклая, если функция –f явно квази-вогнутая, и 
строго квази-выпуклая, если функция –f строго квази-вогнутая.) 

Функция f называется строго квази-вогнутой, если для всех x, x° в X, 
x ≠ x° из условия f(x) ≥ f(x°) следует 

 
f[θx + (1 – θ)x°] > f(x°), 0 < θ < 1. 
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Функция f называется явно квази-вогнутой, если она квази-вогнута и 
если для всех x, x° в X, x ≠ x° из условия f(x) > f(x°) следует 

 
f[θx + (1 – θ)x°] > f(x°), 0 < θ ≤ 1. 
 
(Отметим, что два свойства, фигурирующие в определении явной ква-

зи-вогнутости, являются независимыми. Например, рассмотрим функцию 
f(x), х ∈ R, определенную как  

 
f(x) = –1, если х = 0, и f(x) = 0, если х ≠ 0. 
 
Эта функция не является квази-вогнутой, но она удовлетворяет вто-

рому условию. Однако, в экономических приложениях обычно предпола-
гается, что функция f непрерывна. В этом случае выполнение второго ус-
ловия влечет квази-вогнутость функции f, так что первое условие квази-
вогнутости становится излишним дополнительным требованием для явной 
квази-вогнутости.) 

 
Можно показать, что множество верхних линий уровня,  
 
L ≡ {x : x ∈ X, f(x) ≥ α}, 
 
выпукло для всех α ∈ R в том и только в том случае, если функция f 

квази-вогнута. Также можно показать, что всякая вогнутая функция явля-
ется квази-вогнутой, однако обратное не всегда верно. 

 Как уже отмечалось в утверждении (2) теоремы 8, всякая неотрица-
тельная линейная комбинация вогнутых функций вогнута. К сожалению, 
похожее утверждение не выполняется для квази-вогнутых функций. Неот-
рицательная линейная комбинация квази-вогнутых функций может не 
быть квази-вогнутой. Например, рассмотрим конкурирующую фирму, 
производящую один вид продукции, с производственной функцией f(x), 
где x – n-мерный вектор. Пусть p и w обозначают соответственно цену 
продукции и вектор затрат. Обе эти величины заданы фирме. Тогда функ-
ция прибыли фирмы π(х) может быть определена как  

 
 π(х) = рf(x) – w ⋅ x [ = рf(x) + (– w ⋅ x)]. 
 
В случае, если f(x) вогнута, функция π(х) также вогнута. Однако, если 

функция f(x) квази-вогнута, π(х) может не быть квази-вогнутой функцией. 
Приведем примеры квази-вогнутых функций, которые не являются 

вогнутыми функциями: 
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(а) f(x) = x2, где Х ≡ {x : x ∈ R, x ≥ 0}, 
 
(б) f(x) = x1

αx2
β, где α, β > 0, α + β > 1, Х ≡ {x : x ∈ R2, x1, x2 ≥ 0}. 

 
Можно показать, что любая монотонно возрастающая (или убываю-

щая) функция строго квази-вогнута, если X ⊂ R. Также из определения 16 
следует, что всякая явно квази-вогнутая функция является квази-вогнутой 
и что всякая строго квази-вогнутая функция является явно квази-вогнутой 
функцией. Более того, можно показать, что всякая вогнутая функция явля-
ется явно квази-вогнутой и что всякая строго вогнутая функция является 
строго квази-вогнутой. Отношения между различными понятиями вогну-
тости и квази-вогнутости схематически отображены на рис. 10, где символ 
"⇒" читается как "влечет" (или "следует").  

 
 
  строгая вогнутость      ⇒        вогнутость 
              ⇓                                            ⇓ 

строгая квази-вогнутость ⇒ явная квази-вогнутость ⇒ квази-вогнутость 
 
Рис. 10. Отношения между вогнутостью и квази-вогнутостью 
 
 
В обсуждаемом контексте интересным примером может служить 

функция Кобба-Дугласа, определенная как  
 
f(x) = x1

α1x2
α2 … xn

αn, где 0 < α1, α2, … αn < 1, α1 + α2 + … + αn = 1. 
 
Можно показать, что эта функция строго квази-вогнута и вогнута на 

множестве Х ≡ {x : x ∈ Rn, x > 0}, но не является строго вогнутой.  
В определении 16 были определены три понятия квази-вогнутости. 

Различия между этими тремя понятиями лучше всего рассмотреть, исполь-
зуя понятие линии уровня, 

 
L* ≡ {x : x ∈ X, f(x) = α}, α ∈ R. 
 
Строгая квази-вогнутость означает, что линии уровня строго "выгну-

ты" по направлению к началу координат [рис.11 (а)]. Явная (но не строгая) 
квази-вогнутость означает, что всякая линия уровня может содержать ли-
нейный сегмент [рис.11 (б)]. Квази-вогнутость (но ни явная, ни строгая 
квази-вогнутость) означает, что "линия" уровня может содержать утол-
щенный участок [рис.11 (в)]. 
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Применение трех типов квази-вогнутости в экономических приложе-

ниях может быть проиллюстрировано на примере теории потребительско-
го выбора, в которой потребитель выбирает набор благ x ∈ Rn такой, чтобы 
максимизировать u(x) при заданных ограничениях: 

 
p ⋅ x ≤ Y, x ≥ 0, 
 

где u(x) – функция полезности потребителя, Y – доход, p – ценовой вектор 
и где p и Y – заданные потребителю параметры. Решение этой задачи мо-
жет быть представлено как x* = x(p, Y). Добавив на графики Рис.11 линию 
бюджетного ограничения p ⋅ x = Y, можно увидеть, что если функция по-
лезности квази-вогнута либо явно квази-вогнута, то функция спроса x(p, Y) 
может быть многозначной (т.е. может быть более одного, в действительно-
сти, бесконечно много значений x*, которые являются решением этой за-
дачи максимизации). С другой стороны, если функция u(x) строго квази-
вогнута, то решение задачи потребительского выбора единственно. Стро-
гая квази-вогнутость функции полезности означает, что потребителю 
предпочтительнее потребление разнообразных благ, нежели какого-то од-
ного блага; явная квази-вогнутость говорит о том, что выпуклая комбина-
ция (с положительными весами) любых двух независимых наборов благ 
для потребителя предпочтительнее любого из этих наборов. Утолщение 
"линии" уровня означает, что потребитель не ощущает изменения уровня 
полезности, если потребление благ "чуть-чуть" возрастает.  
 

В заключение приведем характеристики квази-вогнутых функций, ис-
пользуя понятия производных.  

 
Определение 17. Пусть f – вещественная функция, определенная на 

открытом множестве X в Rn. Предположим, что эта функция дважды диф-

f(x) = α f(x) = α 
x2 x2x2 

x1 x1x1

f(x) = α 

(а) (б) (в) 
Рис. 11. Линии уровня  для трех квази-вогнутых функций 
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ференцируема в X. Тогда следующая матрица В называется окаймленной 
матрицей Гессе функции f (окаймленным гессианом, или гессианом 
функции f, окаймленным функциями fi): 

 

 
где fi ≡ ∂f/∂xi, fij ≡ ∂2f/∂xi∂xj, i, j =1, 2, … , n. Ясно, что матрица В зависит от 
точки x, в которой берутся эти производные. Обозначим через Bk (k +1)-й 
главный минор матрицы В, который назовем k-м определителем окайм-
ленного гессиана, где 

 

 
 
Очевидно, что Bk также зависит от x. 
 
Теорема 12. Пусть f(x) – дважды непрерывно дифференцируемая ве-

щественная функция, определенная в Rn. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

 
(1) Если f(x) квази-вогнута в Rn, то 
 

В1 ≤ 0, В2 ≥ 0, В3 ≤ 0, … , (–1)nBn ≥ 0, для всех х ≥ 0. 
 
(2) Если 
 

В1 < 0, В2 > 0, В3 < 0, … , (–1)nBn > 0, для всех х ∈ Rn, 
 
то f(x) строго квази-вогнута в Rn. 
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ЗАДАЧИ 
 

 
 
1) Пусть An, Bn, Cn – интервалы в R, определенные как  
 
An ≡ [0, 1/n], Bn ≡ (0, 1/n], Cn ≡ (–1/n, n), где n – положительное целое. 
 

Найти 

 
2) Привести примеры. 

(а) Подмножества S множества R, не содержащего его супремум. 
(б) Бесконечного объединения замкнутых множеств, которое не 

является замкнутым множеством. 
(в) Бесконечного пересечения открытых множеств, которое не яв-

ляется открытым множеством.  
(г) Непрерывной функции, которая не является дифференцируе-

мой. 
(д) Функции, которая не является ни вогнутой, ни выпуклой. 
(е) Функции, которая вогнута и выпукла. 
(ж) Выпуклой функции, которая не является непрерывной. 
(з) Квази-вогнутой функции, которая не является вогнутой. 
(и) Строго квази-вогнутой функции в R2, которая не является стро-

го вогнутой. 
(к) Матрицы, которая отрицательно полуопределена, но которая не 

является отрицательно определенной. 
 

3) Пусть А и В – замкнутые множества в Rn. Показать, что множество 
А ∩ В также замкнуто. 

 
4) Пусть А и В – выпуклые множества в Rn. Показать, что множество А 
∩ В также выпукло. 

 
5) Пусть f : Rn → Rm. Известно, что f непрерывна в Rn в том и только в 
том случае, если f –1(Т) замкнуто для любого замкнутого подмноже-
ства Т в Rm. Используя это, доказать следующие утверждения. 
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(а) Пусть b ∈ Rm, тогда f –1(b) замкнуто в Rn, если f непрерывна. 
(б) Пусть f : Rn → R непрерывна. Тогда для любого α ∈ R множество 

 
 S ≡ {x : x ∈ Rn, f(x) ≥ α} 
 

замкнуто в Rn. 
 
6) Пусть S – множество в Rn. Известно, что S компактно в том и только 
в том случае, если всякая последовательность в S обладает сходя-
щейся подпоследовательностью и ее предел находится в S. Пусть 
теперь f : Rn → Rm – непрерывная функция в Rn и пусть S – компакт-
ное подмножество Rn. Доказать, что множество f (S) компактно. 

 
7) Показать, что теорема Вейершграсса (о существовании максимума 
и минимума) неверна, если из ее формулировки убрать требование 
непрерывности либо компактности множества. 

 
8) Пусть  
 

 
(называемое симплексом). Показать, что S – замкнутое множество. 
 

Совет. Можно ввести обозначения  

 
и использовать тот факт, что множества  
 
S0 ≡ {x ∈ Rn : f0(x) = 1} и Si ≡ {xi ∈ Rn : fi(x) ≥ 0}, i = 1, 2, … , n 
 
являются замкнутыми. 

 
9) Пусть f – вещественная функция, определенная на выпуклом под-
множестве X в Rn. Показать, что если f вогнута, то следующее мно-
жество S выпукло: 

 
S ≡ {x : x ∈ X, f(x) ≥ 0}. 
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Совет. Пусть x, y ∈ S. Мы хотим показать, что θx + (1 – θ)y ∈ S, 0 ≤ θ ≤ 1, 
т.е.  
 
 f[θx + (1 – θ)y] ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 1. 
 
Нужно использовать условие вогнутости f и тот факт, что x, y ∈ S. 

 
10) Пусть f : X → R, где X – выпуклое подмножество Rn. Показать, что f 

квази-вогнута в том и только в том случае, если S ≡ {x ∈ X : f(x) ≥ α} 
выпукло для любых α ∈ R. 

 
Совет. "Только в том случае": мы хотим показать, что если x, y ∈ S,  

θx + (1 – θ)y ∈ S. Без потери общности можно установить f(x) ≥ f(y). 
"В том случае": мы хотим показать, что если x, y ∈ X и f(x) ≥ f(y), 
то f[θx + (1 – θ)y] ≥ f(y). Допустим α = f(y). 

 
11) Пусть в Rn заданы вектор ai и скаляр bi; определим fi(x) как 
 
      fi(x) ≡ ai ⋅ x + bi, i = 1, 2, … , m, где 
 

 
Определим множество S следующим образом: 

 
 S ≡ {x ∈ Rn : fi(x) ≥ 0, i = 1, 2, … , m}. 
 

(а) Доказать, что S – выпуклое множество. 
(б) Допустим m = 2, a1 = (–1, –2), b1 = 1, a2 = (–2, –1), b2 = 1. Дать 

графическую интерпретацию множества S. 
 
12) Пусть f : Ω 2 → R, определена как f(x1, x2) ≡ x1

1/2x2
1/2, где  

Ω 2 ≡ {(x1, x2) ∈ R2 : x1, x2 ≥ 0}. Показать, что f(x1, x2) – вогнутая функция. 
 
Совет. Мы хотим показать, что f[θx1 + (1 – θ) x2] ≥ θ f(x1) + (1 – θ) f(x2), 

0 ≤ θ ≤ 1, для всех x1, x2. Вспомним, что f(x1, x2) = x1
1/2x2

1/2, а x1,  
x2 ≥ 0. Как можно было бы записать f[θx1 + (1 – θ) x2]? 

 

13) Пусть f : Ω n → R, где Ω n ≡ {x : x ∈ Rn, x ≥ 0}. Доказать, что f(x) не 
может быть строго вогнутой, если f является однородной функци-
ей первой степени.  

.,,2,1   ,
1

mixaxa j

n

j
ij
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Совет. Строгая вогнутость требует f(x/2 + x'/2) > f(x)/2 + f(x')/2 для 
всех x, x' ∈ Ω n, где x ≠ x' (почему?). Допустим x' = 2x и заметим, 
что x' ∈ Ω n, если x ∈ Ω n. Затем наблюдаем противоречие для слу-
чая, когда f – однородная функция первой степени. 

Замечание. Этот результат достаточно важен из-за частого использо-
вания линейной однородной функции в экономических приложе-
ниях.  

 
14) Пусть f(x, y) = xαyβ, (x, y) ∈ Ω 2 и α, β > 0, α + β < 1, где Ω 2 – неот-

рицательный ортант R2. Доказать, что функция f(x, y) строго вогну-
та. 

 
15) Пусть f(x) – вещественная функция, определенная на выпуклом 

подмножестве X в Rn . Доказать, что f вогнута в том и только в том 
случае, если множество S ≡ {(x, α) : f(x) ≥ α, x ∈ X, α ∈ R} выпукло 
в Rn+1. 

 
16) Пусть f(x) – вещественная функция, определенная на выпуклом 

подмножестве X в Rn . Доказать, что f вогнута в том и только в том 
случае, если для любого целого m ≥ 1 

 
 f(θ1 x1 + θ2 x2 + … + θm xm) ≥ θ1 f(x1) + … + θm f(xm), для всех xj ∈ X,  

θj ∈ R, θj ≥ 0, j = 1, 2, … , m, θ1 + θ2 + … + θm = 1. 
 
Совет. Использовать 15). 
 
17) Пусть f(x) – линейная однородная вогнутая функция, определенная 

на выпуклом подмножестве X в Rn. Показать, что для всякого  
xj ∈ X, j = 1, 2, … , m справедливо 

 
 f(x1 + x2 + … + xm) ≥ f(x1) + … + f(xm) 
 
Совет. Использовать 16). 
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