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Введение
В математике неравенства встречаются повсюду: в ее основных 

разделах (например, в геометрии, дифференциальных уравнениях, те
ории чисел) и в сравнительно новых (таких, как теория автоматов, 
синтез схем, теория кодировки). И ничего удивительного в этом нет, 
так как «основной результат математики чаще выражается неравен
ствами, а не равенствами» [6].

В течение XX века проводились попытки систематизировать нера
венства в отдельную теорию, наиболее известные из них - это книга 
Г. Г. Харди , Дж. Е. Литтльвуда и Г. Полиа «Неравенства», опуб
ликованная в 1948 году на русском языке (оригинальное английское 
издание опубликовано в 1934 году), а также вышедшая практически 
спустя 30 лет книга А. Маршалла и И. Олкина «Неравенства: теория 
мажоризации». В последней авторы продемонстрировали своеобразие 
и широкие возможности довольно общего метода получения и дока
зательства неравенств, называемого мажоризацией, и собрали вокруг 
него большой материал (в книге было показано применение этого ме
тода в таких разделах математики, как геометрия, комбинаторный 
анализ, теория матриц и проч.).

Но, несмотря на это, единая теория неравенств до сих пор не соз
дана, например, классические неравенства между средними доказать 
с помощью мажоризации не удается. Трудности, связанные с нера
венствами, начинают встречаться у студентов-математиков уже на 
первом курсе. Задачи на доказательство неравенств почти полностью 
исчезли из школьного курса математики. Но как только начинается 
освоение серьезных математических курсов, сразу возникает необхо
димость получать различные оценки тех или иных величин в виде 
неравенств. А так как общего подхода к их получению нет, то при
ходится каждый раз проявлять изобретательность.

Трудно переоценить роль неравенств и в теории операторов. Види
мо, не будет преувеличением сказать, что фундаментом современной 
теории операторных идеалов [11] является числовое неравенство Гро- 
тендика.
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В предлагаемом пособии рассказывается о некоторых довольно об
щих методах доказательств неравенств.

Оно состоит из трех глав, каждая из которых разбита на парагра
фы. В первой главе рассматривается теория неравенств между сред
ними, в основу которой легла упрощенная схема из книги [6]. Эта 
глава дополнена примерами и задачами для самостоятельного реше
ния, взятыми из [2, 3]. Здесь же представлены некоторые результаты 
из современных работ, посвященных теории неравенств.

Вторая глава посвящена неравенству Карлемана, имеющему инте
ресные приложения в теории рядов и спектральной теории операто
ров. Приводятся два способа доказательства: с помощью неравенст
ва Харди и с использованием теоремы о среднем арифметическом и 
среднем геометрическом. Кроме того, здесь собраны задачи из теории 
числовых рядов, которые можно решить с использованием неравен
ства Карлемана.

В третьей главе представлены основные теоретические аспекты ме
тода мажоризации, который был впервые изложен Мюрхедом в 1903 
году, а также неравенства, которые доказываются и выводятся с по
мощью этого метода.

В приложениях содержатся решения или указания к большинству 
задач, встречающихся в пособии.

Кроме того, в отдельном приложении приведен образец оформления 
титульного листа дипломной работы выпускника механико-матема
тического факультета СамГУ.

1. Неравенства между средними

1.1. Предельные значения среднего рг(а)

Определение 1.1.1. Пусть а =  (aj, <12 . . .  ап) — конечный набор не
отрицательных чисел, г £ R и г ф 0 ; средним порядках с равномерно 
распределенным весом называется число
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Для сокращения записи суммы мы будем использовать обозначение 
Да, которое в стандартных обозначениях будет выглядеть так:

П
Е  « ь
t=i

При г =  1 получается среднее арифметическое, при г — 2 -  среднее 
квадратичное, при г =  — 1 —  среднее гармоническое чисел а. Для 
г < 0, если среди а* есть нули, полагаем рг(а) =  0.

Взвешенным средним с весами р =  (р*), р* > 0, fc =  1 ,.. .п, назы
вается число

рг(а,р) =  (Е Р а’')1/Г-
Удобнее работать с весами, подчиненными условию Е р =  1; если 

это условие выполнено, вес будет обозначаться буквой q.
Если р —- произвольный вес, то в качестве q следует взять .
Итак, основной объект, который мы будем рассматривать в этом 

разделе, это среднее порядка г с нормированным весом q:

/* ( « ,« )  =  ( £  9 « г) 1/г.

Видимо, чаще других работают с весом q — 1/п.

Теорем а 1.1.1. Справедливы строгие неравенства:

minai < pr(a,q) < т а  ха*,,к к

если среди (а*) есть хотя бы пара неравных друг другу чисел. Если 
ai — а% =  . . .  =  а„, то будут равенства в обоих неравенствах. 
Если г < 0 и Зка : а* =  0, то одно из неравенств превращается в 
равенство.

Доказательство. Рассмотрим два случая: 1) при г > 0

д-г(°> Ч) =  Е  Ч аТ <  (max ak) Е  Ч =  (max а*) ,

то есть pr(a,g) < max*, а* . Аналогично доказывается, что pr(a, q) > 
mm* ak- Рассмотрим функцию у — хг\ она возрастает на (0, +оо) при 
г > 0 и убывает на (0, +оо) при г <  0.
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2) При г < О

/4(а> 9) = Е Ч аГ > Е Я (mm a*) = (min a,;j ,

так как при г < 0 функция убывает. Таким образом,

рт(а, q) > min a*.к

Аналогично доказывается, что p.r(a,g) < max^a*,. Теорема доказана.

Определение 1.1.2. Число

G(a) — ^/аха2 ■ ■ ■ ап

называется средним геометрическим чисел ах, а2, ■ ■., ап, где ах >  О, 
Vi =  1 ,п. Средним геометрическим с весом q называется число

G{a,q) =  П  а-Т, Т.Я =  L 
fc=i

Для этого числа справедлива теорема, аналогичная теореме 1.1.1.

Теорема 1.1.2. Справедливы строгие неравенства:

min а <  G(a,q) <  max a.

Равенство будет в следующих случаях:

a) дх — а2 ~  . . .  — ап\

Ъ) 3к0 : ако =  0.

Доказательство. Пусть ах =  а2 =  . . .  =  ап — а, тогда

a « '- - -a 9" =  a?1+<?2+- +9" =  a,

то есть получается верное равенство. В случае Ь) будет также верное 
равенство: G =  0, min a =  0. В остальных случаях G > 0.
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п
Докажем основное утверждение теоремы. Из равенств

О  G

будет следовать, что V/c, ак =  G или За*,, < G и За*2 >  G, то есть 

min а < а*,, < G < а*,2 <  max а.

Таким образом, теорема доказана.

Теорема 1.1.3.
lim pr(a,g) =  G(a,q)

Доказательство. Рассмотрим два случая. 1) При V/г, а* >  О

f i r ( a , q )  =  ( Е ^ г)1/Г =  =  exp

exp

exp

ln (E  Як(1 +  Г In a* +  o(r2)))

In (1 +  E  r Яг Ь ak +  o(r2))

- i n ( E q kerlaak)
Г k—1

exp ~{J2 rqk\nak +  o(r2))

=  exP [E  Як In ak +  o(r)j r-> exp (E  Як In ak) -  

=  П a f  =  G(a).
k=1

2) Пусть 3/co : ako =  0, тогда G(a,q) — 0. Нам нужно показать, что

lim ит(а, а) =  0.Г-+0 '

Случай, когда все ак =  0, -  тривиальный. Обозначим через Ьк строго 
положительные а, а через sk — те qk, которые соответствуют Ьк.
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Тогда имеем

Mr
■М) = (E?«r)1/r = (£*ьг)1/г = (e ^ )  r(Es)1/r

так как lirn̂  /xr(6, s) =  G(6, 5), и
= /x ,(M (S »1/r,4 0o,

(E * )1/r r̂ °o >

потому ЧТО X) s < 1.
Таким образом, мы получили

l im / ir (a,g) =  0.

Теорема доказана.

Теорема 1.1.4. Справедливы предельные соотношения:

lim /гг(а, g) — maxa, 

lim ur(a, а) =  mina.Г-+-00 ' '

Доказательство. Пусть г >  0 и a* =  max а, тогда pr(a,q) < 
теореме 1.1.1; а, с другой стороны,

pr(a,g) > {qkaTk)1/T =  д*/га* г^ ° °  аь

то есть а*; <  /хг(а, д) < ак\ переходом к пределу получаем

Мг(а, 9) ГТ4°° ак =  max а.

Если З/го : а40 =  0, то mina =  0 и рТ(а, q) =  0 при г <  0. 
Пусть Vfc, > 0. Введем в рассмотрение

/ »  _ \ - 1/г / »  ! \ _1/г
М а.9 ) =  =  1 91-7

\*=1 /  \*=1 ак
1 1

a
1/г

а* по
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Таким образом, получилось полезное равенство

из которого следует, что

ruin а

1
=  min a.

Теорема доказана. 
Соглашение:

Ы а,я) =  в ( а ,я),

Moo (a,q) =  шаха, 

/х_оо(а,д) =  min а.

Таким образом,

/z_oo(a,g) <  nT{a,q) <  n<x>(a,q), Vr € R.

Случаи равенства: 1) <Xi =  аг =  . . .  =  a„,
2) г < 0 и 3к0 : ако =  0.

1.2. Неравенство Коши-Буняковского и 
его следствие для средних

Т еорем а 1.2.1. Справедливо неравенство:

Равенство возможно только в случае пропорциональности (а) и (Ъ), 
то есть существует А ф 0 такое, что

(5 ]  а Ь) 2 < Y, а2 £  а, Ь >

d — А 6, а — (&1 5 • * * 5 G«)i Ь (Ь] 5 &2? • . • J .
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Доказательство. Эту теорему можно доказать двумя способами:

1 способ основан на известном тождестве Лагранжа:

1 > 2Х > 2 - ( £ « Ь ) 2 =  ^  (a,bk - a kb , f >  0.
1 <л<к<п

Тождество Лагранжа рассматривают в курсах алгебры и математи
ческого анализа.

2 способ. Ух, у Е R  рассмотрим квадратичную форму:

0 < J2 (х ак +  у Ък ) 2 =  г 2 £  а* +  2 ж у bt +  У2 £
к=1 к=1 к=1 к = 1

а это равносильно тому, что ее дискриминант должен быть меньше 
(либо равен) нулю, то есть

( £ a b ) 2 - £ a 2£ b 2 < 0,

теорема доказана.

Следствие 1.2.1. Для г >  0

Mr(a,q) <  М2r(a,g)- 

Равенство возможно только в случае, если а\ =  аг =  . . .  =  а,п. 

Доказательство.

Mr(a,q) =  ( £  q аТ) 1/r =  ( £  ^ ( ^ а г) )1/т *<

< ( ( £ ? ) 1/2( £ 9 « 2г)1/2) 1/Г -  ( £ ? а2г) 1/2Г -  M2r(a,g),

что и требовалось доказать.
Рассмотрим примеры использования неравенства Коши-Буняков- 

ского (примеры взяты из [3]).

Пример 1.2.1. Доказать, что для V aj,. . .  ,ап £ R справедливо не
равенство

(ai +  02  +  ■ ■ ■ +  ап)“ < n(a2 +  a2 +  • ■ ■ +  а2).
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Решение. Пусть х G Rn, х — (аг, . . .  ,ап),

(X, X) — Y1  аг ■
*=1

Возьмем у е  Rn : у =  (1 ,1 , . . . ,  1). По определению,
П

К^)з/)I =  IЕ ai- !| =  К  +  ■ • • +  ап| < INI |М1 =
г~1

=  \Ja\ Н--------Ь а\у/ 1 +  Ц ------- h i =  \Jn{a\ Н 1- а2п) =*>
^  (аг Н h ап ) 2 <  п(а\ 3------- (- а2п).

Пример 1.2.2. Доказать, что для Va1;. . . ,  an £ R и , . . . ,  b 
удовлетворяющих условиям

Y . a l = Z b l  =  1 ,
fc=l k—1

справедливо неравенство

Решение.

Y  ak i>k
i = 1

I Y  akh\ <  1-
k=1

/  n \ 1/2 / „ ч 1/2

=  ( £ “*) M

1.3. Неравенство между средними:
арифметическим и геометрическим

Пусть A(a,q) — pi(a ,q) =  E g a — среднее арифметическое. 

Теорема 1.3.1. Справедливо неравенство

G {a,q) < A (a,q), 

причем равенство будет наблюдаться лишь в случае, когда

CL\ —  . . . —  dff

13
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Доказательство [1, 5, 6].
а) Пусть сначала pi =  . . .  =  рп =  1 , для этого случая приведем до

казательство Коши. Доказываемое неравенство будет выглядеть сле
дующим образом:

п а* < — - —  >*=i \ тг /

о  ̂ ( а 1 +  а2 \ 2 ,а для п =  2 , o,iO,2 <  I—   I , кроме случая а\ =  а2 (так как при
таких Oj, г =  1, 2 будет равенство). Доказательство этого неравенства 
очевидно: 0 <  (а — Ъ) 2 =Ф- 2аЬ < а2 +  62 =>■ 4а6 < а2 4- 2аЪ +  Ь2 — 
(а +  6)2 =Ф- \/а& <

( а\ 4- а2\ 2 {аз +  а4\ 2 { ai +  а2 +  аз +  а4\ 4
а1а2аза4 <  ( - у - ]  ( - у — j  < ( ----------- -̂-----------) ,

и хотя бы одно из неравенств будет строгое, если не все сц. равны 
между собой. По индукции можно получить:

fai +  b <22mV  /1 о , ,а1 а2 - - -а 2т < [ --------— --------  , (1.3.1)

то есть неравенство доказано для п =  2т. Для произвольного п нахо
дим т : п < 2т ; введем новую последовательность:

7 7 7 _  7 _  И" ®2 И"------ Ь °-П _  Л f SЬ\ — Gy, ♦ • • 5 — СХП? п̂+1 — • * * 2̂т — -гЦ(2у.
П

Применим (1.3.1) к (Ь), получим:

• • - а п( Д ( а ) )  ”  <
2т—п , I bl +  b2 +  h &2' 2™

+  ■ • • +  O’-п +  (2т  — п)А(а)

пА(а) +  -  п )А (а)\2' _  .2,
9  ТП -  д2 (а ) ,

а!й2 • • -а„ < (Д(а))" 
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b) Для случая произвольных положительных весов применим след
ствие из п. 1 .2:

Но Hi/2 {a,q) >  lim>H2-”'(a,q) =  Urn ця(а, q) =  р0(a,q) =  G(a,q).

Таким образом, A(a,q) > G(a,q), и теорема доказана.
Замечание.
Запишем неравенство между средним арифметическим и средним 

геометрическим для случая произвольных весов рк >  0.
Положим qk =  тогда

Посмотрим, как применяется эта теорема в доказательствах нера
венств из [2, 3].

П рим ер 1.3.1. Доказать, что при Va, Ъ, с >  0 верно неравенство

Равенство будет в случае, когда а — Ь — с.

Решение. Перед применением теоремы сделаем следующее преобра
зование: разделим обе части неравенства на 3 и будем доказывать,

А(а, q) =  рч(а, q) >  pi/2(a, q) >  . . .  > p2— -

o +  6 6 +  c c +  a a +  6 +  c
2 2 2 9
—7 +  —̂  +  —  > —Г"Г

о
3 “  a +  b +  с

Применим нашу теорему сначала к числам
3

2 2 2 
а+Ь5 Ь-Ьс5 с+ а  ’ а затем к

(а +  6), (b +  с), (с +  а). 
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Получаем, что
i I t j___

а-t- b b+c c-\-a

3

2
>

G<A 23
 ̂ (a +  b)(b +  c)(c +  o) 

3

G<A
>

_  a+b+b+c±c+a a +  b +  c -

Пример 1.3.2. Доказать, что при V oj,. . .  ,ап >  0 верно неравенст
во

(ai +  • • • +  ап) ( - — f  • • • 4— —̂  > 
\ai ап)

Равенство наблюдается в случае, когда aj =  . . . О'п •

Решение. Умножением на п2 левую часть неравенства превращаем 
в произведение двух средних арифметических, а затем применяем к 
ним теорему 1.3.1:

1
(ai +  Ь ап) ( —

\а ]

2 / ° 1  +  ' ' ' +  а п \  

=  П {  »  )

+  * ‘ * Ч"а\ аг

G<A
>

>  п 2 ^ / а у  . . . О п ^ =  п2.
а 1 •. . .ап

Пример 1.3.3. Доказать неравенство
1

Е >  1.
k=1 у/к у/п -  к +  1 

Решение. Будем применять теорему 1.3.1 к каждому слагаемому:
1 1 A>G

>
1

Vk s/n -  к +  1 у/к{п -  к +  1) '  *+2^ ± 1  n + i ’

Оценивая таким образом каждое слагаемое, получим:

fc—1 \fk\fn -  к 4- 1
> п =  2 -п +  1 п +  1 >  1,

последнее неравенство получилось в силу того, что п~у > | для п > 1 .
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Задачи для самостоятельного решения [3].
(Решения или указания можно посмотреть в приложении 1.)
1.3.1. Доказать, что для любых действительных чисел а, b спра

ведливы неравенства:

1) а2 +  Ь2 > 2\аЬ\; 2) \а — Ц > ||а| — |£>||;

3) (а2 +  Ъ2) (а4 +  64) > (а3 +  63) 2;

4) а4 +  Ь4 >  а36 +  аб3.

1.3.2. Доказать, что для любых положительных чисел а, 6 спра
ведливы неравенства:

2 /—- cl b
rqj-j- < Vab < -  < ^
а Ь

а2 +  Ь2
г

1.3.3. Доказать, что для любых неотрицательных чисел а, b спра
ведливы неравенства:

1) ап +  Ъп < (а +  Ь)п, п 6 N;

2) ап +  bn > акЪп~к +  bkan̂ k, п е  N , к € N, к < щ

3) (а +  Ь)п < 2"-1  (ап +  Ъп) , п € N.

1.3.4. Доказать, что для любых действительных чисел а, Ь, с спра
ведливы неравенства:

1 ) о2 +  Ь2 +  с2 > ab +  be +  ас;

2) (а +  6 +  с)2 < 3(а2 +  Ъ2 +  с2);

17



3) у/a2 +  b2 +  с2 <  |а| +  |6| +  |с|;

4) (а +  Ъ +  с)2 >  3(ab +  Ьс +  ас);

5) (ab +  Ьс +  ас)2 >  3(а +  Ь +  с) abc;

6) (а +  6 — с)2 +  (6 +  с — а)2 +  (а +  с -  Ь)2 > аб +  Ьс +  ас.

1.3.5. Доказать, что для любых положительных чисел а, Ь, с спра
ведливы неравенства:

j )  ^  +  +  ^  > а  +  6 + с .

2) а +  1 +  с ^ ^ + ^  +  ^ б ’'

a34-63-fc3 а+6+с.
О) a2+ b2+ c 2 £  з ,

4) ! + ! + f>3;

5) Wc +  +  z+ь ̂  I-

1.3.6. Доказать, что для любых неотрицательных чисел а, Ь, с 
справедливы неравенства:

1 ) (а +  6)(Ь +  с)(с +  а) >  8 абс;

2) a3 -f 63 +  с3 >  3 абс;

3) (а +  b +  c)(ab +  Ьс+ ас) >  9 абс;
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4) (ab +  be +  са)3 > 27(a b e ) ’ ;

5) (а +  Ь -  c)(b +  с — а)(с +  a — b) < abc;

6) (a +  b +  с)3 — 4(a +  b +  c)(ab +  be -f ac) +  9a b c >  0;

7) 3(a3 +  b3 +  c3) >  (a -f b +  c)(ab +  be +  ac);

8) a4 +  b4 +  c4 >  abc{a +  b +  c ) .

1.3.7. Доказать, что для любого натурального п >  3 выполняются 
неравенства:

1 ) пп+1 > ( п +  1 )п; 2) (гг!)2 > пп.

1.3.8. Доказать, что для любого натурального п справедливы нера
венства:

1 ) -1---1------1---L -L > 1 -п+1 ~  71+2 ' • ■ ■ 2п ^  2’

2) (l +  i ) n < ( l  +  ^ ) 2" ;  3) (2п)! < 22” (п!)2;

П ,
4) £  ® < 2-

1.3.9. Доказать, что для любого натурального п >  2 справедливы 
неравенства:

1) 2 < ( l  +  i ) n < 3 :  2) 1 < ^ < 1  +  ^ ;

3 ) ^  <  л/пТ <

1.3.10. Доказать, что если А - наименьшее, В - наибольшее из чисел 
ах, <22,. - . ,  ап, то справедливо неравенство

Л  <  а1 ± 1 Д ± ^  <  д .  
п
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1.3.11. Пусть a j , . . . ,  ап - действительные числа. А - наименьшее, а 
В - наибольшее из чисел |aj|,. . . ,  |a„|. Доказать, что

А < < В.

1.3.12. Доказать, что если ai, а2, . . . ,  а„ —  положительные числа 
такие, что aia2 . . .  ап =  1 , то

(1 +  « i ) ( l  +  а г) • • • (1 +  а п )  >  2П.

1.3.13. Доказать, что для любых положительных чисел аь а2, . . . ,  ап 
справедливы неравенства

~ — 1_ . . .  _f- 
Oi

n   ai + ------ h an - j -  < ya\ . . . a„ <  ------------------- < ai +  al

1.3.14. Пусть положительные числа a j , . . .  ,an являются последова
тельными членами арифметической прогрессии. Доказать, что

^  \/ ̂ "1 • • •  ̂п А

1.3.15. Доказать, что если А —  наименьшее, а В —  наибольшее из 
положительных чисел aj, a2, . . . ,  a„, то справедливы неравенства:

1) А < ya\ a i. , .а п < В, п £ N;

\ l /m2) А < ( а?*Н-----1-а™ < Д, га > 0;

3) А < - ^ ± < В .
oj а„

Как уже отмечалось, число

М- i ( « , { ! / « } )  =  тА +  . . .  +  Аai an
называется средним гармоническим чисел а.
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1.4. Неравенства Гёльдера

Отто Гёльдер (1859 - 1937) —  немецкий математик.

Т еорем а 1.4.1. Пусть дано т наборов неотрицательных чисел 
(а), (Ь) , . . . ,  (I). Тогда

G(a,q) +  G(b,q) +  ■ ■ ■ +  G (l,q) <  G(a -f b +  ••• +  /, q),

или

aV ■ ■ -an + ' ■ •+ f̂1 • - • <  (ai +  - • -+ /i )?I(a2+ ‘ • '-f-h) g2 ■ ■ ■ (o * + - • •+^n)9” -

Случай равенства будет, когда наборы чисел пропорциональны или 
одно из чисел последовательности а +  b +  • • ■ +  I равно 0.

Вот один из простых вариантов неравенства Гёльдера: 

у/& 1^2 +  у/бi?>2 <  +  Ь\)(а2 +  6 2 )-

Т еорем а 1.4.2. Если а, /3, . . . ,  Л - положительны и а+ /3 + - • - +  А — 1,
то

Jc= 1
Случай равенства: все последовательности чисел пропорциональны 
или одна последовательность нулевая.

Простейший случай:

Е а ° ^ < ( Е в Г ( Е Ь ) 1' в , 0 < а < 1 ,

или (при а — 1 / 2)

i t  у/аФк < JTntkJTM-
к = 1

Упражнение. Доказать, что теоремы 1.4.1 и 1.4.2 эквивалентны 
друг другу. Для доказательства удобно расположить числовые на
боры а, Ь,. . .  I в виде столбцов матрицы.
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Доказательство (теоремы 1.4.2). Сведем эту теорему к теореме 1.3.1: 

Е аа*Л . .Iх v  (а± у  ( h \ 0  / k  \ Л л>С
( е « ) . . . . ( е / ) - Ч Й ]  - I A I  S 

^ { ° Г а + РГЬ + -  + 4 1
V ' а к  I Ч У  ^  I I \ f  ^

=  а  Е  +  Р  Ь  ^ГГ- +  • ■ • +  л L  - у -  =
4=1 Е 0-4 4=1 Е 04 4=1 Е (4

=  а +  / 3+ - - -  +  А =  1,

это неравенство является следствием неравенства о среднем арифме
тическом и среднем геометрическом. Теорема доказана.

Применим теорему 1.4.2 в такой ситуации: заменим

ак qkak \ h  qkbrk/0 . . . , l k ~~> qklrk/X,

где г / 0 , а , Д . . . , Ъ О и а  +  |3+  Ь А =  1, тогда мы получим:

± Ы ч /аГ - - - Ы 1 /х)х <  {E q kak/a) a . . . ( E q k i rk,x) \

или
t q k a i . . . i i < ( E q a r'° )a . . . { E q i r/x)x -
4=1

Следствие 1.4.1. При г >  О

/4г (а  Ь- ^ )  <  /xr/ Q(a , q j . . . p r J\ { l ,  <у).

/7ри г <  О
/хг (а  b . . .  l,q) > pr/Q(a, q ) . . .  fir/X(l, g).

Пусть к ф 1, к' =  и л и  1 +  А = 1 (последнее при к ф 0). Число fc 
является сопряженным к /г, точнее, к и  к -  сопряженные показатели.

Следствие 1.4.2. Пусть к ф 1, к ф 0, к - сопряженное к к, тогда, 
если к > 1, то

'£ * Ь < ( Е а к)11к(Е Ь к')1/к', (1.4.1)

случай равенства: (ак) пропорциональна {Ьк ).
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Если к < 1, то

£ а Ь > ( £ а * ) 1/ * (5 > * ')1/*', (1-4-2)

случай равенства: (ак) пропорциональна (Ьк ) или (ab) =  0 .

Примечание: при к =  2 получается неравенство Коши-Буняковско-
г о .

Доказательство: а) к >  1, вспомним теорему 1.4.2 и возьмем в ней 
а  =  1/к, (3 — I/к'-, а,/3 >  0, а +  /3 =  1. Заменим а ак так, что

а° =  (,ак)1/к =  а,

тогда получим
1/к'

£ а 6 < ( £ ^ ) 1/4( £ ^ ' )  ;

б) 0 < А; <  1, тогда к' =  <  0. Если среди (6) есть нули, то справа
второй множитель равен нулю и неравенство доказано.

Если (6) > 0, то введем в рассмотрение новое число

Ч » 1-
найдем сопряженное к нему

, Z 1 /А: 1 /к 1
~  I -  1 ~  1/А: -  1 “  4 3 - ~  1 -  к ’

откуда следует А/ =  у =  —г/ .
Введем последовательности (а) и (и) следующим образом: и =  (ab)k, 

г; =  Ь~к; то есть ab =  г/.г, а* =  (ab)kb~k =  uv, Ък =  b~kl =  vl . В 
неравенстве, доказанном в а): u, W  », А ~> / >  1 , тогда

£ « « <  ( £ и ' ) 1/г( Е « Л1//

£ а * <  ( £ а б ) 1 /г ( £ Ь 4'
1/'
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или ,

(E a b )l/l > ( Е а к) { Z b k' y 1/l , 

E a b > ( E a i { E b kY /l' = ( E a k) 1/k{E b k' f .

в) к <  0, то есть к' £ (0, 1 ) и сводится к б) переменой мест к и к ';  то 
есть к' к, а к к .

Теорема доказана.

Теорема 1.4.3. (Обратное неравенство Гёльдера) .
Пусть к > 1, к - сопряженное к к и В  >  0. Тогда

J2ak < А  &  [(Vb : £  Ък' < В) ^  £  ab < А 11кВ 1'к'] . 

Доказательство.
Необходимость. Пусть Еа* < A, Tbk < В. Тогда из (1.4.1) следует

£ а 6 <  А 1/кВ 1/к'.

Достаточность. Для доказательства будем использовать метод от про
тивного. Пусть Tab < A 1 ?kB l/k , V6 : Tbk < В. Предположим, что 
Т а к > А; положим Ьк =  \ак и Л > 0 подберем так, чтобы Е Ьк — В  
или Л Еа* =  В, таким образом, мы получили, что А =  тогда

ТаЬ =  ( 5 > * ) г/* (ЕЪ к' ) 1/к > А 1 ?кВ 1'к' - а это противоречит условию. 
Теорема доказана.

Следствие 1.4.3.

р  >  1 => sup Y ^ a b =  { Л аР)1/Р ■
Е ^'<1

Доказательство. Будем искать (Ь) в виде: If =  Аар (чтобы обеспечить 
равенство в неравенстве Гёльдера), или b =  А1 /т' of'v , а А подберем 
так, чтобы Е Ь? =  1 => А =  1 /  (Е ар) .
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ab =  aXi/p'ap/p =  A1/p'a1+p/p =  X1/p'ap =  T;
( E a f P

Имеем:

Таким образом,
sup I > >  ( £ a p) 1/P- 

Е ^ < 1

Обратное следует из неравенства Гёльдера.
Теорема доказана.
Рассмотрим крайние случаи, неосвещенные в следствии:
1 ) р — 1 : sup £ a 6 — чтобы это показать, нужно взять 6 = 1 .

шах6<1
2 ) р =  оо: sup Eab — шаха, чтобы это получить, нужно в последо-

£ б <  1
вательности (6) поставить 1 на то место, где стоит max a, а остальные 
положить равными нулю.

1.5. Общие свойства средних pT(a,q)

Теорема 1.5.1. Функция pr(a,q) возрастает n o r , то есть 

г < s =$■ рг(а, q) < ps(a, q).

Случай равенства: а\ =  . . .  =  ап или s <  0 и Э/ец : а*0 — 0.

Частные случаи данной теоремы, которые были доказаны выше:
а) г =  — оо => по теореме 1 .1.1 =  min а;
б) s — +оо => аналогично — т а х а , (см. п. 1 .1 );
в) г =  0, s =  1 - это теорема 1.3.1;
г) г > 0, s — 2г - это следствие из неравенства Коши-Буняковского 

(см. п. 1 .2).
Доказательство: а) рассмотрим случай, когда 0 <  г < s.
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Определим число а  равенством г =  as, то есть 0 < а —  ̂ <  1 . 
Положим и =  q as, v — q\ заметим, что

Л Ляа / \s„1—о Л,« ЛД—«qa =  (q a) q — и v 

По теореме 1.4.2 имеем

ИЛИ

E q a ' <  ( Е ? а Т Л - 1 .
( L 9 « r)1/r< ( L 9 a f /s ,

Мг(а,д) <

Случай равенства: (и) пропорционально (к) <=> а* не зависит от fc.
б) г < 0 и 3&о : йк0 =  0, тогда

H r ( a , q )  =  0 , fxf ( a , q ) >  0.

в )г  =  0 < в и а > 0

{мо(а,9) } ’  =  (С^а ,? ) } 3 =  G{a'\q) <

< М а*>я) =  Л я а я =  {^ {а ,я )У  ■

г) г < s <  0, тогда

А*-г(о,9) =  ( Е 9 а “ Г) “ 1Л -  ( Е ?  0 Г)  1/Г =
1 _   ] _

~  fv ' / '1 V l 1/r ~  ^г(о>9)‘E,U.
Все случаи рассмотрены, и теорема доказана.
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Теорем а 1.5.2. (неравен ство Л япунова) . Пусть 0 < г < s < t,
тогда

£ < № ) & ( £ ) & .  (1.5.1)

Равенст,во будет в случае, когда все (а), отличные от нуля, равны 
между собой.

Александр Михайлович Ляпунов (1857-1918) —  русский матема
тик.

Доказательство. Положим s — га +  t(l — а), а  £ (0,1) или

. . s — t t — s
s — (г — t)a  4 - 1 , a  — -------= -------- .

r — t t — r

Тогда (1.5.1) запишем следующим образом:

£ gа* < (Egа’П£<?«*)' " “ ■

Положим и :=  qar, v =  q а1 и применим теорему 1.4.2.
Равенство будет, если (и) пропорционально (v) или

qar =  Xqa1 <=> а — Const.

Теорема доказана.

С ледствие 1.5.1. Функция ip(s) =  1пд* =  sln/zs является выпуклой 
вниз функцией на R+ .

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы.

1.6. Сравнение средних pr(a,q) с суммами Sr(a)

Определение 1 .6 .1 . Суммами ST(a) называются числа:

ST(a) =  ( £ о г) 1/Г, г >  0.
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Заметим, что
Sr(a) =  (а, { ! } )  . (1.6.1)

Теорема 1.6.1. ( аналог теоремы 1.5.2) . Пусть 0 < г < s < t,
тогда

s.: < { s ;p {s \ y ^ .

Равенство: все а, отличные от нуля, одинаковы.

Доказательство. Воспользуемся равенством (1.6.1):

S l  =  n £ ( a , q )  = п ( ^ )

п
П г~г *■

Теорема доказана.

п \ п

Е Ц й (^)ё  №)'-Г = ( З гг ) ы  {s$y,z: •

Теорема 1.6.2. ( аналог теоремы 1.5.1) . Если

О < г < s, то 5 , (a) < Sr(a).

Равенство возможно лишь в случае, когда ровно одно слагаемое от
лично от нуля.

Доказательство, а) Предположим сначала, что Sr(a) =  1, тогда 

0 < о * < 1 , Vk =>■ a'l <  а\ =>• У', as < У] аТ =  1 ; 

то есть мы получили
(5>*)1Л< 1 .

Если хотя бы два слагаемых больше нуля, то 3k : а* < 1 и неравен
ство будет строгое;

б) пусть а* - произвольные, тогда (У  a*)17*' ~  А =  5г(а), заметим: 
Ат =  Т,атк, ак — ак/А\ тогда

М « ')  =  Е ( « 1 )Г =  Е ^  =  1 -
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А  В

По а) получаем

Y ~
А

s 1/а

<  1 4Ф Ss(a) <  А ^  Ss(а) <  Sr(a).&

Теорема доказана.

Т еорем а 1.6.3. При г -4 +оо, Sr(a) —> шаха.

Доказательство.

Sr(a) =  nl!T рт(а) —> 1-maxa, 

по теореме 1.1.4. Теорема доказана.

Т еорем а 1.6.4. При т —4 +0, ST —> +оо, если более одного а >  0.

Доказательство. ar =  erluo =  1 +  r l na  +  0 (r )  =  1 +  о(1), г -> +0; 
J2 ar =  N  +  о (1 ), г -4 +0, где N  - число положительных слагаемых. 
Если N  >  2 , то (Е ar)1/r — (N  +  о(1))1'/г —4 +оо при г -4 +0.
Теорема доказана.

Т еорем а 1.6.5. (неравенство Йенсена) . Возьмем а ,/3 ,...,Х  >  0 
и а  +  /3+----\ -А >  1 , тогда верно

£ а “ ^ . . . / Л < ( ! > ) “ ( £ ЬУ3. . . ^ -

Случаи равенства: а) е одной последовательности все члены равны
нулю;

б) в каждой последовательности ровно одно положительное сла
гаемое, и положительные члены всех последовательностей имеют 
один номер.

Иоганн Иенсен (1859 - 1925) —  датский математик.
Доказательство. Введем вспомогательное число к =  а +/3 Н г А >

1; пусть а  =  | , . . .  А’ =  £ так, что а  +■ 0  +  • • • +  А* =  1. Применим 
теорему 1.4.2, но сначала положим

А =  ак, В — Ьк, . . .  ,Ь ~  1к.
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По упомянутой теореме получим:

£>"{/* . . . I х = £  А *  В *  ... L x ' < (Е а*)а/* • - ■ (Е **)А/* =
=  S * » S f (Ь) . . .  Sxk(l) <  S "(a )S i(b ). . .  S£(l).

Последнее неравенство получено в силу теоремы 1.6.2 при к > 1 . 
Теорема доказана.

1.7. Неравенства Минковского
Герман Минковский (1864 - 1909) — немецкий математик.

Вспомним один из вариантов неравенства Гёльдера (теорему 1.4.1)

G(a, g) +  G (b,q) Л- • • • +  G (/,q) <  G(a +  Ь +  • • • +  I)

и тот факт, что G(a,q) =  po(a,q).
Применим это неравенство для доказательства следующей теоремы 

Минковского.

Теорема 1.7.1. Имеют место следующие импликации:

г >  1 => pr(a, q) +  p-r{b, q) Н f- pr(l, q) > Pr(a +  b 4------- 1- /, q),
r < 1 =» pr(a,q) +  Pr(b,q) H 1- pr{l,q) < M a +  b  j- l,q).

Случаи равенства: при г > 0, когда (а), (Ъ) , . . . , ( / )  пропорциональны, 
при г < 0, когда или последовательности (а), (6) , . . . , ( / )  пропорцио
нальны, или аТ — ЬГ =  . .. — 1Г для некоторого г.

Доказательство. Отметим частные случаи теоремы Минковского. При 
г =  1 мы получаем очевидное равенство, при г — 0 — неравенство 
Гёльдера. При г =  оо результат остается таким же, как для г > 1 и 
предлагается к доказательству в качестве упражнения.

Введем набор чисел s — а +  b +  h I, который состоит из

sv =  av +  bv Ч (- lv , v =  1 , т.

Положим S — /j.T(s,q), тогда

s T =  E 9 * r =  £ 9 * r' 1* =  E ? « * r" 1 +  E<7b*r" 1 +  --- +  E ? * s r' 1 =
= E(91/ra)(g1/rs)r_1 + U 4 Vrb){ql,rs)T- 1 + • • • + T ( q l'4)(q^,Ts ) ^ .
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S' = U 4l /Ta ) ( q 1/ r ' s T/T' )  + E ( Q 1/ r b ) ( q 1/ r ' s r/T)  + • • • + Е ^ Х - ? 1̂ ' ) -

а) Рассмотрим случай, когда г > 1. К каждой сумме правой части 
применим следствие 1.4.2 и получим:

s r < ( E q «Г)1/Г(Е ч *г)1/г' +  • • • +  (Е в П 1/г( £  ч Л 1/г' -  

=  5 г/г'[ ( 5 :9 о г)1/г +  - "  +  ( Е 9 П 1/г] =
=  5 r_1 (/^(а, 5) +  f  ^ ( / ,  д ) ) .

Итак, мы получим: если 5  > 0, то

S <  pT(a,q) +  Мг(М) +  Ь

Случай равенства будет, когда все последовательности

(ча '),(дЪ '),...,(дГ )

будут пропорциональны последовательности (с/.s'); а это возможно 
тогда и только тогда, когда последовательности (а), (6) , . . . , ( / )  про
порциональны;

б) случай, когда г <  1 рассматривается аналогично, только вместо 
первой части следствия 1.4.2 нужно применять вторую.

Теорема доказана.

Следствие 1.7.1. Если г > 1, то •

( х >  + Ь + • ■ • + i y ) 1/T < (Е a T) l ' T + (Е Ъг ) 1/Г + • • • + (Е П 1/г;

если г < 1 и г ф 0, то

(Е(а + ь + ■ • ■ + /)г)1/г > (Еаг)1/г + (Е ь г ) 1/г + ■•■ + (Е П 1/г-

Случай равенства, когда последовательности (а), (6) , . . . ,  (I) пропор
циональны. При г <  0 появляется дополнительный случай равенст
ва: av =  bv =  . . .  =  при некотором v.

А так как г =  то мы получаем
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Доказательство. Будем рассматривать частный случай весов

qv =  ~  Vt =  l ,n.  п

Тогда по теореме Минковского для г > 1 можно записать следующее 
неравенство:

цг{а + b + ••• + /, q) < Mr(a, q) + рr{b, q) + • • • + pr(l, q),

или

1

п
U a +  b + - - -  +  l)T

1/г
<

1/г

+
1/г

Е г
1/г

Аналогично рассматривается случай г <  1. 

Следствие 1.7.2. Пусть

Л ,  а) =  (  £  Рц а ;)  7 ; t f\ q ,  Ь) =  I Е  Я, К
Р=1 ,!/=1

1/«

тогда, если 0 < г < s <  оо, т о

Р(У \ я ,4 li](P,a^ ))  < Рг‘ ]{Р,Р{У\я,а,ш)-

Случай равенства будет, когда а^  f i ,v .

Доказательство. Нам нужно доказать, что

т / п
Е я, Е г Х

а/г\ ( п 1 т
Е  Рм I Е  ? Х

1 \j/=l

r/a\ J/

Введем следующее число k =  s/r > 1. Положим — р^аг/ш, тогда 
Арv — ?\а%г Перепишем наше неравенство в новых обозначениях, 
возведя обе части неравенства в г-ю степень:

т / та
Е я» Е X
=̂1 \/i—1

1/А:
/  т А \

E i 9v "г/=1 Ути  /
е (Е 9 ,4 ,\ 1'

1/А
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По-другому полученное неравенство можно записать так:

и - к ( £  (IV ■) Я к ) ,
V=l I р

а это и есть первое неравенство из теоремы 1.7.1.

1.8. Другое доказательство неравенств 
Гёльдера и Минковского

Цель этого параграфа состоит в том, чтобы дать другое доказа
тельство неравенств Гёльдера и Минковского, основанное на следую
щей лемме [8].

Лемма 1.8.1. Для 1 < р <  оо и Va, b >  0 имеем

Доказательство. В этом доказательстве мы будем использовать вы
пуклость некоторых функций:

а) доказательство (1 .8.1 ).

а}1рЪ1~11р =  [Д/р- 1а]1/р[£1/гЪ]1- 1/р =

Для t — а/b имеем равенство;
б) доказательство (1.8.2). Функция <р(и) =  ир для р > 1 выпукла на 

[0,+оо). Поэтому

inf [(l/p)t1/p~l a +  (1 -  1 /p)t1/pb] =  a1/p61- 1/p, (1 .8.1 )

(1.8.2)

=  exp [ -  In ( t ^ ^ a )  +  (1 -  - )  In (f1/p6)l <
P  P

< -  exp [In (tllp- la)] +  ( l  -  - )  exp [ln(f1/pfe)j 
p \ pJ

t 1/pb, t > 0.



Для £ — а/(а +  6) мы имеем равенство.

Замечание 1.8.1. Если 0 < р <  1, то Va, Ъ > О

sup [(1/р) t1^ 1 a +  (1 -  l/ p )tl/pb] — aly,pb1_1̂ p, (1.8.3)
i > 0

sup \tl~pav +  (1 -  t y -W ]  =  (a +  b f.  (1.8.4)
0 « < 1

Доказательство:
а) доказательство (1.8.3). Пусть для £ > О функция

f i t ) =  - t 1//p-1a +  ( l  — £1//р6, тогда
p V р /

/(t>= ;  ( E  0  + H )  Г 1/Р"1ь= M 1 ” ? ) tV’"  ! 4  ’
и /(^o) =  0 в точке £o =  a/Ь, / ( £ )  < 0 для t > £0 и положительна для 
£ <  £q; в точке to =  а/Ъ функция имеет свой максимум, то есть

sup
<>0

причем

т  '  (?) = \ ( !)  " »  + ( i -V P ) ( “) b  = ^ - ' " i

б) доказательство (1.8.4). Для 0 < £ <  1 имеем

р(£) =  У -рар +  (1 -  t y - pV>,

g'(t) =  (1 -  p)t~pap -  (1 -  р )(1 -  £)-pV  =  О 

тогда и только тогда, когда £ =  Ц =  a/ (a +  6). Так как

д (t) <  0 (проверьте, учитывая, что а < Ъ),

то р(£) имеет локальный максимум в точке £j — а/{а +  Ь). причем
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Теорема 1.8.1. (классическое неравенство Гёльдера) .
Пусть

1 < р < оо

и  ̂  ̂ =  1. Если х £ Lp(fi) и у £ Lq(p), то х ■ у £ Ь\{р) и

II* -2/||i <  IN IpIMI?-

Более общий факт: если х, у £ Ь\(р), то |ж|1/,р • |2/|1_1/,р E L\{p) и

||1*11/р- |2/11_1/р||1 < IM Il/p IMii1_1/p-

Доказательство. Из леммы следует неравенство

ai/Pbi-VP <  1д/?-1а +  f l  -  f1/p&, t >  0.
р V р /

Отсюда следует, что

о

< /  [ - f 1/p_1|z(s)| +  ( l  -  i 1/pb(s)| dp(s) =
H Ip V W

=  J |as(e)| dp(S) +  ( l  -  i )  l 1/p|  |j/(*)| rfp(s) =

=  V J>- 1IN Ii + (1 - i )  *1/p IIpIIi-

Переходом к inf по всем t > 0 и используя лемму, мы получим:

|1*11/р1у Г~1/рЦ1 < IM l!/pIM ll~1/p,

что доказывает (1.8.5).

Теорема 1.8.2. (классическое неравенство Минковского)
Для 1 < р < о о  из х ,у  £ Lp(p) следует, что х  +  у £ Lp{p) и

(1.8.5)

\\х +  р||р < ||г ||р +  |Ы1р- (1.8.6)
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Доказательство. Мы будем использовать вторую часть леммы, то 
есть неравенство

(а +  Ъ)р < tl~pap +  (1 -  t)l~pH.

Мы найдем, что Vf : 0 < t < 1,

Нж +  У\\р =  I  W s) +  2/(s)lPM s) < /  [ N s)l +  |y(s)IF°W s) < 
n si

< J { t ^ p\x(s)\p + ( l - t ) l- p\y(s)\p}d p (s ) =
(i

=  tl~p f  |x(s)|pdp(s) +  (1 -  t f~ p j  |y(s)|pd/x(s) =  
a n

=  t 1~nixllpp +  ( i - t ) 1- pM pP.

Переходя к inf по всем 0 < t <  1 и используя лемму, получим:

ll*  +  y | |£< ( IM Ip  +  IM IP)p,

которое является неравенством Минковского.

1.9. Интегральные неравенства Гёльдера 
и Минковского

В этом параграфе мы используем стандартные обозначения теории 
измеримых функций. Функции в формулировках теорем предполага
ются неотрицательными.

Определение 1.9.1. Функции f u g  будут называться пропорцио
нальными, если существуют две постоянные А и В, хотя бы одна 
из них отлична от нуля, такие, что

А /  =  В д.

Нулевая функция пропорциональна любой функции. Будем говорить, 
что пропорциональны, если пропорциональны каждые две
из них [6].
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Теорема 1.9.1. Если с*,/3,. . . ,  А положительны и а-f /3 -f • • • -f А =  1,
т о

I  f a дС . . . l x dx <  ( J  /  d x )a id * ) . (1.9.1)

Равенство возможно, когда одна из функций нулевая или они про
порциональны.

Доказательство. Пусть ни одна функция не равна нулю, тогда по 
теореме 1.3.1:

• I f -^ - lX d x ---x =  [  ( - 4 - Х  A><G
(f f  dx)a . . .  (J I dx) \I f  dx) \J I dx)

~ f  \f f  dx ' JI dx

Т еорем а 1.9.2. Если k > 1, m.o

p/k ( Г d \1/k

a f  A / .
+  f— r~r~ dx =  1 .

J f  gdx < [ f  f k dx} (J  gk dx} , (1.9.2)

равенство возможно, если f k и gk пропорциональны.
Если 0 <  k < 1 или к < 0, то

J  /  g d x >  f k dx} ! iyj gk dxj  ' , (1.9.3)

равенство возможно, когда f k и gk пропорциональны или 
( /  ff) • нулевая функция.

Доказательство. Рассмотрим случай 0 <  k < 1 и /  gk dx <  оо, так 
что д почти всюду положительна. Положим I =  l/k > 1 ш f  =  (uv)1, 
д — v~l, так что fg  =  и1, f k =  uv, дк =  vl , тогда и и г  определены 
для почти для всех х и

J u vd x  < (У и1 dx}  ̂ г>г darj ,

или
J f k dx < (J  f g  dx} gk dx}
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Так как /  дк dx конечен и отличен от нуля, то из последнего неравен
ства следует утверждение теоремы.

Если J дк dx =  оо, то

(У дк dx) ' =  О,

откуда следует, что правая часть равна нулю и имеет место неравен
ство, если J f  gdx ф 0, то есть /  д ф 0.

Теорема доказана.
Эта теорема неявно содержит утверждение о сходимости или ко

нечности, если два из трех интегралов, входящих в неравенство, ко
нечны, то конечен и третий интеграл. Интегралом, конечность кото
рого следует из конечности двух остальных, является J /  gdx, если 
к > 1 , /  /*  dx, если 0 < k < l u j g k dx, если к <  0.

Теорема 1.9.3. (неравенство Минковского) . Если к > 1, то 

{ / ( /+ • ■ •  +  l)k d x }'1" <  ( /  f k d x )1''  +  . . . +  (Jlk d x )'''  , (1.9.4)

если 0 <  к <  1 , то

{ / ( /  +  ••• + 0 * d x }'1'  >  ( /  f kd x )1/k +  . . . +  (J lkd x)1/k, (1.9.5)

равенство наблюдается, когда f , g , . . . , l  пропорциональны, а при 
к < 0 и когда обе части неравенства (1.9.4) обращают,ся е нуль.

Доказательство. Эта теорема следует из предыдущей теоремы. Рас
смотрим случай, когда 0 <  k <  1 . Пусть s =  f-\-g +  -- - +  l, тогда

J sk dx =  j  f  sk~1 dx -f  • • • +  J I st_1 dx, (1.9.6)

и по теореме 1 .6.2 мы получим

sk <  f k +  gk +  • • • +  lk.

Откуда следует, что если /  f k d x ,. . . ,  J lk dx конечны, то J sk dx тоже 
конечен.

38



Кроме того, / sk dx > 0, если s ф 0, то есть, если

Предположим, что /  sk dx положителен и конечен, тогда по теореме
1.9.2

/  /  sk~l dx > ( /  f k dx) ( /  /  dx) l'k ,

кроме того случая, когда } к и sk пропорциональны или /  sk ~ 1 =  0.
Так как к -  1 <  0 и s почти всюду конечна, то /  =  0 /  =  0.

Теперь из (1.9.6) мы получим

J s kd x >  {(J  f k dx)1'* +  - ■ ■ +  (J 1к dx)Vk}  (J  sk' d x f /k ,

кроме случая, когда пропорциональны. Если /  sk dx =  0, так
как к <  0, то s почти всюду бесконечна, что невозможно, так как /  
почти всюду конечна. Если J sk dx =  оо, то

f  f hd x , . . . ,J l kdx

все бесконечны, и обе части неравенства равны нулю. Это и есть 
дополнительный случай равенства, он имеет место, когда, например,
/  =  д =  . . .  =  / =  о.

Т еорем а 1.9.4. Если к > 1, то

J ( /  +  9  +  Ь l)k dx > J f k dx +  J gk dx +  f  J lk dx,

если 0 < к < 1 , то

J  ( /  +  9  +  ■ ■ ■ +  l)k dx < f  f k dx +  f  gk dx +  • • • +  j  lk dx,

равенство наблюдается, когда для любого х, кроме, быть может, 
точек множества меры нуль, не более чем одна из функций f , g , . . . , l  
отлична от нуля.

Если все f , g , . . . , l  почти всюду положительны, то последнее не
равенство имеет место и для к < 0 .
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1.10. Неоднородные аналоги 
неравенств Минковского

Теорем а 1.10.1. Справедливы следующие импликации:

"г > 1 =£• £ ( а  +  b +  • • • +  1 )т > УщГ +  у Ьг +  . . .  +  у г .

О < г < 1 Е(а + Ь+  ■■■ +  1 )г <  £ а г +  ]Г>Г+ ••• +  У Г.

Равенство возможно лишь в случае, когда в каждой последователь
ности ровно одно ненулевое число.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда г >  1; из теоремы 1.6.2 
следует, что

(а\ +  £>; +  ••• +  <  &i +  bi +  • • • +  l{, Vi =  l,n.

После возведения в r-ю степень и сложения получим

Е(а + ь + ■ ■ ■ + 1)Г > Т,*г + £ЪГ + ■ ■ ■ + УГ.
Случай 0 < г < 1 рассматривается аналогично.

1.11. Геометрический смысл неравенств 
Гёльдера и Минковского

Рассмотрим два вектора в пространстве Д3: 

х =  (хи х 2 , х 3 У, у =  (у\,У2 ,Уз)*■

Запишем неравенство Гёльдера с показателем 2:

|Е**м| < Е Wyk\ < (Е4 )1/2(Е$ 1/2 = МШ\щ,
к=1

откуда следует, что

№ №  •
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cos (х ,у ) < 1 .

Равенство будет, если векторы параллельны, то есть когда их ко
ординаты пропорциональны. Таким образом, мы получили, что не
равенство Гёльдера в евклидовом пространстве — это тривиальная 
оценка для косинуса угла между векторами.

Неравенство следствия 1.7.1 (неравенство Минковского) при г =  2 
будет выглядеть следующим образом:

[(®i +  У г)2 +  (Х2 +  У2)2 +  (^з +  Уз)2]1/2 <  {xl +  xl +  x l)1/2 +  (yl +  yl +  yl )1/2

ИЛИ

II® + 2/11 < IN + IMI-
Это не что иное, как неравенство треугольника. Так как неравенство 
Минковского справедливо для любого г > 1, то именно это неравен
ство позволяет ввести нормы в пространствах последовательностей 

г > 1 .

1.12. Неравенство Чебышева

Пафнутий Львович Чебышев (1821 - 1894) — русский математик, 
основатель Петербургской математической школы.

Вспомним неравенство Минковского (см. теорему 1.7.1):

если г >  1, то /хг(а -f Ъ) < рТ(а) +  /иг(Ь);
если г <  1 , то дт(а +  Ь) > рТ(а) +  дг(Ь).

Чебышева интересовал вопрос о сравнимости чисел рГ(аЪ) и fir(a)/лг(Ь).

Определение 1.12.1. Две последовательности (а) и (Ь) одинаково 
упорядочены, если

V/x, v : (а,, -  а „)(6м -  Ь„) > 0.

Две последовательности (а) и (Ь) обратно упорядочены, если 

V/u, v : (ам -  a,)(b,L -  bv) <  0.

Полученное неравенство может быть записано в виде
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Лемма 1.12.1. Последовательности (а) и (6) одинаково упорядоче
ны тогда и только тогда, когда существует перестановка индек
сов V\,U2 , . . . , v n такая, что обе последовательности а„ , , . . .  ,a Vn и 
bVl, . . . ,  bVn одновременно неубывающие.

Последовательности (а) и (Ъ) обратно упорядочены сущест
вует перестановка индексов v3, v2, . . . ,  vn: одна последовательность 
невозрастающая, другая - неубывающая.

Доказательство. Пусть (а) и (6) одинаково упорядочены. Возьмем чис
ла а „ ,,. . . ,  а„п и переставим их так, чтобы последовательность (а) бы
ла неубывающей,

йу, "б ^  . . .  *б .

Возьмем Vk и vk+ii тогда aVk б  и̂ +\ и, в силу определения, ^ bl'k + l') 
то есть

bVl б  Ь , . ,  б . . .  б  ь„п.

Аналогично доказывается достаточность.

Теорема 1.12.1. Пусть г > 0. Если (а) и (6) одинаково упорядоче
ны, то

рТ(а)рг(Ь) <  рг(аЪ).

Равенство будет, если все (о) равны между собой.
Если (а) и (b) обратно упорядочены, то

Рг{а)рГ(Ь) > pT(ab).

Доказательство. Мы будем рассматривать только частный случай, 
так как общий доказывается аналогично.

Для г =  1, п =  2 рассмотрим разность

Рг(аЬ) -  рг(а)рт(Ь) -
— (<7iai^i +  92а2 г̂) — (Ч\а\ +  92<х2)(91 1̂ +  92 2̂) —
— (?1 +  92)(9iaibi +  q2a2b2) — (qia\ -f q2a2 ){q\b\ +  q2b2) —

— {q\a\b\ +  +  q̂ qiO-ibi +  qiq2a2b2 +  qla2b2) —
-qfaibi -  q2q\a2bi -  qiq2aib2 -  q2a2b2 -
=  9 2 9 lM a l -  a2) +  qiq2b2 {a2 -  =

=  9x92(a-1 -  a2)(bi -  b2) > 0.
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Откуда следует а\ >  02,65 > 62 или 05 <  а2, 65 <  62. Для общего 
случая

pi{ab) -  fii(a)Цх(Ь) =  Т д д К  -  Q̂ )(^  “  М - 

Пусть г > 0, тогда
М а ) =  Ы а г)}1/т.

Неравенство /хг(а)/хг(6) < fir(ab) выполнено тогда и только тогда, 
когда

Ы а г)}1/гЫ Ь г)}1/г< Ы ^ гЬт)}1/т,

откуда будет следовать, что pLx(ar)p\(br) < pi(arbr), то есть (ат) и 
(Ът) одинаково упорядочены. Так как т > 0, то (а) и (6) одинаково 
упорядочены.

Доказательство окончено.

1.13. Неравенство Кларксона-Хаус дорфа- 
Юнга

Джеймс Кларксон (?  - ?) — американский математик.
Феликс Хаусдорф (1868 - 1942) —  немецкий математик.
Уильям Юнг (1863 - 1942) —  английский математик.
Еще одним важным общим методом доказательства неравенств яв

ляется теория интерполяции операторов. Проиллюстрируем этот ме
тод доказательством неравенства Кларксона-Хаусдорфа-Юнга.

Теорем а 1.13.1. Пусть р u p  сопряженные показатели, причем 
р > 2 . а а,Ъ € С , тогда

(|а +  Ъ\р +  \а -  Ъ\П1/Р < 2 (|а|р' +  \b\p ) lh' .

Если 1 < р <  2, то верно обратное неравенство.
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Доказательство. Рассмотрим оператор [9]

Т  =  Т {а , Ь) — (а +  fr, а — Ъ) 

и заметим, что Г  : /!2) —> имеет норму

Ц̂ Ц 1,00 =  sup max (|а +  6|, |а — £>|) =  1, (1.13.1)
|а|+|Ь|<1

и, по равенству параллелограмма, Т  : 4^ —> 42' имеет норму

ЦТ||2,2 =  SUP v V  +  1̂2 +  1а ~ Ь\2 =  /̂2- (1.13.2)
М2+|6Р<1

Используя (1.13.1) и (1.13.2), а также теорему Рисса-Торина [7]: если 
Ро ф Pi, 9о Ф 91 и Т : LjbiUydfi) -> Lqo(V,dv) с нормой М 0 (если Г  - 
линейное и ограниченное отображение, то величина ЦТII =  sup ЦШ1 '1

WJllLp

называется нормой отображения Т) и Т  : LPl{U,djj) —> Lqi(V, dv) с 
нормой Mi, то Т : Lp(U,dfj,) —> Lq(V,dv) с нормой М , удовлетворяю
щей соотношениям М  < Mo~eM f, 0 <  0 < 1, и для чисел р и q таких, 
что

1 _ 1 -  е в_ 1 _ 1 -  в в
Р Ро Pi q 90 91 ’

мы найдем, что для 1 < р <  2 оператор Т  : 1р ! —> 1{Ф с нормой

П | р,р- <  (IITlii.oo)1̂ '  (||T ||2,2)2/p' =  (v/2)2/p' =  з 1̂ ',

то есть

(|а +  b f  +  |а -  6|Р' ) 1/Р <  2V* (|а|р +  |&|р)1/р, 

что и требовалось доказать.
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2. Неравенство Карлемана

2.1. Вводные замечания

Таге Карлеман (1892-1949) —  шведский математик.
Основная цель данной главы состоит в доказательстве следующего 

утверждения:
ОО

Пусть ai, a.2, . . .  —  положительные числа и ряд £  ап сходится, 
тогда сходится и ряд

оо ________
53 4/аха2---а п.
П= 1

Оно играет важную роль в вопросах, касающихся сходимости число
вых рядов и при решении проблем моментов [10]. Его справедливость 
становится очевидной после доказательства следующей леммы.

Лемма 2.1.1. (Неравенство Карлемана) . Пусть а1; а2, . . .  — по
ложительные числа, тогда

оо ___________  оо
53 V ai 2̂ * '' ап <1 е ап. (2.1 .1 )

71= 1  71=1

Ниже будут приведены два доказательства неравенства Карлемана.

2.2. Доказательство неравенства
Карлемана с помощью неравенства 
Харди

Годфри Харди (1877-1947) — английский математик. Рассмотрим 
следующую теорему [1 , 6).

Теорема 2.2.1. (неравенство Харди) . Пусть р > 1, а„ > 0 и
Ап — ai +  а2 +  - • • +  ап. Тогда

°° /  А \ р /  п  \ т ° с

£ ( т ) < ( ^ т ) £ *  <2-2л>

кроме того случая, когда все а равны нулю. Константа 
является наилучшей.
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При доказательстве этой теоремы мы можем предположить, что

Ql > 0.

Если aj =  0, то заменим ап+ j на Ьп и перепишем (2.2.1)в следующем 
виде:

'Ьг\р (Ъг + Ъ2у
-1 I

\р
но это неравенство слабее неравенства (2.2.1). Положим теперь

НТ1
—  =  осп п

и условимся, что любое число с индексом нуль равно нулю. Тогда,
учитывая,что nan- (п -  1)ап_! =  (а!-)-------| -а „)-(а Н -------(-ап_х) =  а„,
мы имеем

<  -  ^ г т < * г 1а» - ап -  ( -  ( п - 1 )« „  1 ) <•:: =

= < ( 1-у гг) + ?!̂ г “ 

s (' -  у^т)+ E l ((г> - 1К + < ->} =
1

у { ( п -  ! ) ^ ]  -  гга£}.
Р-

Последнее неравенство следует из соотношения между средним ариф
метическим и средним геометрическим

Ol ~Ь а 2 +  ■ ' ' "Ь ап 2221. (2.2.2)
п

Отсюда
N г) N  ATrJ3

Е < -  г7г Т Е « г Ч  < < о,
П—1 Р 1 П—1 V 1

а, следовательно, по неравенству Гёльдера, мы получим

Е  <  < - г г  Е  < - ~ г ( Е  »гР)1/р( Е  ^ ) 1/р'- (2.2.3)Т1=1 V 1 71=1 Р 1 71=1 71= 1
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Разделив неравенство на последний множитель в правой части (ко
торый обязательно положителен) и возведя затем обе части в степень 
р, мы получим, что

N  / „ \р N

£ < <  М - Г  £ < •  (2-2.4)
п — 1 \Р  1 /  п= 1

Переходя к пределу при N  —> оо, мы получаем (2.2.1) со знаком ” <  ”
оо

вместо ” < ” . В частности, доказано, что ряд Е оРп сходится. Воз-
П— 1

вращаясь к (2.2.3) и заменяя N  бесконечностью, мы получаем
ОС -ю ОС ^  ОО ОС /

£  < г ^ т  £  « Г 1*» < —^ - г ( £  < ) ( £  < ) 1/р • (2.2.5)п=1 Р ~  1 п=1 р -  1 П=1 П=1

Во втором случае знак равенства имеет место только тогда, когда 
(а-®) и (а7’г) пропорциональны, то есть когда ап =  С ап, где С  не зави
сит от п; но тогда С — 1 (так как ai =  а 3 > 0), то есть Ап =  пап для
всех п. Это возможно в том случае, когда все а равны; но тогда ряд
ОО
Е а(; не может быть сходящимся. Следовательно,П= 1

£  <  <  -  п= 1  Р ■- г ( £  < ) 1/р( £  < ) 1/р • (2-2-6)
■*- 71— 1 71=1

Отсюда получаем строгое неравенство (2.2.1) тем же путем, как (2.2.4) 
было получено из (2.2.3). Остается доказать, что константа не может 
быть улучшена. Положим

(~)1̂р, если п < N,
0, если п > N,

тогда
ОО ОО 1

£ < =  £ £  
71— 1 71— 1

П U
Ап — 'jr > I  x~v dx =  { n^  ~  l }  > n < N.

n 1  \p -  1
AA P  ̂ ( p Y 1 -  £n ^ лту  I   I --------- , n  <  TV, en — > 0, n -a oo.
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Следовательно,

п =  1 V П /  n=1 \ П /  \ p  — 1 /  n=i

где rjN Q при N —> оо. Это показывает, что неравенство

будет неверно для только что рассмотренных значений а„ и достаточ
но большого N . Соответствующей теоремой для интегралов будет

Теорема 2.2.2. Пусть р >  1, /(ж) > 0 и

F (* ) =  J f(t )d t .  
о

Тогда

кроме того случал, когда /  =  0. Константа является наилучшей. 

Доказательство. Если 0 < £ < X ,  то, интегрируя по частям, получим:

/ С- )  dx =    I Fr ^ - (x , - r) dx =  — Г Д
 ̂ , i /  p — 1  dx p — 1

— 1 P — 1 'С

Известна теорема о том, что если р > 1 , /  £ £^(0, а) и F(x) =  f  f ( t )  dt, 
то

F (x ) =  о(ж1/р')
для малых ж; кроме того, если / р интегрируема, то f  1_PF P(£) —> 0 при 
£ —> 0. Следовательно,

х 1 F \p р Хг ( F \ p_1

<
< - >
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Если /  ^  0 в интервале (О, X ), то левая часть предыдущего неравен
ства положительна, а отсюда следует

Переходя к пределу при X  —» оо, мы получаем (2,2.7) с ” <  ” вместо 
” < В частности, интеграл в левой части (2.2.7) конечен. Отсюда 
следует, что все интегралы в (2.2.8) остаются конечными при замене 
X  бесконечностью, и что

-1

Во втором случае знак равенства имеет место только тогда, когда
F\p

и } р пропорциональны, но отсюда следовало бы, что /  является
х )

степенью х и тогда /  f p dx был бы расходящимся. Следовательно,

т
F  ̂ d x < —£— l l [ X ) dx\ \ l f pdx)  , (2.2.10)

кроме того случая, когда /  =  0. Так как интеграл в левой части 
положителен и конечен, то (2.2.7) следует теперь из (2.2.10) таким 
же образом, как (2.2.9) следовало из (2.2.8). Доказательство того, что 
константа является наилучшей, ведется так же, как и в случае, при
веденном выше: полагаем

0, если х  <  1 ,
x~(1/p)-f > если х > 1 ,f ( x )  --

и т. д. Таким образом, теорема доказана.
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2.3. Неравенство Карлемана
Заменяя в неравенстве Харди ап на а]/р, мы получаем [6]

Переходя к пределу при р —> оо, мы находим

■ ■ -ап)1/71 < е Е
оо оо

в действительности имеет место строгое неравенство:
оо оо
£ ( а 1а2 . . . а п)1/п < е £  ап,

если (а) ф (0). Константа является наилучшей.
Можно попытаться доказать это неравенство с помощью неравен

ства о среднем арифметическом и средним геометрическим:

но сумма в правой части всегда расходится. Этот метод не ведет к до
казательству, и непосредственного применения данного утверждения 
к левой части (2.3.1) недостаточно. Поэтому применим это утвержде
ние не к ai, а2, . . . ,  а„, а к CiOi, c2a2, . . . ,  cnan и выберем с так, что ког
да X ап близка к границе сходимости, числа спап «примерно равны». 
Для этого с„ должны быть порядка п. Эта идея ведет к следующему 
доказательству. Мы имеем

П
У /п <  £  ~  £  агп =  ^ а т £

п ft т<п 171 п>т ftп ft m<7i

(^1 а 2 • * • ап
оо оо /

) 1/п =  £
71=1 V

У !  Cmftm УУ (̂ -1 С2 • • • Сп )   ̂ . 
m п>т ftп>т п
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Для более удобного вычисления внутренней суммы положим

(ci с2 . . . с п)1/п =  п +  1 ,

то есть
( т  + 1)г

С-т —
,лт~1

тогда

/ \'"1 * * * '-71/ — , i \ — 5
n > m ^  7 i > m ™ ( ™ + l )  т

и, следовательно,

00 , / 00 п г 00 /  1 \ m ОО
Е (ai ° 2 • • • а„) < Е  - ^ =  E o m ( i  +  - )

71= 1  771=1 771=1 V 7 7 1 /  771=1

кроме случая, когда (а)- нулевая последовательность.

2.4. Еще одно доказательство неравенства 
Карлемана

Как мы видели в предыдущем параграфе, неравенство Карлема
на все-таки удается доказать с помощью неравенства между средним 
арифметическим и средним геометрическим. Приведем еще один спо
соб такого доказательства, заимствованный из [5].

Нам нужно показать, что

к к
Е  <yai а2 .. .an < е Е  а„; к =  1 ,2 , . . . .  (2-4.1)

7 1= 1  71=1

Обозначим

( п + 1 )п п(п +  1 )" I 1 \п ___
Ьп —  — Г—  =    =  n ( l  +  -j , V n  =  1 ,к.п" " 1 пп \ п )

Возрастающая последовательность чисел 1̂ +  — j , п € N. имеет 
предел, равный е, поэтому

1 \ "1 Н— ) < е, Ьп  < п е .
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Учитывая теорему 1.3.1 и соотношение b\b2 ---bn — (п +  1)п, мы 
имеем:

так как b, <  ie.
Что и требовалось доказать.
Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.4.1. Константа е в неравенстве Карлемана является 
наилучшей.

Для доказательства данного утверждения достаточно взять последо
вательность ап =  - .П П

Задачи для самостоятельного решения [2].
(Решения и пояснения можно посмотреть в приложении 3.) 
Доказать, что ряд сходится:

Далее

7 1 = 1
53 У̂а1 а2 ■ ■ ■ ап  ̂ 53
к

ч = 1

к

2.4.1.
V 1

где к > 1 .

2.4.2.

2.4.3.



2.4.4.
т Ы)2/п
п +  f  у/п)/п

2.4.5.
v  1
п у/(п +  1 )! п!

2.4.6.
^  у/(2п -  1 )!!
V  2(1+п>/2

2.4.7. ■
V    1______
» \/((2n -  I )!!)2

3. Отношения мажорирования.
Сравнения симметричных средних

3.1. Определение отношения мажорирования. 
Формулировка теоремы Мюрхеда

Определение 3.1.1. Пусть ai, а2, . . . , ап - набор положительных чи
сел; а?1, с*2, . . . ,  ап - набор неотрицательных чисел; симметричным 
средним последовательности (а) называют число:

[а](а) =  [аь а2, . . . ,  а„](а) =  — ]Г!a f'a ?
п !

Знак факториала после £  означает, что сумма берется по всем 
перестановкам, из п чисел.

Пример 3.1.1. Пусть а  =  (1 ,0 , . . . ,0 ) ,  0i ,02, . . . , a n - любые поло
жительные числа, тогда

[ 1 , 0 , . . . ,  0](а) =  — ( ^'(oi + ------f  а„) =  А(а)  =  рх( j i j  ,а).
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Пример 3.1.2. Если а  =

(a) =  -a \ 'na12/\ ..a l/ n =  G(a).
п:

Определение 3.1.2. Пусть (а )  и (а) - наборы положительных чи
сел: а — (а\,. . . , ап), а  — (а\,. . .  ,а п). Будем говорить, что один 
набор мажорирует другой (обозначение (а  ) -< («),), если сущест
вует перестановка индексов такам, что выполняются следующиеV / I
условия: 1 )  а х +  • • • +  а п =  a j +  • ■ • +  a n;

2 ) а'х > а 2 > . . ■ >  а п и ai > а 2 > . . . >  а п]
3) Vr =  l ,n , a'j + ----- (- a r < сц +  f- aT.

Пример 3.1.3.

\n n / \n — 1 n — 1 / -<

^ Q ,  ^ , o , . . . , o )  -< (1 , 0, . . . , 0) .

Проверим выполнение трех условий: первое условие выполняется, 
так как сумма всех наборов равна единице. Также очевидно выпол
нение остальных условий из определения 3.1.2.

В 1903 году шотландский математик Р.Ф. Мюрхед (1860 - 1941) 
доказал теорему, которая стала основой теории мажоризации.

Теорема 3.1.1. Пусть по каждому из наборов (а) и (а )  построе
ны симметричные средние: [а ](а) и [а](а), (а) > 0. Для того чтобы 
эти средние были сравнимы между собой, необходимо и достаточ
но, чтобы между (а) и (а )  существовало отношение мажорирова
ния. Причем, если («)•*( (а), то [а](а) < [о](а).

Равенство возможно тогда и только тогда, когда (а  ) =  (а) или 
все (а) равны между собой.

Доказательство [4]. Необходимость. Нам дано [а ] < [а] для любых по
ложительных а. Так как от перестановки а  ничего не зависит, будем 
считать, что а г > . . .  > а п и ад > . . .  > ап.
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Проверим условия из определения 3.1.2.
1) Возьмем а\ =  =  . . .  =  ап =  х > 0. Построим для этого набора

симметричное среднее

[а ] =  х ^ а <  х ^ “ =  [а], Vx > 0.

Это неравенство получено в силу условия:

п\ п\
<  х“ 1+- +а", Vx > 0.

Рассмотрим два случая:
а) пусть х > 1 , тогда получим а[ + ------- b ап; < ат Н----- Ь ап;
б) если 0 < х <  1, то aij +  b а п > ад +  f- ап.
В итоге получаем Е о  =  Е а . Второе условие выполняется автома

тически. Осталось проверить, что сумма самых больших чисел пер
вого набора меньше либо равна аналогичной сумме второго набора. 

Зафиксируем 1 < г <  п и возьмем

о,\ =  . . .  =  ar =  х]

— . . .  — ап — 1 .

Построим симметричные средние:

[ а ] ( а ) = с А ' +Ч - ,
[а](а) =  С х °1+"'+аг +  • • •,

где а х +  Ь а г и ад + ----- (- а г будут самыми большими показателя
ми степени, С - некоторая константа. При достаточно большом х из

п  £  ^ £  а*условия следует, что О x l=1 <  G x*=1 , что, в свою очередь, влечет
неравенство

Н h аС < сц Н h a r-
Таким образом, выполнены все три условия, и мы получаем, что

(а )  -< (а).

Достаточность будет доказана в следующем параграфе .
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3.2. Определение трансформации или 
Т  - преобразования

Предположим, что в наборе (а) есть два неравных числа а к > оц. 
Определим числа

&к +  « i Q'jfe -  04
Р = — 2— . т==- ^ —

Заметим, что выполняется неравенство 0 < т < р ,  и т  =  р, если 
ац =  0. Из определений следует, что

а к =  р +  т,
Oil =  р — т.

О пределение 3.2.1. Пусть а  £ [0,т). Трансформацией или Т - пре
образованием называется такое преобразование, которое набор чи
сел (а) переводит в набор чисел ( а ) ,  причем

г  +  о  т — а
<*k =  Р +  °  =  ~ 2 ^Га ъ +  ~ 2 ^Гаи

/ т —  о т +  о
а, ~  р — сг —  аь Н---------- ai,

2т 2т
а,, =  а,., г ф к , г ф 1 .

Таким образом, это преобразование меняет только две координаты. 
Для каждого а будет свое Т - преобразование.

Л ем м а 3.2.1. Если а  =  Та, то

[а ](а ) < [а](а)

для любого набора (а) неотрицательных чисел.
Равенство будет, если все числа из (а) равны между собой.

Доказательство. Так как перестановки не изменяют симметричное 
среднее, можем считать к =  1, I =  2. Рассмотрим случай п — 2. 
Покажем, что

[а](а) — [а ](а) > 0 для (а) > 0.
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Для этого рассмотрим 

[а](а) -  [а] (а) =

—  1 \ r ,P + T n p ~ T  М  П р ~ т п р + т ]  ^ \ п р + С Г г , Р ~ а  Л .  n P ~ t r n p + , J  1 —~  2 L 1 2 1 2 J — 2 * 1 2 1 2 J ~

l-{aia2y - T ]ар+7~'р+т +  а\т -  а{+(Г- р+т apf c- p+T -  ару а̂ т арУ ^ р~т]2

(Т+Т Т-<Т „Т~<7„т+<т1 __LLi Un —=  | (aia2)p- T [ a f  +  a?T -  < +ra£ -  u,

=  i (a ia?r -  [ ( a r ff -  а Г " )  ( < +r -  4 +r)] >  0,

так как т > ст. Лемма доказана.

Л ем м а 3.2.2. Дели (с /) -<; (а) и (а )  ф (а), то ( а )  можно получить 
из (а) последовательным применением конечного числа трансфор
маций.

Доказательство. Будем сразу считать, что

а г > а 2 > . . .  > а п

<*1 >  оу > - • • > а п.

Обозначим через A (a ,a  ) - количество ненулевых разностей ar — а г, 
то есть

А (о ',а  ) — а г ~ аг.

По условию, A (a ,a  ) > 1.
Доказательство будем проводить с помощью математической ин

дукции по Д. Пусть сначала А ( а , а )  — 1, тогда, по определению 
отношения мажоризации,

E ( a r - a y )  =  0, (3.2.1)
Г—1

и равенство А — 1 невозможно. Пусть теперь Д =  2.
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Из условия (3.2.1) следует, что одна разность будет строго больше 
нуля, а вторая - меньше нуля. Таким образом, Эк : ak > а к и 31 : 
ai < a'i, по определению мажоризации должно быть к < I. Введем в 
рассмотрение следующие числа:

а к =  р +  т, a t ~  р ~  т,

как в лемме 3.2.1, положим

сг =  шах (|а* -  р|, |Q; -  р|) ,

т =  ; т >  0, так как а к >  a k > а\ >  ai (эти неравенства верны,
так как последовательности убывающие). Нужно проверить, что

а к +  сщ
т <  р = ----    <=> а к —  ai <  а к +  ai <̂> а; > 0.

Это неравенство выполняется, так как a t - неотрицательные числа, 
а равенство будет, если а/ =  0. Можно проверить, что а < т, то есть 
0 < а < т < р. Могут представиться только следующие два случая: 
либо а'[ — р =  — сг, либо а'к — р =  а. Для каждого из этих случаев будут 
выполняться требования определения трансформации, например:

°4 =  р -
а'[=  р + а ,
а т =  a r Vr ф к, г ф 1\

и (а )  получается из (а) с помощью трансформации. Таким образом, 
лемма доказана.

В предыдущем пункте была доказана необходимость теоремы Мюр- 
хеда, теперь мы можем доказать достаточность.

Доказательство достаточности теоремы Мюрхеда [4].
Пусть (» )-< ; (си), нам нужно показать, что [а ](а) < [а](а). Так как

(а )  -< (а), то (а )  получается из (а) последовательным применением 
конечного числа трансформаций (см. лемму 3.2.2). По лемме 3.2.1 
получаем, что [о, ](а) < [а](а), V(a) >  0.

Доказательство закончено.
Посмотрим, как теорема Мюрхеда (см. предыдущий пункт) при

меняется на практике для доказательства различных числовых нера
венств.
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а4 +  64 +  с4 > а2 Ь с +  Ь2 а с +  с2 а Ь.

Решение. Очевидно, что правая часть данного неравенства является 
симметричным средним, построенным по набору чисел (4,0,0), а левая 
часть - по набору (2,1,1). Для доказательства построим следующую 
мажоризацию:

(4 ,0 ,0 ) -< (3 ,1 ,0) -*< (2,2,0) -< (2,1,1).

Она является верной, так как выполняются все условия определе
ния 3.1.2. Построим по данным наборам симметричные средние, и 
тогда, по теореме Мюрхеда и свойствам неравенств, будет следовать 
истинность исходного неравенства.

Задачи для самостоятельного решения.
(Решения и пояснения смотреть в приложении 2.)
Для произвольных неотрицательных x , y , z  доказать неравенства:
3.2.1 х 3 у3 +  z3 >  Зж у z .
3.2.2 х 3 у3 +  y3 z 3 +  ж3 z 3 > Зж2 у2 z2 .
3.2.3 х 13 +  у 13 +  г 13 > 2ж5 уъ z3 +  2уъ г5 х 3 +  2г5 хь у3 .
3.2.4 х 5 +  уь +  z 5 > х 2 у2 z +  х 2 z 2 у +  у2 z 2 х .

3.3. Мажорирование и преобразование 
бистохастическими матрицами

Определение 3.3.1. Матрица Р  =  (р v̂) размера п х п называется 
бистохастической, если она удовлетворяет трем условиям:

1) Р̂  > о,
2 )  b F  =  1 ,

^=1

3) Е p,w =  1 .
1/=1

П ример 3.3.1. Р  =  Id-

П рим ер 3.3.2. Р  — Т, где Т - произвольная трансформация (см. 
предыдущий параграф).

Пример 3.2.1. Доказать неравенство Vа, Ь, с
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Запишем матрицу трансформации. Пусть а =  Ра, тогда

a,i -  Р» 1а 1 +  Pv2а 2 + ----1- Pima n, Р =  1 , Щ

с другой стороны, по определению трансформации,

; т  +  а т — о
«* =  /> +  *  =  - 2 Г а ь +  ^ Г ° “ '

, т — а т +  а
^  =  P -<T =  — a k +  — a h

а г — аг, г ф к, г ф I.

Здесь р =  9кгф9 1 , т =  9 k2 ai, & € [0,т). Таким образом, матрица транс
формации устроена так:

/ 1 0 0 • • 0 0
0

0 T-ftr
2т 0 • • 0 г—а 

2т 0

0 Т—«7
2т 0 • • 0 1+£

2т 0
0 0 0 • • 0 0 1

и она является бистохастической.

Т еорем а 3.3.1. Пусть нам даны наборы неотрицательных чисел (а) 
и (а  ). Тогда

(а ) -< (а) 3Р  : а  =  Ра,

где Р - бистохастическая матрица.

Доказательство. Необходимость. Пусть (а ) -< (а), тогда, по лем
ме 3.2.2, получаем, что а  =  Т\ T i . . .  Tk а, где Т\ ■ ■ - T\t - композиция 
трансформаций, Т,- - бистохастическая матрица, а композиция бисто- 
хастических матриц тоже является бистохастической. Таким обра
зом, необходимость доказана.

Достаточность. Пусть а^ =  р/Л01 +  рцссг +  Ь Р>та п, р =  1,п,
тогда



Последнее было получено в силу определения бистохастической мат
рицы. Зафиксируем 1 < т <  п, и пусть к„ =  p\v Н------f  рт „ , v =  1 ,п  -
это сумма первых m элементов п-го столбца. Тогда 0 < < 1 и

П П
Y j K - Y .  (Plu + P 2v 4 f- Pmv) =  т.

V—\

В предположении, что (а) и (а ) не возрастают, получаем:

а г 4 h « ra =

=  (p i l  а  1 +    Ь P in  <*п) +  ■ • ■ +  (pm l a i  +  ' ' ' +  Pmn CCn) =

(Pll T * * ‘ 4~ Pml)^l 4~ * * ' 4~ (p in  4” * ‘ * 4~ Pnui)®-n “
— fci a:i 4 h kn a n.

Так как am > a ,n+1 > . . .  >  an >  0, получаем:

k^ai -| h kna n < кла i +  k2a 2 4------- h (km 4------- 1- kn)am -

П
(так как YL К  — m )

i/=i

— ki aj +  /c2a 2 -I b (m -  fcj —  km_i)am =

= (ai -  c t m ) k \  -f (a2 -  o:ra)fc2 4 h (ara-i -  a m ) k m_i + mam <
< (ai -  am) 4 h (am_i -  a m) +  m am =  ад -| b a m.

Последнее неравенство было получено в силу того, что kv <  1, то есть
мы показали, что од 4 V а'т < ад +  b ат, то есть (а )  -< (а).

Что и требовалось доказать.

3.4. Возрастающие функции сохраняют 
традиционный порядок в суммах

Пусть (а) и (а ) - два набора неотрицательных чисел. Предпо
ложим, что числа в наборах (а) и (а ) убывают. Кроме того задана 
некоторая функция ср : R + —> R.
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р(а\) +  Ъ р(а'п) < р(ах) +  Ь <р(ап)

имеет место для любой непрерывной возрастающей функции р тог
да и только тогда, когда av < av, W  =  I , п.

Доказательство. Необходимость будем доказывать методом от про
тивного. Допустим, что 3 р. : а„ > afl. Возьмем Ъ € (а(п afl) и опреде
лим функцию

О, х < Ь,

Теорема 3.4.1. Неравенство

р*(х) = 5
1 , х > b.

Имеем

Ё  <Р*(а ) = <Р*(а1) + • • • + ¥>’ (Ё ) + <Р*(а'М+1) + • • • + <Р*(а'п) >
i/=l

> р > р -  1 > Y, Ф*(а) =  <̂ *(ai) +  • •' +  Р*{ап),

а это противоречит условию. Функция р* не является непрерывной, 
но для неё легко строится непрерывная аппроксимация. 

Достаточность получается при сложении п неравенств.

3.5. Выпуклые функции сохраняют мажоризацию 
в суммах

Определение 3.5.1. Функция р : R+ —» R называется выпуклой 
вниз, если для любых а\ >  0, аг > 0, и для любого а  € [0, 1] вы
полняется неравенство

р(ааг +  (1 -  а )а2) <  ар(а{) +  (1 -  а)р(а2).

Теорем а 3.5.1. Неравенство

+   ̂ < р(а}) + ----- 1- р(ап)

имеет место для любой непрерывной выпуклой вниз функции 

р : R+ —> R (а ) -< (а).
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Доказательство. Необходимость. Возьмем ip(x) =  х, тогда 

+  • • • +  an < ai +  • • • +  ап.

Возьмем tp(x) =  —ж, тогда

~ ai   ап < -a i    ап,

то есть I /
O'l +  - ' • +  CLn >  d\ +  ‘ • ' +  On-

Таким образом, мы получаем, что а\ +  • • • +  ап =  ai +  • • • +  ап.
После этого зафиксируем 1 < v < п и положим

ф )  =  {  0, ж < а„;
{ ж -  а„, ж > av.

Имеем <р(ж) > 0 , и р(х)  >  ж — а,,, ж > 0, 
функция ip(x) непрерывна и выпукла.
Так как, по определению,

<P(a'v) > al ~

и > 0, то

ai Л Yav - v a v < ф \ )  -\ b <р(а„) 4 I- ф ' п) <
< <р{а\) 4- • • • 4- Iр(ап) — а\ +  ■■■ +  а„ — и а„,

то есть, мы получили, что

flj 4~ • • • 4- av <  Q-i +  • • • +  а,,.

Таким образом, (а ) -< (а).
Достаточность. Пусть (а ) -< (а), тогда для некоторой бистохасти- 

ческой матрицы Р. а — Ра,  то есть

^ц 4“ ‘ * 4" Р^п^пч

где р/и, > 0. Ер,ш =  1 , =  1 -
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В силу выпуклости функции <р получим
те

¥>(%) < Е р?Ма»))-
v-\

Откуда следует
те те П
Е <р(%) < Е Е p»Mav) = EEtvpK) =
/1=1 /i= l i/=l * М

те
= Е ‘рМ Л р^ = Е р W -

V М ;/=1

Теорема доказана.

С ледствие 3.5.1. Неравенство (р[аг)-\ ^  p (ai)H 1~р(ап)
верно для любой непрерывной выпуклой вверх функции

<р : R+ R  4Ф (а ) -< (а).

С ледствие 3.5.2. Пусть tp"{x) > 0 Vs > 0; Р  =  (р^) : Р^ > 0 и  
Р - бистохастическая матрица, а  ̂=  Лр,шаи, тогда £  <р(а ) < £  р(а)> 
если среди (а) и (а ) есть неравные числа.

Приложение 1 
Неравенства между средними

1.3.1. 4) Перенести правую часть неравенства в левую и получив
шуюся разность разложить на множители.

1.3.2. Конечно, эти неравенства несложно доказать непосредствен
но. Но стоит отметить, что они следуют из теоремы 1.5.1.

1.3.3. 1) Применить формулу бинома Ньютона.
2) Перенести правую часть неравенства в левую и получившуюся 

разность разложить на множители.
3) Метод математической индукции.
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1.3.5. 4) Для доказательства данного неравенства достаточно при
менить теорему 1.3.1 к числам jj:

1.3.6.
2) Разделим обе части неравенства на 3 и применим теорему 1.3.1 

к числам а3, Ь3, с3.
3) К каждому из двух множителей левой части применим теорему

1.3.1 и перемножим получившиеся неравенства.
5) Подобрать замены переменных и свести к 1.3.6.1).
1.3.7.
1) Приводится к виду

2) Для п =  3 неравенство справедливо. Затем сравнить отношения 
вида х п+\/хп для левой и правой частей неравенства.

1) Слагаемые в левой части неравенства монотонно убывают.
2) Бином Ньютона.
3) Метод математической индукции.
4) Выражение

Используя теорему 1.3.1 и формулу суммы арифметической про
грессии:

1.3.8.

разложить по формуле бинома Ньютона.
1.3.9. 3)

получим
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Левую часть неравенства можно доказать методом математической 
индукции. Предположим, что п\ >  п7‘/2 доказано. Докажем, что

(п +  1 )! >  (п +  1 ) (п+1)/2.

Для этого достаточно доказать, что

(п +  1 ) - пп/2 > ( п  +  1 )("+1)/2.

Последнее неравенство эквивалентными преобразованиями приво
дится к виду

справедливость которого очевидна.
1.3.10,11. Использовать соотношения между средними, полученные 

в основном тексте пособия.
1.3.12. Перемножить очевидные неравенства

1.3.13, 14, 15. Использовать соотношения между средними, полу
ченные в основном тексте пособия.

Приложение 2 
Отношение мажорирования
з.2.1. Построим следующую мажоризацию: (3,0,0) -< (2, 1 ,0) -< (1,1,1)
и, используя теорему Мюрхеда, получим исходное неравенство.

3.2.2. Для доказательства нужно использовать следующую мажо
ризацию: (3,3,0) -< (3 ,2 ,1) -< (2,2,2).

3.2.3. Для доказательства нужно использовать следующую мажо
ризацию: (13,0,0) -< (8,5,0) -< (5,5,3).

3.2.4. Для доказательства нужно использовать следующую мажо
ризацию: (5,0,0) -< (3,2,0) -< (2,2,1).

1 +  ак > 2 -у/а*, к — 1 , 2 , . .  .п.
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Приложение 3 
Неравенство Карлемана
В этом приложении приводятся пояснения к решениям задач из п. 2.4.

Для доказательства сходимости предложенных рядов достаточно 
применить лемму 2.1.1  к рядам с указанными ниже общими членами, 
откуда по признаку сравнения и будет следовать сходимость.

2.4.1

где к > 1 .
2.4.2

2.4.3

2.4.4

2.4.5

2.4.6

2.4.7

1
—  Г

п\

ап = е ~ ^ .

сьп —
" п ( п +  1 )

2 п -  1
On 

1

(2n -  I )2"'
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Приложение 4 
Образец титульного листа 
дипломной работы

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАН И Я РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 
САМАРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫ Й УНИВЕРСИТЕТ 

МЕХАНИКО-М АТЕМ АТИ ЧЕСКИ Й ФАКУЛЬТЕТ

Кафедра функционального анализа и теории функции

Дипломная работа

Студентки 5-го курса дневного отделения 
Матвеевой Анастасии Викторовны

М аж орирование Rn в доказател ьствах  аналитических
неравенств

Допускается к защите Научный руководитель
' _______” _______________________2001г. канд. физ.-мат. наук, доц.
Зав. кафедрой С.Я.Новиков

Оценка___________________________
Председатель Г  АК

”____ ”_________________ 2001г.

Самара, 2001 год
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