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П Р Е Д И С Л О В И Й

Основным принципом проектирования систем является 
принцип оптимальности. Оптимизировать радиотехническую си
стему (РТС) значит выбрать наилучшую. Стремление к наилуч
шему лежит в самой природе человека, являющегося прирож
денным «оптимизатором». И в обыденной жизни, и в технике 
человек постоянно целенаправленно или подсознательно прини
мает оптимальные решения: перейти площадь по кратчайшему 
пути (об этом свидетельствуют вытоптанные повсюду газоны, 
несмотря на запрещающие и угрожающие штрафом надписи), 
как можно удобнее приобрести билеты в кинотеатр («Товарищ 
кассир, серединку, пожалуйста...»), изготовить дополнительный 
усилитель к «вертушке» с минимальными частотными искаже
ниями и т. п. В технике для принятия оптимального решения 
необходимо тщательно и всесторонне изучить задачу, описать 
ее математически, выбрать критерий оптимизации, сформулиро
вать целевую функцию, ограничения и провести поиск опти
мальной системы (синтез РТС) с применением математических 
количественных методов оптимизации.

С повышением требований к помехоустойчивости РТС, точ
ности и надежности радиоэлектронной аппаратуры, ужесточе
нием экономических требований наряду с графоаналитическими 
методами нахождения экстремума все шире используются такие 
методы оптимизации, как линейное, нелинейное и динамическое 
программирование, методы векторного синтеза и др. /1,2/. 
Однако в учебном пособии основное внимание уделяется не м а
тематическому аппарату, а вопросам постановки задач синтеза 
РТС, методам формирования математических моделей систем, 
трансформации словесной формулировки задачи проектирова
ния в математическую. Именно в этом, а не в технике матема
тического решения заключены наибольшие трудности ннженера- 
проектировщика /3/. Наконец, для математического решения 
задачи всегда можно привлечь соответствующих специалистов,



математическая ж е формулировка задачи под силу лишь спё- 
циалисту-радиоинженеру, хорошо разбирающемуся во всех тон
костях функционирования проектируемой РТС. Поэтому исполь
зуемый в пособии математический аппарат не выходит за пре
делы втузовского математического курса и в необходимых 
случаях разъясняется. В пособии подробно раскрываются основ
ные этапы проектирования РТС, начиная со словесной форму
лировки задачи, кончая принятием оптимального решения.

Для самостоятельной проработки и лучшего усвоения мате
риала в каждом разделе приводятся задачи по оптимизации 
РТС различного назначения. В конце пособия наиболее харак
терные задачи снабжены ответами и указаниями но их решению.



1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ  
ПО ОПТИМ ИЗАЦИИ РАДИОСИСТЕМ

Для того, чтобы лучше понять сущность оптимизации 
РТС, в настоящем разделе приводятся примеры задач, в кото
рых требуется найти тот или иной параметр (те или иные пара
метры Xi, х2, ..., хп) , обеспечивающий экстремум — минимум или 
максимум некоторого показателя качества системы (показате
лей г/ь г/2, ■■■■,Уп) • Параметры х— (хх...хп) описывают РТС с точки 
зрения разработчика, проектировщика системы и называются 
внутренними. Показатели у =  (у\...ут) описывают РТС сточки 
зрения заказчика или потребителя системы и называются 
внешними параметрами. Так, для РТС передачи информации 
внешними параметрами могут быть дальность связи, точность 
воспроизведения сообщений, экономические затраты и др. Внут
ренними параметрами будут: вид модуляции, способ уплотнения 
каналов, частота несущей, мощность передатчика. Для радио
локационной станции — дальность обнаружения, разрешающая 
способность, надежность (внешние параметры) и частота несу
щей, мощность передатчика, длительность и период повторения 
зондирующего импульса (внутренние параметры). Вариацией 
внутренних параметров разработчик добивается определенных, 
требуемых внешних показателей качества РТС.

Внешние параметры радиоснстемы образуют критерий опти
мизации W — W (у) =  W (у 1 ... у,п) в некоторых источниках 
можно встретить другие названия — критерий качества, или 
критерий эффективности). Критерий W в общем случае являет
ся вектором. Некоторые авторы, чтобы подчеркнуть векторный 
характер критерия, вводят понятие «многокритериалыюсти», 
что представляется не совсем удачным, ибо понятие вектора 
уже предполагает многокомпонентность.

Внешние и внутренние параметры РТС связаны, уравненияг 
ми связи F  {х, у) :
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//1 =  f  1 M  =  f \(*l ... *„)
У 2 — /з(^) =  /2^1 ...Л'п)

J/m — f m { x )  — fnt{X[ ■■■ Хп)

Уравнения связи представляют собой совокупность матема
тических соотношений, связывающих внешние параметры каче
ства РТС с внутренними, отображают техническое (функцио
нальное, алгоритмическое) построение системы, и поэтому яв
ляются математической м оделью  РТС. Уравнения показывают, 
за счет каких параметров и в какой степени можно достичь оп
ределенного качества системы. Используя уравнения связи, 
в некоторых случаях критерий W можно выразить через опти
мизируемые внутренние параметры. Критерий, представленный 
как функция оптимизируемых параметров, называется целевой  
функцией W =  F [х\ .. .хп) .

Таким образом, целью оптимизации радиосистемы является 
нахождение совокупности внутренних параметров Xq=  {хи ...хПо), 
обеспечивающих наибольшее (наименьшее) значение целевой 
функции W =  F  (х) пли вектора внешних параметров 
У — (У\...у,п) => extr. В первом случае при расчете m in(m ax)F(x)  
используются математические методы скалярной оптимизации, 
так как функция F (х) является скалярной. Для нахождения 
экстремума вектора внешних параметров W = W (y )  необходимо 
привлекать методы векторной оптимизации.

Рассмотрим несколько примеров оптимизационных задач: 
постараемся понять физическую сущность оптимизации, рас
кроем методологию математической постановки задач синтеза 
и покажем, какие математические методы решения можно ис
пользовать для количественной оценки параметров РТС. Чис
ленных решений проводить не будем, хотя каждый из приве
денных примеров имеет большое самостоятельное практическое 
значение.

П р и м е р  1. Выбрать полосу пропускания усилителя про
межуточной частоты УПЧ, обеспечивающего максимальное от
ношение сигнала к шуму.

Физическую сущность оптимума в данном примере наглядно 
иллюстрирует рис. 1.1, на котором показаны спектр полезного 
сигнала S, шума N и идеальная прямоугольная амплитудно- 
частотная характеристика УПЧ(АЧХ) с полосой пропуска
ния Л/7. Очевидно, что существует оптимальное значение по
лосы A F0, при котором отношение эффективных значений сигна
ла Uc и шума Um на выходе УПЧ максимально: при большей 
ширине полосы ^ F 2 > & F 0 эффективное значение сигнала на 
выходе УПЧ увеличится, но ненамного. Более значительно, как 
это видно из* рис. 1.1, возрастет эффективное значение шума 
б



(приращение площади спектра шума N больше, чем для сигна
ла S ) , и отношение сигнала к шуму упадет. Наоборот, если 
сузить полосу УПЧ до значения Д F\ <  Д F0, напряжение шума 
на выходе УПЧ снизится, но более существенно уменьшится 
значение сигнала, и отношение сигнала к шуму также упадет. 
Для того, чтобы количественно найти наилучшее значение по
лосы Д Д ), необходимо выразить критерий оптимизации, в дан
ном случае отношение эффективных значений сигнала и шума 
W =  Uc /£/„,, через полосу пропускания УПЧ Д F: W =  V J V  ш — 
~  W (A F ) .  В соответствии с примятой в начале раздела терми
нологией полоса УПЧ является внутренним параметром x =  AF,  
а отношение сигнала к шуму — внешним у =  U J U ш. Задача 
оптимизации математически сводится к отысканию х0 =  A F 0, 
при котором обеспечивается max W =  у =  Uc/U lu=  у ( х ) . Урав
нение связи у (х) ■= U J  Um(A F) обсуждается в теории оптималь
ного приема сигналов /4/, а максимум целевой функции одного 
параметра, в данном случае скалярной функции одного пара
метра, легко находится из условия дифференцирования dy/dx =  0.

П р и м е р  2. Построить наиболее экономичный резервиро
ванный УПЧ, обеспечивающий заданное отношение сигнала 
к шуму.

В соответствии со словесной формулировкой внутренним 
(оптимизируемым) параметром РТС является кратность резер
вирования х =  п, внешним — затраты на УПЧ z/ =  С2 = С П+ С Э, 
где С п и С э — затраты на изготовление и эксплуатацию УПЧ 
(рис. 1.2). При увеличении кратности резервирования (числа 
резервных блоков) затраты на изготовление растут линейно: 
С п — а\ +  а2 п, а затраты на эксплуатацию снижаются: 
С э =  а3 +  а4 / п, где а { ...а^ — коэффициенты пропорциональ
ности. Очевидно, что существует оптимальное значение х0 — по,
при котором обеспечивается min C s =  ai +  а3 +  а 2п -f , или
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rriin у =  а\ +  а3 +  ci2x +  — . Из условия dy I dx =  a,2 — ~  =  0
X X.-1

находим х0 =  n0 =  У  a 4/a 2 .
П р и м е р '  3. Найти оптимальные значения длительности т 

и периода повторения Т зондирующего импульса радиолокаци
онной станции РЛС.

Из принципа работы радиолокационных систем известно, 
что при сокращении длительности зондирующего импульса 
уменьшается так называемая «мёртвая зона» локатора 
&R =  c т/ 2  (минимальное расстояние, которое может быть из
мерено, с— скорость распространения радиоволн), но снижается 
помехоустойчивость вследствие требующегося расширения поло
сы пропускания приемника РЛС  A F  =  1/т (рис. 1.3). Так же 
противоречив выбор периода повторения зондирующего импуль
са Т : при его увеличении растёт дальность однозначного изме
рения R 0SlH — с Т / 2, но одновременно возрастает динамическая 
погрешность измерения дальности lS .R =  Vr T /k ,  где V, -— ра
диальная скорость цели, к — коэффициент усиления системы 
автосопровождеиия цели /5/. В рассмотренном примере два 
внутренних Х\ =  т, х2 =  Т и четыре внешних у у =  6R, у2 — А /\
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уъ =  k om , у\ =  AR  параметра, следовательно, математически 
задача оптимизации сводится к отысканию экстремума вектор
ной функции у =  W(yi...y^)  векторного аргумента х =  (х\, xQ). 
Решение подобной векторной задачи получить простыми спосо
бами не удается: при формировании целевой функции необхо
димо учитывать разную размерность внешних параметров, часть 
которых следует увеличить, другую часть — уменьшить. Методы 
решения векторных задач и способы формирования целевой 
функции рассматриваются в последующих разделах.

Таким образом, в радиотехнике существует большое разно
образие задач синтеза РТС, математически сводящихся к реше
нию задач векторной и скалярной оптимизации. При постановке 
задачи синтеза необходимо разобраться в большом многообра
зии параметров, характеризующих радиосистему, выделить кри
терий и произвести математическую запись задачи.

В следующих задачах попробуйте самостоятельно, выделить 
внешние и внутренние параметры РТС, объясните физическую 
сущность экстремума и запишите математически в общем виде 
задачу отыскания оптимальных параметров РТС.

З а д а ч а  1. При выбранном типе транзистора найти 
коэффициент передачи трансформаторного усилительного кас
када с общим эмиттером, обеспечивающий максимальный коэф
фициент усиления по напряжению.

З а д а ч а  2. Распределить суммарную погрешность б3 м еж 
ду последовательно соединенными элементами радиотехниче
ской системы передачи информации таким образом, чтобы сум
марная стоимость системы была минимальна.

З а д а ч а  3. Вероятность поражения цели зенитным управ
ляемым снарядом Р т р определяется величиной промаха, «га
рантированного» системой радиоуправления (СУ) и эффектив
ностью боевого заряда (Б З ) .  При известном ограничении на 
стоимость снаряда в целом С0 найти допустимые значения 
затрат на СУ и БЗ, при которых обеспечивается максимальное 
поражение цели.

З а д а ч а  4. Назовите основной принцип проектирова
ния Р Т С .

З а д а ч а  5. При решении примера 2 получен дробный ре
зультат, например, /го =  2,3. Каков будет окончательный ответ 
в задаче?

2. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ П РОЕКТИ РО ВАН И Я  
ОПТИМАЛЬНОЙ РТС

Проектирование РТС любого назначения включает 
постановку задачи и ее решение. На основе рассмотренной в пре-
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дыдущем разделе последовательности решаемых при синтезе 
системы задач, представим методику оптимального проектиро
вания РТС в виде структурной схемы (рис. 2.1).

Первоначально задача проектирования формулируется «на 
словах» (блок 1). Словесная формулировка представляет собой 
техническое задание на проектирование и отражает состояние 
вопроса, наши знания и опыт в рассматриваемой области. Сле
дующий этап — математическая формулировка задачи опти
мального проектирования (блоки 2— 6). Цель этого этапа — 
перевести задачу синтеза РТС на язык «иксов» и «игреков». 
Выделим следующие характерные моменты данного этапа:

анализ задания и математическое описание системы 
(блок 2). В результате анализа выделяются внешние у =  {у\...ут) 
и внутренние х =  {Х[...хп) параметры, а также ограничения па 
них: Ф (/ и Ф* соответственно. Ограничения определяют область 
изменения параметров и назначаются по физическому смыслу 
(ограничения неотрицательности), техническому заданию, а так
же исходя из анализа взаимосвязи между параметрами или по 
влиянию на РТС более высокой ступени иерархии, в которую 
входит проектируемая система. Совокупность ограничений Фу, 
Ф* представляет собой систему функциональных зависимостей, 
представленных в виде равенств п (или) неравенству__

ф/ (У\ -Ут ) < 0 ,  / =  1,/, <р;Ц,...Хя) < 0 ,  / =  1,/.
Если ограничения представлены нематематическими усло

виями, касающимися элементной базы проектируемой системы 
или условий эксплуатации, их желательно преобразовать в ма
тематические ограничения типа равенств или неравенств. Н а
пример, если радиопередатчик требуется выполнить на транзис
торах, можно задать его мощность Р прд в виде неравенства

Р  прд ^  Р о  >   о
выбор критерия W =  W ( y i ... ут) , представляющего собой 

в общем случае векторную функцию внешних разноразмерных 
параметров (блок 4 ) ;

определение уравнений связи между внешними и внутрен
ними параметрами г/г =  f t- (х\... хп),  i =  1, т (блок 3 ) ;

математическая запись задачи векторной (блок 5) или ска
лярной (блок 6) оптимизации. Задача векторного синтеза запи
сывается в виде задачи отыскания экстремума векторной функ
ции W при функциональных ограничениях на внешние пара
метры (блок 5):

(найти уо— (//i0 ...ут0), обеспечивающий exlr W =  W {у{...ут)
\ при ф/ {У\.-.ут) < 0 , 7 =  1,/ (2.1)

При записи скалярной задачи синтеза критерий оптимизации 
с помощью уравнений связи преобразуется в функцию оптими
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зируемых параметров— целевую функцию W {х i . . .хп) (блок 6/1). 
Также с помощью уравнений связи можно преобразовать огра
ничения на внешние параметры через внутренние (блок 6/2) и 
произвести математическую запись задачи синтеза (блок 6/3) 
как задачи нахождения экстремума скалярной функции многих 
переменных W при функциональных ограничениях на эти пере
менные:

Число ограничений /, / в задачах (2.1), (2.2) не связано с 
числом внутренних п или внешних, т  параметров. Эти ограни
чения определяют область допустимых систем, из которых по 
extr W необходимо выбрать одну оптимальную РТС.

Заключительным этапом проектирования является решение 
сформулированной задачи (2.1) или (2.2) известными методами 
векторной (блок 7) или скалярной (блок 8) оптимизации соот
ветственно. При решении скалярной задачи удается получить 
одну единственную РТС с оптимальными внутренними пара
метрами х0 =  ( х и ... хПо) , обеспечивающими максимум или ми
нимум целевой функции. При решении векторной задачи исполь
зуется так называемый безусловный критерий предпочтения 
(БКП) /2/, однако результат решения по БКП не является одно
значным, в общем случае находится некоторое множество нехуд
ших систем М 1[С (у ) . Поэтому для выбора единственной опти
мальной РТС необходимо использовать условный критерий п р ед 
почтения (УКП) (блок 7).

Известные методы УКП можно разделить на два вида — 
методы решения векторной задачи синтеза в области внешних 
параметров и методы сведения векторной задачи к скалярной 
путем использования одной из форм целевой функции с после
дующим решением задачи в области внутренних параметров. 
В первом случае УКП представляется через нормированные 
внешние параметры, а искомый вектор у0 определяется сравни
тельным анализом скалярных величин. На рис. 2.1 эта разно
видность УКП показана справа от блока «УКП». Во втором 
случае используются определенные формы целевой функции, 
которая представляет основу формулировки скалярной оптими
зационной задачи (см. связь блоков 7 и 6/1 на рис. 2.1).

Оба вида УКП позволяют найти одну оптимальную РТС и 
подробно рассматриваются в последующих разделах: первый 
вид УКП — в разделе методов векторного синтеза, второй — при 
рассмотрении форм целевой функции в разделе методов ска
лярной оптимизации.

найти х0=  { х и ...хПо),-
обеспечивающий min (max) W =  F  (x\... xn)

(2 .2 )



Г1 р и м е р. Найти мощность передатчика Р прд и пороговую 
мощность приемника Р пор (чувствительность) радиолокатора, 
обеспечивающих заданную максимальную дальность’ действия 
f tmax при минимальных затратах на приемную и передающую 
части РЛС.

Заданную дальность действия радиолокатора можно обеспе
чить либо увеличением мощности передатчика, либо повышением 
чувствительности приёмника. В первом случае увеличатся з а 
траты на передатчик, но снизятся расходы на приёмник, во вто
ром случае повысятся затраты на приёмную часть, но умень
шатся расходы на передающую часть. Очевидно, что сущест
вуют некоторые оптимальные значения Р Прдор,. , ^гкр opt . при 
которых суммарные затраты минимальны.

В соответствии со словесной формулировкой внешними пара
метрами задачи являются суммарные затраты и дальность 
действия PJIC : у\ =  С =  С пр +  С грд , у2 =  ft. Ограничения 
на внешние параметры формулируются по физическому смыслу 
{у у > 0 ) ,  и в  соответствии с заданием: у2 >  -ft max •

Внутренними параметрами являются мощность передатчика 
и чувствительность приемника: Х\ =  Р прд , х2 — Р пор . По физи
ческому смыслу xi >  0, х2 >  0 .

Критерий оптимизации является вектором: W = W ( y i , y 2). 
Но в задаче требуется минимизировать один внешний параметр 
У\ =  С, а на другой наложено ограничение по условию, поэтому 
целевую функцию удобно сформулировать по простейшей фор
ме: минимизировать затраты при ограничении на дальность 
действия, т. е. обеспечить min W =  min у\ =  С пр 4- С прд .при
У'2 ~  f t  f t  max •

Уравнения связи, а их здесь два: у\ =  f [ (х\, х2) и
У2 — [2 (И, х2) — находятся следующим образом. Первое — тех
нико-экономическая зависимость затрат на РЛ С  от мощности 
передатчика н чувствительности приемника — методом 
интерполяции искомой зависимости но опорным точкам
Спрд 1 (ftnpal)j •••) С|,рд к (Рпрд к)» С Пр] (ft nopl )i •••> Сцрк (ft нор к)
(рис. 2 .2). Последние могут быть получены в результате ана
лиза известных схем приемников и передатчиков, например, 
методом калькуляции. Искомые зависимости имеют вид прямой 
линии и гиперболы: Спрд=  а { -f а 2  Р прд , С пр =  а3/Рпор, т. е. 
//i =  С пр1 +  С„р =  «1 +  а 2 Х\ +  а  з/х,2, что справедливо при
■ftпрд Р п р д  0 > Р п о р  Р  пор 0 > И ЛИ  Х [  Р п р д  0 > *^2 Р п о р  0*
Коэффициенты а ь а,2, а3 определяются методом наименьших 
квадратов /6/.

Второе уравнение ft =  f2 ( P )ipv Р пор) представляет собой

основное уравнение радиол!
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Р и с. 2.2

•i / Р -----------
•— «4 1 / £д пли у2 =  а 4 у  Х\ I х,2,

\/ п̂ор
рде G — коэффициент направленного действия антенно-фидер

ного тракта РЛС, 
л — длина волны, 

сгц — эффективная поверхность рассеяния цели.
Преобразуем целевую функцию min у { и ограничение на дру

гой внешний параметр у а >  R ях через внутренние с помощью 
уравнений связи: min W=a.i +  а2хл -\- a j x 2 при а А у' x J x 2>-R mvx . 
Из всей совокупности ограничений па внутренние параметры 
(xi >  0, х2 >  О, Х\ >  Р гряо, л'2> Р .  о) о) выберем наиболее ж ест
кие: Х\ > Р П;Д0, >  Р пор о > тогда задача оптимизации фор
мулируется в виде (2.2), причем п =  2, i — 1,3:

( найти хо =  (х\0, х2 о ),  обеспечивающие 
I min W =  а.\ -f а2 Ху -I- а3 / х2

| при! * , / * , < 0 ,
| ' Р npj о а ! 0, Ppoj) о х2 Д 0 .

Решить полученную задачу можно различными математи
ческими методами скалярной оптимизации. Так как п — 2, наи
более нагляден графоаналитический метод (рис. 2.3). Область 
допустимых параметров (систем) М с на плоскости Х\ — х2 
представляет собой пересечение трех полуплоскостей, заданных 
тремя линейными ограничениями типа неравенств. На рис. 2.3 
эта область выделена штриховкой. Уравнение W — a x -\-а2Х\ -\-аг/х2 
представляет собой семейство гипербол, в котором пара
метром является значение W. Действительно, преобразуем целе

вую функцию к каноническому виду: ( > L =  ~ а г •
И



w- -; 0. При увеличении W верти-Асимптоты гиперболы: ^

кальная асимптота и ветви гиперболы (последние расположены 
во 2-м и 4-м квадрантах, образованных асимптотами гиперболы, 
так как правая часть канонического уравнения отрицательная) 
перемещаются вправо, и первая же точка касания гиперболы 
области допустимых систем даст искомые значения 

x.q =  (#i0, Ха0)- Поскольку оптимальное значение Р Л С  находит-
/Л

ся на прямой х\ =  ■■ х2, преобразуем целевую функцию:
n't
Д  т а .

аг*

Хп -)- -В -  и 
Х2 условия d W / dx2 =  а2

R

Итак

0 находим х <1 о ■=
R\

JR.
а2 т о г д а  х\ о

Р , Рд opt

А Гm ax .  /
a j  V  а2

«з

Р
П0Р opt 2 V - *
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З а д а ч а  б. Сформулируйте задачу 2 математически.
З а д а ч а  7. Сформулируйте задачу 3 математически.
З а д а ч а  8. В примере 3 первого раздела в качестве 

целевой функции W для определения оптимального значения 
длительности зондирующего импульса РЛ С  т используется так 
называемая «весовая» функция W =  |Л б R +  (V  A F, в которой 
|3|, 1/м и |32, 1 /Гц — весовые коэффициенты, выравнивающие 
размерность и показывающие степень важности, значимости 
соответствующего параметра, причем |3i +  (52 =  1 (см. рис. 1.3). 
Запишите задачу отыскания оптимального значения то-

3. ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАДАЧ  
ВЕКТОРНОГО СИНТЕЗА  
И МЕТОДЫ ИХ Р Е Ш Е Н И Я

3.1.  П Р И Н Ц И П Ы  ВЫБОРА КРИ ТЕРИ Я  ОПТИМ ИЗАЦИИ

Задача выбора критерия (см. рис. 2.1, блок 4) яв
ляется центральной проблемой оптимизации, так как в резуль
тате синтеза РТС является оптимальной в смысле выбранного 
критерия. Если критерий выбран неверно, то никакие изощрен
ные математические методы не помогут получить правильный 
результат. В то же время выбор критерия является наиболее 
трудной задачей. Укажем основные трудности при назначении 
критерия W.

Первая из них — разнообразие учитываемых факторов. 
Действительно, одним из принципов выбора критерия является 
требование учета существенных внешних параметров, опреде
ляющих качество PTC: W =  W (//i ... у т) , где число внешних
параметров т может быть достаточно большим. Так, для РТС 
передачи информации существенными параметрами являются 
точность воспроизведения сообщения па выходе системы, зани
маемая полоса частот, надежность и экономические затраты 
{ т 4),  хотя в зависимости от требований заказчика этот 
список параметров можно продолжить. Для Р Л С  существен
ными параметрами являются дальность действия, точность оп
ределения координат цели (дальности, углов азимута и места), 
сектор обзора (по азимуту и углу места), стоимость Р Л С  
(пг — 7 ) ;  для системы радиоуправления — вероятность пораже
ния цели и экономические затраты ( т  =  2) и т. п. Некоторые 
авторы рассмотренный принцип учёта всех факторов радиоси
стемы называют «проклятием размерности», ибо при большом 
числе т разработчику системы вряд ли удастся получить реше
ние задачи, — слишком велико число учитываемых разнораз
мерных параметров.
1(5



Далее большая роль элементов субъективизма. Критерии 
разнообразны, как разнообразны проектируемые системы, для 
каждой РТС — свой, назначаемый разработчиком. И кто 
не знает: сколько людей — столько и мнений!

И последнее — противоречивость принципов формирования 
критерия. С одной стороны, для большей полноты синтеза ж е 
лательно увеличивать число учитываемых внешних парамет
ров т,  что, однако, может завести разработчика в тупик, т. е. 
привести к невозможности решения задачи и «из-за деревьев 
не увидеть леса». Поэтому критерий должен допускать возмож
ность определения его численного значения и быть достаточно 
простым. Но здесь также существует опасность потери истины, 
а упрощенчество и огрубление ситуации может «выплеснуть 
воду из таза вместе с ребёнком».

О трудностях выбора критерия оптимизации свидетельствуют 
многочисленные примеры из жизни и техники: просмотрев кино
фильм, различные зрители дают ему разные, часто диаметрально 
противоположные оценки; усилительное устройство может обес
печить высокий коэффициент усиления, но не лучше ли повы
сить верхнюю граничную частоту, снизив коэффициент усиле
ния? Поэтому при выборе критерия оптимизации много решает 
опыт и интуиция разработчика. Непременным и порой решаю
щим фактором при формировании критерия является эрудиция 
разработчика системы: необходимо хорошо знать проектируе
мую РТС и использовать определенный опыт, традиции в кон
кретной технической дисциплине: «кибернетика, электрони
ка, . . .— а голова на что?» (А. Райкин).

Таким ^эбразом, критерий оптимизации является вектор- 
функцией W =  W (уу... ут) разноразмерных внешних парамет
ров, часть которых стремятся увеличить, другие — уменьшить, 
и задача оптимизации в общем случае представляет собой 
задачу векторного синтеза:

j найти вектор у0 =  (у1о... уто) , при котором обеспечивается
) extr W =  W (г/i... у т) при ср7 (ух ... ут) < 0 ,  / ' = ! , / .  (3.1)

Ограничения ф/ {у) задачи (3.1) определяют множество до
пустимых систем М с , из которого и необходимо выбрать опти
мальную РТС.

3.2. МЕТОДЫ РЕШ ЕН И Я  ЗАДАЧИ ВЕКТОРНОГО СИНТЕЗА

Решение задачи векторного синтеза (3.1) в области 
внешних параметров (т. с. без преобразования в область х 
внутренних параметров с помощью уравнений связи) осуществ
ляется по критериям безусловного предпочтения.
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Для реализации методов условимся параметры у считать 
стандартными, т. е. неотрицательными и такими, что чем они 
меньше, тем лучше система. Так, вероятность ошибки при пере
даче сообщения Р ош, стоимость С и т. п. являются стандартными, 
а время безотказной работы Т0, вероятность поражения цели Р пор— 
нестандартные параметры. Для приведения к стандартному виду 
используются формулы перевода l /y i  и 1 —  г/ь Являются стан
дартными параметры Яо =  1 /Т0, 1/час — интенсивность отказа 
и Рпр =  1 — Рпор— вероятность промаха.

При стандартных показателях качества у для решения за д а 
чи (3.1) используется векторное неравенство Парето* или 
безусловный критерий предпочтения БКП  /2/: если Wi <  W,2, 
т. е. в случае выполнения неравенства г/г(1) <  ууо  При соблюде
нии хотя бы для одного параметра_yi = k строгого неравенства 
Уи{{)<У к(2\ система с показателем W\ безусловно лучше другой 
системы. В результате использования БКП из исходного мно
жества систем М с находится класс так называемых нехудших 
систем М ис. Таким образом, согласно БКП система называ
ется худшей , если среди остальных —  «нехудших» систем най
дётся хотя бы одна, у которой все показатели качества меньше 
или равны соответствующим показателям данной системы, но 
хотя бы по одному из in параметров соблюдается знак строгого 
неравенства.

Дальнейший анализ, т. е. выбор единственной оптимальной 
системы из множества М нс, предполагает использование услов^ 
ных критериев предпочтения УКП. В данном разделе рассмат
риваются методы УКП, позволяющие найти оптимальное зна
чение уо =  (у1о . . .у п:о) из области допустимых внешних парамет* 
ров по нормированным показателям, без перевода задачи (3.1) 
в область внутренних параметров. Методы УКП, позволяющие 
сформулировать целевую функцию, рассмотрим в следующем 
разделе, так как при этом задача векторного синтеза преоб
разуется в скалярную.

3.3. М ЕТОДЫ  БКП

Известно несколько методов использования БКП, ос
новными из которых являются следующие.

Метод непосредственного последовательного использования  
неравенства W \ X W a ,  который применяется для дискретного 
множества М с.

П р и м е р  1. Найти множество нехудших систем М нс из 
пяти систем М с =  Кп ... S 5}^ представленных на рис. 3.1.

Имея в виду, что при W\ >  W2 система S 2 лучше системы 5 Ь

■ * Парето —  итальянский математик.
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можно заключить, что множество нехудших систем составляют 
системы 5 3 и S 4: M i!C =  (S 3, S 4) .

Действительно, система S.2 лучше системы S if так как оба 
параметра у д 2) и у2{2) для меньше соответствующих парамет
ров //jб) jf у,2([) первой системы. Аналогично система А3 лучше, 
чем S-2- Следовательно, из систем 5 ,  — S 2 — 5 3 лучшей'! 
является 5 3. Далее, система S 4 лучше, чем S 5, так как при ра
венстве !/2 (4) =  y'2 (S) параметр у д А) меньше параметра у д 5). В то 
же время системы S s и 5 4 несравнимы: система S 3 лучше, чем 3’4 
по параметру у и а по параметру у2 лучшей является система S A. 
На рис. 3.1 М гс выделено знаком 0 .

Графический метод, основанный на выделении левой нижней  
границы множества М с (используется при т  =  2) .  При дискрет
ном МДрис. 3.2) выделяются самые левые ( 5 л1) и нижние ( S i )

# ®  £
Р и с. 3.2
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'I очки — системы, и с осями координат строится прямоугольник 
О ABC. Очевидно, что все системы Si вне этого прямоугольника 
хуже, чем и (или) 5 нь Далее для оставшихся внутри прямо^ 
угольника ОАВС  систем выделяются левые и нижние системы 
S л2, 5 н,2, строится прямоугольник ODEF  и т. д. до тех пор, пока 
внутри нового прямоугольника останется не более одной систе
мы (см. S Q на рис. 3.2). Полученная совокупность систем 5 л1, 

5 Л2 —5„1, S„a ... 5 0 и составляет искомое множество нехудших 
систем: М нс= { 5 лЬ 5 Л,2, 5 Н ь 5 н2, 5 0} — выделено знаком 0 .

Для непрерывного М с (рис. 3.3) множество нехудших систем 
составляет часть границы множества М с, заключенной между 
точками Sj, и S„, если эта граница носит монотонный харак
тер (выделено более жирной линией).

£
Р и с. 3.3

Метод рабочих характеристик, основанный на минимизации 
какого-то одного  показателя при фиксированных значениях  
остальных m  — 1 показателей, например,

или

mm у\ 
при у2mill

min у2 
при у х mia

У2  шах

< У  1 < У  1

(3.2)

(3.2)

При m 
чески,

=  2 метод рабочих характеристик реализуется графи- 
причем М нс =  M JC1 Г)МНС ,2, где М нс i — множество не

худших систем, найденное по формуле (3.2), M „cq — множество 
нехудших систем, найденное из условия m in у,2 по (3.2), П— знак 
пересечения множеств.

П р и м е р  2. Найти множество нехудших систем из задан
ного графически множества М с (рис. 3.4) методом рабочих 
характеристик.
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о Hi
Р и с .  3.4

Решение задачи иллюстрируется графически на рис. 3.5. 
На рис. 3.5,а найдено М нс i по формуле (3.2) из условия т'туу. 

для каждого фиксированного значения у,2 (горизонтальные ли
нии у2 =  const) выделяются левые точки из М с, совокупность 
которых и образует М нсь На рис. 3.5,6, аналогично найдено 
Мнса (выделено более жирной линией), а затем найдено и М нс, 
(рис. 3.5,в) как пересечение множеств.

Рассмотренные методы БКП вытекают непосредственно из 
векторного неравенства.

Р и с .  3.5

ЗА. МЕТОДЫ УКГ!

В основе известных методов УКП лежит определенная 
доля субъективизма и произвола, однако использование УКП 
позволяет выбрать одну-единственную систему, оптимальную 
в соответствии с выбранным критерием. Выбор того или иного 
метода УКП определяется назначением, делыо создания систе
мы, а также требованиями заказчика.

Известны следующие методы УКП:
перевод всех показателей качества, кроме одного, в разряд 

ограничений; по существу, оптимальная радиосистема выбира-
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етея по одному параметру, например, но min у х пли min у2 
(для т  — 2);

введение результирующей функции

W v =  F  (у ; ... уп ) =ф- min ,
например весовой: W pi у\ +  ... +  рmUm, где Pi...pOT— весовые 
коэффициенты, выравнивающие размерность и характеризующие 
степень важности показателя качества;

минимаксный метод, согласно которому лучшей считается 
система, имеющая наименьший из наихудших (наибольших) 
нормиров а иных параметров:

max {ki} =  max (— — --------—-----------—— ) =ф- min
i  V //1 п:ах У» max Ут max'

или max ( -Jduni” !ji .. JkiiJiikL.) min
У 1 V i y m i

модифицированный минимаксный метод, считающийся наибо
лее объективным, ибо учитывает возможный разброс внешних 
параметров:

max {/г/} =  max ( . . . . i!™ ~  «"Linki) ^  mi n
I ' У 1 tnax l l i  max Ijm шах

П р и м е р  3. Различные варианты построения системы ра
диоуправления, просчитанные проектировщиком, имеют вероят
ность поражения цели Р пср = 0 ,8 ;  0,9; 0,85; 0,7; 0,8; 0,8; 0,85; 0,85. 
надежность X =  0,5; 0,6; 0,1; 0,5; 0,45; 0,6; 1,0; 0,6- 10~4, 1/час, 
и стоимость С =  3,5; 4,0; 5,0; 3,5; 5.5; 4,0; 8.0; 10 • 103, руб. соот
ветственно. Выбрать оптимальную систему из имеющихся.

По БКП выделим М.!С. Для этого приведем заданные показа
тели к стандартному виду. Из трех показателей нестандартным 
является вероятность поражения цели Р 1:0?. По формуле пере
хода у{* =  1— tyi введем вероятность промаха Р пр ~  1— Р плр = 0 ,2 ;
0,1; 0,15; 0,3; 0,2; 0,2; 0,15; 0,15. Используем БКП  непосред
ственно. По сравнению с системой S x худшими (по всем трем 
показателям) являются системы 5/,, по сравнению с S2 — 
системы S 7 и S R, по сравнению с 5 3 — система S 5. Следова
тельно, М нс =  {S u S2, 5 3} .

Используем все рассмотренные методы УКП: 
но критерию mini/i — Р пр лучшей является система 6У, 

по min у2 — X — система 5 3, по min У г — С — система S \;
по результирующему критерию вида W p — yi>y2-y 2 лучшей 

«является система 5 3 ;
для использования минимаксного метода определим значе

ния нормированных показателей: к { — — , к2~  — и къ~
V\ ШХ Уз max

У; 5
Уз max
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г д е  у l m a x ”  1 (ИСХОДЯ ИЗ физИЧвСКОГО СМЫСЛа),  1/2 щах=  Ю - 4 , 
! /час,  уз max =  Ю ТЬ1С- руб. (из исходных данных). Выбираем 
для каждой системы максимальное из трех нормированных 
значение &maxi =  0,5, k max2 =  0,6, /г.,ах з =  0,5, откуда видно, 
что по min /гтах лучшими являются системы и 5 3 ;

по модифицированному минимаксному критерию учитываем 
минимальные значения г/) т ш= 0, г/гтт =  0,1 • 10~4 1/час, г/3пИп = 
=  3,5 тыс. руб., тогда к' , =  0,4, к'  „ = 0 ,5 ,  к' , =  0,15, и по1 J maxi ’ та  .2 ’ ’ тахЗ ’ ’
min лучшей является система 5 3. Результаты расчетов 
сведены в табл. 3.1.

З а д а ч а  9. Найти множество нехудшпх систем радиоуп
равления, если расчет десяти вариантов построения систем дал 
следующие значения надёжности 1/час и вероятности пора
жения цели Р Ш), ;

Номер
варианта 1 2 3 4 5

% 2-10 -6 ю - 5 5-10 - 6 ю - 4 3-  ю - 4

Р пор 0,8 0,9 0,7 0,95 0,9

Номер
варианта 6 7 8 9 10

% 5-10 - 5 ю - 5 ю - в 2-10 ~ 5 7,5-10—5

Р пор 0,7 0,8 0,85 0,65 0,75

З а д а ч а  10. РЛС  характеризуется тремя показателями 
качества: отношением сигнал / помеха, разрешающей способ
ностью по дальности 6/?, м и затратами, тыс. руб. Выбрать пап- 
лучшую РЛ С  из имеющихся S i . . . S 8, показатели которых при
ведены в табл. 3.2.

T а б л и u а 3.2

Сигнал б R, м
Помеха

1 3,0 100 35
2 3,5 120 20
3 3,0 150 50
4 5,0 110 45
5 4,0 120 15
6 2,0 200 35
7 1,0 100 ' 40
8 4,5 180 20
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З а д а ч а  11. Из множества систем М с , заданных графиче
ски на рис. 3,6, выделить М нс.

Р п с. 3.6

З а д а ч а  12. Радиопередающая связная система самолета 
конструктивно состоит из модулятора М, передатчика П и ан
тенно-фидерной (АФ) системы. Каждый блок может быть вы
полнен в четырех различных вариантах, характеризующихся 
различными весом и стоимостью (табл, 3.3).

Т а б л н и. а 3.3

№ М п АФ
п/и Р, кг I С, руб. Р, кг 1 С, руб. Я, кг 1 С, руб.

I 4,5 800 . 3,0 500 2,5 400
2 3,0 700 2,0 800 2,0 600

3 4,0 800 2,5 600 3,0 500

4 3,5 600 1,5 800 3,5 450

Найти наилучший вариант (варианты) построения самолетной 
радиопередающей системы.

У к а з а н и е .  Задачу решать двумя методами: 1) графиче
ски, изобразив всевозможные варианты построения системы 
в координатах Р — С; 2) непосредственным использованием БКП 
сначала к каждому блоку, а затем к их сочетаниям. Сравнить 
результаты решения.

З а д а ч а  13. Каждый из трех блоков, входящих в состав 
радиоспстемы передачи информации (Д — датчик, Пр — пре
образователь, М — модулятор), характеризуется различным 
временем безотказной работы Г0д =  500; 350; 300, час. Г0пр =  
400, 250, 600, 800, час, Г0ы= 1 0 0 0 ,  1200, 1000, час и соответствую
щей среднеквадратической погрешностью при передаче единицы



информации а д% = 2 , 0 ;  1,0; 2,5; а пр =  1,2; 1,0; 0,5; 1 ,0 % ;
ом = 1 ,5 ;  1,0; 2 ,0 % .

Выбрать наилучшее сочетание указанных блоков, обеспечи
вающее наиболее достоверную и надежную передачу сообщений. 
Дать графическую интерпретацию задачи.

З а д а ч а  14. Для многоканальных РТС передачи информации 
с временным разделением каналов (В Р К )  найти М нс по полосе 
частот А / с, занимаемой сигналом, и требуемой мощности 
сигнала на входе приёмника Р с . Формулы для расчета указан- 
ных параметров сведены в табл. 3.4 /7/.

Т а б л и ц а  3. 4

■Вид
модуляции г/i =  А / с г/г — Р с

Пределы
изменения
индексов

модуляции

АИМ—AM 4  ц N F  с т
N 0 N  F  в 
*2 2 

вых "*ам

т ам =  1

ВИМ — A M  

(ШИМ—A M )

4 [1 N  F c m N 0 N F B ( 1 — m T ) 2 т ,  =  0,5...0,9
1 — т  „ 2 б вЫХ tn„

АИМ—ЧМ 4 р. N F  ст ( 1 +  т  чм) N 0 N F B
п —-2
*3 °вы х шчм

т  чм <  Ю

ВИМ —ЧМ 
(ШИМ—ЧМ)

4  ц  N F cm , - \ о а Г* т чм=  1., 2, 4, 10 
т  Т =  0,5...0,9\ — т х о с 2 ж  2 #м2

3 о вых ^ЧМ

В формулах (см. табл. 3.4) N — число каналов РТС, 
р. =  2,5 ... 5,0 —  коэффициент в формуле Котельникова, F cm — 
максимальная частота в спектре передаваемого сообщения, 
t b— частота среза фильтра приемника, б^ых— точность воспро
изведения сообщения на выходе системы. Записать М нс анали
тически.

У к а з а н и е .  Для упрощения расчетов ввести относитель
ные показатели полосы и мощности сигнала: у 1 о „ н — ~ ~ ~ — —

А /с АИМ-АМ>
Р

У2от— Ъ 2------- И построить ЗавИСИМОСТИ у 10ти {у, 90Т[1 ) для
1 С АИМ-АМ

каждого вида модуляции при изменениях индексов модуляции 
m-z , т чм в указанных пределах. Левая нижняя граница полу
ченного М с и представляет собой М нс .

З а д а ч а  15. Выбрать вид модуляции в цифровых РТС пе-



Ьедачи информаций по полосе частот, занимаемой сигналом, й 
требуемой мощности сигнала на входе приемника.

У к а з а н и е :  при анализе РТС передачи информации рас
смотреть амплитудную (АМн), частотную (ЧМн) и фазовую 
(ФМн) манипуляции ортогональными Ф М н cpt и противополож
ными Ф М нпр сигналами. Как и в предыдущей задаче, при срав
нении ввести относительные значения внешних параметров.

З а д а ч а  16. В задаче 9 определить оптимальную систему 
радиоуправления по модифицированному минимаксному крите
рию, если значение интенсивности отказов лежит в пределах 
X =  10_7...10~4 1/час.

З а д а ч а  17. В задаче 10 использовать различные методы 
УКП и сравнить между собой полученные результаты.

З а д а ч а  18. Найти оптимальное значение длительности 
импульса т РЛС, обеспечивающее наилучшее значение помехо
устойчивости ( т т Д Л = 1 / т )  и разрешающей способности (min 
б/? =  с т/2) по дальности. Для решения использовать весовую ре
зультирующую функцию с изменением весовых коэффициентов 
в пределах 0,1...0,9.

З а д а ч а  19.. Найти оптимальное значение периода повто
рения Т зондирующего сигнала РЛС, обеспечивающее наимень
шую ошибку слежения за целью (min Л R =  Vr T/'k) и наиболь
шую дальность однозначного измерения (m ax jR 0,„ — сТ 1 2), 
приняв в качестве целевой функции весовую, Vrfk — 0,1 м/с, 
размерность «весов» — в единицах СИ. Решить задачу для раз
личных значений весовых коэффициентов, изменяя их через ин
тервал 0,2.

З а д а ч а  20. Найти (выбрать) наилучшую систему само
летного передатчика в задаче 12 минимаксным и модифициро
ванным минимаксным методами.

У к а з а н и е :  при расчете максимально- и минимально воз
можных значений учитывать всевозможные варианты построе
ния системы.

З а д а ч а  21. Решить задачу 13 различными методами УКП 
и проанализировать полученные результаты.

4. МЕТОДЫ СКА ЛЯРН О Й  ОПТИМИЗАЦИИ

4.1. ОСНОВНЫЕ ФОРМЫ Ц ЕЛ ЕВ О Й  Ф УНКЦИИ  /6, 11 — 13/

Для сведения векторной задачи к скалярной исполь
зуется одна из форм целевой функции. Первой, наиболее прос
тейшей формой целевой функции является представление ее 
в виде одного внешнего параметра с переводом остальных внеш-
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них параметров в ограничения типа равенств или неравенств, 
например:

В этой форме за простотой и ясным физическим смыслом 
скрыта значительная доля произвола и субъективизма при раз
делении внешних параметров на главные и второстепенные. 
Большие трудности возникают при назначении ограничений на 
внешние параметры.

Более объективно представление целевой функции в виде 
упорядоченной совокупности целевых функций первой формы 
с приоритетом, например:

Здесь наиболее важным принят параметр у и вторым по в а ж 
ности у2 и т. д. Подобная «ранжировка» внешних параметров 
соответствует нашему ,часто интуитивному процессу принятия 
решений. Так, при покупке телевизора мы, в первую очередь, об
ратим внимание на качество изображения. Затем, из всех при
мерно одинаковых по качеству изображения, выбираем наибо
лее подходящий по цвету передней панели и т. д. К сожалению, 
не всегда можно количественно оценить степень превосходства 
параметров, что превращает процесс отыскания решения в субъ
ективный.

Наиболее приемлемой формой является представление целе
вой функции некоторой результирующей зависимостью. Такая 
форма широко используется, если в качестве обобщающего па
раметра взять экономический: затраты С, экономическую эф
фективность Э или их разность Э— С:

В этом случае субъективизм сводится к нулю, однако для 
практической реализации этой формы необходимо знать техни-

min (max) W — F  (у i)

при

Wl =  F (У1)

W Wl =  F (yt)

Wm =  F (ym)
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ко-экономические зависимости, нахождение которых часто свя
зано с большими трудностями.

Другим способом формирования результирующей целевой 
функции является введение весовых коэффициентов (3/, / =  1 ,т, 
выравнивающих размерность и характеризующих степень в а ж 
ности, значимости данного параметра, например:

extr W =
F — 22 Р' У‘ пли F  — П р/ iji или 

/=1 /-1
П1 * ^

F  =  21 У или F =  П у ' =»- max (m in),
1 / = i  ‘ 1

где 2  Р« — 1- Знак коэффициента определяется тем, в какую
i=i

сторону стремятся изменить показатели. Так, если в последней 
формуле принять |3; =  ± 1 ,  то функция W будет иметь вид 
дроби, в которой в числителе расположатся показатели, кото
рые желательно увеличить, в знаменателе — уменьшить и т. д.

Наибольшей трудностью этой формы является назначение 
«весов», которые находятся методом экспертных оценок /14, 15/. 
По результатам опроса группы экспертов (специально подо
бранных компетентных лиц) осуществляется статистическая об
работка —  нормирование и усреднение оценок и расчет весовых 
коэффициентов. Достоверность оценок достаточно высокая — 
0,9...0,95.

Наконец, в практике проектирования РТС широко исполь
зуются комбинированные формы, когда некоторую часть 
параметров можно представить результирующей функцией или 
расположить «по ранжиру», а остальные т — гпи которые на 
данном этапе развития научной мысли не приводятся к единой 
размерности или не могут быть проранжированы, переводятся 
в разряд ограничений. В результате получаем комбинации 2-й 
или 3-й форм с первой.

Таким образом, использование любой формы целевой функ
ции или их комбинаций преобразует векторную функцию W в 
скалярную W =  F  (у1 ... ут ) . Далее, для формулировки скаляр
ной оптимизационной задачи необходимо выразить функцию 
Р{У\—Ут) и ограничения на внешние параметры ср/ (у\ ...у,п) <  0, 
/ = 1 , /  через внутренние, параметры. Для этого используются 
уравнения связи.

4,2. УР АВ Н ЕН И Я  СВЯЗИ

С помощью уравнений связи осуществляется преоб
разование целевой функции и ограничений на внешние пара
метры через внутренние. Уравнения связи отображают техни
ческое построение РТС, и могут быть найдены в результате ана
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лиза функционирования системы. Очевидно, что такой анализ 
может осуществить квалифицированный специалист, хорошо 
подготовленный в области радиотехники. Для него не составит 
труда установить такие взаимосвязи, как зависимости парамет
ров антенно-фидерного тракта от длины волны, дальности обна
ружения от мощности излучения и параметров зондирующего 
сигнала РЛ С  и т. п.

Если искомые зависимости аналитически не определяются, 
можно использовать метод аппроксимации экспериментальных 
данных, который позволяет установить функциональные зависи
мости между двумя случайными величинами. Для реализации 
метода предварительно находится ряд точек x i — tji, i — 1,/e, 
через которые и требуется некоторым наилучшим образом про
вести искомую кривую у — f (х) (рис. 4.1). Искомые точки 
iji\Xi) могут быть получены либо экспериментально, например, 
путем моделирования поведения РТС на ЭВМ , либо рассчитаны. 
Способ расчета точек г/ДлД широко используется при нахожде
нии технико-экономических зависимостей.

Р и с. 4.1

Конкретная реализация метода аппроксимации эксперимен
тальных данных зависит от критерия, принятого при проведе
нии искомой зависимости у — f  (х) и от вида последней. В част
ности, если искомая зависимость линейна: f (x )  — А хх  Т  А п ,  то

к
при минимизации суммы квадратов отклонений 2  [гц-— ! ( а Д ] 2 —

i= 1
=  min можно найти /6, 16/:

Л, -

А,о =

k Ъ  Xi У;i =с 1
k ]k
2  Vi 2  1=1 i= 1

k 2  х ? -
l

к к
2  x? 2  Vii=i t=i

\2

k k
2  xi 2  xi ini=i i=l

(4.1)
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П р и м е р  1. Найти зависимость стоимости ЭВМ  типа ЕС 
С от ее производительности П по следующим исходным данным 
(табл. 4.1).

'Г а б л и ц а 4.!

Параметры ЭВМ
Тип ЭВМ

ЕС 1020 ЕС 1033 | ЕС 1040 ЕС 1050

Пг, тыс. операц./с 20 100 300 500

С,-, тыс. руб. 313,2 660 1300 1600

Известно, что С =  С0 Пй /17/. Для нахождения искомых ко
эффициентов С0 и а можно  воспользоваться найденными зави
симостями (4.1), если произвести замену переменных: 
Jg С ;  =  lg С о  -t- a lg П/, тогда у, =  lg С/, Л i =  a, xt =  lg Г1/, 
Aq =  lg C 0. Результаты расчетов сведем в табл. 4.2.

Т а б л ц ц а 4.2

/г С/, млн. руб. Д ,  млн. оп./с ■*r =  lg П/ Ui= l g  C i X i 2 X i  [ l i

1 0,3132 0,02 — 1,699 — 0,5042 2,886 0,85

2 0,66 0,1 — 1,0 — 0,1805 1,0 0,1805
3 1,3 0,3 — 0,5229 0,1139 0,2734 — 0,06

4 1,6 0,5 — 0,301 0,2041 0,0906 — 0,06

S — 3,523 — 3,3667 '4,249 0,91

В соответствии с выражениями (4. 1)
, _  4 -0 ,91  — (— 0,3667) (— 3,523)

1 4 • 4,249 — 3,5232 ’ ’

,  4,249 • (— 0,3667) — (— 3,523) -0,91 л 0 . „
2 4 • 4,249 — 3,5232 “  ’ °  '

Переходя кпрежним переменным, получим <2 =  0,5, С0=  10°>343 =  
=  2,2, т. е. С =  2,2 • П0-5. Найденная зависимость представлена 
графиком на рис. 4.2.

Таким образом, в результате использования одной из форм 
целевой функции и уравнений связи задача оптимального про
ектирования РТС (3.1) преобразуется в общем случае в задачу 
нелинейного программирования (Н Л П ), заключающуюся в на
хождении экстремального значения скалярной функции многих 
переменных F  при функциональных ограничениях на эти пере
менные, например:
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найти х0 =  (х1е...хпо), обеспечивающий 

I min (max) W =  F (x\...xn)
{ при cpi (xi . . .xn) <  0, / =  1,/. (4.2)

Если функции n переменных F  и <p,-, i — 1,1 линейны, то
модель (4.2) определяет задачу линейного программирова
ния (ЛП) .

Р и с .  4.2

4.3. ГРАФ О АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ
СКАЛЯРНОЙ О ПТИМ ИЗАЦИИ  /8— 10/

Рассмотрим некоторые методы решения задач, сфор
мулированных по модели (4.2), и позволяющих понять и ос
мыслить сущность скалярной оптимизации: классический  метод 
нахождения безусловного экстремума функции многих перемен
ных, графический  метод отыскания экстремума функции двух 
переменных F (х{ х2) при известных ограничениях фг- (л̂  xq) <  0, 
/ =  1,/ и метод множителей Л агранж а.  В начале каждого пункта 
будем давать методику решения задач (на примерах), а затем 
приводить задания для самостоятельного решения (с ответами 
в конце пособия для более сложных задач). Студентам настоя
тельно рекомендуется самостоятельно попробовать свои силы и 
прорешать предлагаемые задания. Необходимый справочный 
материал можно получить в литературе /18/. Студентам, ж елаю 
щим дополнительно ознакомиться с примерами задач оптими
зации и их решениями, рекомендуются задачники /19,20/.



4.3.1. Классические задачи  на безусловный экстремум

В задачах на безусловный экстремум ограничения ф 
в модели (4.2) отсутствуют, если функция W =  F ( x \...хп) непре
рывна вместе со своими частными производными, то необходи
мым условием существования экстремума в точке х0 =  {xia...xn 0) 
является равенство нулю градиента целевой функции в этой 
точке, т. е.

V  w  =  v  F  =  ~ 4 г — 1 - =  0, / =  *й~ . (4.3)О X I Л'о

Условие (4.3) в общем случае определяет множество так на
зываемых стационарных (подозрительных на экстремум) точек, 
ибо оно выполняется не только в точках экстремума, но и в сед- 
ловых точках, точках перегиба.

Достаточные условия экстремума связаны с изучением диф
ференциала второго порядка целевой функции в стационарных 
точках, а именно со знаком главных диагональных миноров 
матрицы (Гессиана): если

Г  d2F д2 F  “ I
дху2 дху d x k

det
д2 F  

ахи дху
д2 F  

~дх-и2 . . .

>  0, k =  1 ,п (4.4)

то точка х0 является точкой минимума; 
если

д2 F

clet
д х {2

д2 F  
dxk д х [

д2 Г  
аху д х /(

д2 Г  
д х , 2

( - ! ) * >  О, (4.5)

А'о

ТО точка xq является точкой 
П р и м е р 2. Найти min W

максимума.
=  З * ! 3 —  Х\ -f- X,о3 3  А'о2 —

Р еш  е н и е. Необходимые условия минимума
( д W/дху == 9 Л',2 — 1 =  О
1 д W/дх.2 =  3 Л'22 — (> х2 — О

выполняются в четырех точках: Г0(|) =  (1/3,0); Xq(2) =  (1/3, 2 ) ;  
х 0(3) =  (— 1/3,0); Хо(4) =  (— 1/3,2), поэтому исследуем на знак 
Гессиан:

del

д2 W
дху2 5 

д2 W

с)2 W 
дх\ д х 2

д2 W

18 Ху 

0

0

G А'о —  6

o a 2 дху д х 22 

— 18 Хь 1 0 8 x jX 2 1 0 8  х\ . 33



Достаточные условия минимума (4.4) выполняются лишь в точ
ке XqW, в которой 18-1/3 >  0, 108* 1/3*2— 108-1/3 > 0 ,  по
этому х0 m,n =  (1/3, 2 ) ,  при этом W min =  3* (1/3)3 — 1/3 +  23 — 
— 3 - 2 2 — 1 = — 47/9. Предлагаем читателю убедиться в этом 
лишний раз, вычислив значение целевой функции в остальных 
подозрительных на экстремум точках.

П р и м е р  3. Оценка по методу наименьших квадратов. 
Найти коэффициенты А и В  прямой С =  Л Р прд +  В, аппрокси
мирующей функциональную зависимость между значениями 
мощности передатчика Р  прд = Р ь •••> Ри •••> Pk и соответствую
щими им стоимостями С =  Сь ... Cj ...С* (рис. 4 .3).

Проведем функциональную зависимость таким образом, что
бы сумма квадратов отклонений экспериментальных точек 
Сi {Pt) от прямой С (Р прд) была минимальной

^  =  2  [ C i - i A P i  +  B ) ] ^  min.
i ~T

Тогда коэффициенты А и В  находим по условию (4.3), так как 
в данном случае имеем задачу безусловного минимума функции 
двух переменных:

d W /d A  =  2 2  [ Q — ( A P i  +  Я)]Р ,- =  0
i= 1

d W / d B  =  2 S  [ Q —  { A P i  -!- В )  I -  1 =  0
i—\

Отсюда легко получить (после раскрытия знака 2 )

А

ft ft ft
Z C t Z P i - k Z C i  Pi 
1 1 1

ft Л
(v P t f - k ^ P i 2 

1 1

В  =
2  Cf Pi 2  Pi
l l

ft ft
2  Q 2  Pi2

l l

PZ Pi)2 — k 2  Pi2
'i  l

что совпадает с приведенными выше соотношениями (4.1).
На практике, ввиду сложности достаточных условий (4.4) и
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(4.5) обычно используется лишь необходимое условие (4.3) 
совместно с некоторыми физическими соображениями, относя
щимися к конкретной задаче. В частности, широко используется 
прием вычисления целевой функции W в стационарных точках 
и выбор ее экстремального значения, особенно в задачах, где 
дополнительно заданы простые ограничения вида я* <  я (-огр , т. е. 
X; >  a, xi <  b, b < £ X i< c a .  Например, исходя из физических 
соображений, на оптимизируемые параметры РТС можно нало
жить ограничения неотрицательности Xi >  0, и т. п. В этом слу
чае, если область допустимых значений замкнута и ограничена, 
точка экстремума располагается либо внутри области допусти
мых значений, заданной простыми ограничениями, либо на гра
нице этой области. Внутренние точки определятся из условия
(4.3), граничные точки — путем последовательного приравнива
ния каждой одной переменной к заданным значениям Xi огр и 
определения extr W (x iorp, х2 ...хп), затем extr W (я 1, я 2огр . *з ••• 
... яп), ..., ex tr W (x l ...xn - u  огр)> далее к я4-огр приравниваются 
каждые две переменные и определяются extr W (х{ огр , я2 огр, 
я3 -Х п ),  extr W ( x i orp, х2, Язогр, х\ ...хп)у И т. д. до значения
И (Я) огр ••• Я/г огр)-

Методика решения экстремальных задач при простых огра
ничениях имеет следующую последовательность:

из условия (4.3) находятся стационарные точки, проверяются 
па заданные ограничения и рассчитываются значения W в точ
ках, удовлетворяющих простым ограничениям;

исследуется граница области, заданной ограничениями с вы
числением W в граничных точках;

сравниваются полученные значения целевой функции W 
между собой н выбирается наибольшее (наименьшее).

П р и м е р 4. Найти экстремумы функции W =  4 х< — Х\ -f 
4- 1,5 я2 — 0.25 х22 -I- 2,75 при 0 <  х } <  3, 0 <  я2 <  4. Проил
люстрировать решение графически.

В соответствии с рассмотренной методикой из условия (4.3) 
находим

( д  Wfdxi =  4 — 2 хл =  0 ( я } -  2

{ д Wldx2 =  1,5 — 0 ,5 *2  ~  0 ^  1 я2 -  3 ^
=>- W (2,3) =  9 (точкаА).

Исследуем границы положительной области {х\ — 0; 3; я2 =  0; 4).
При х\ =  0 W = l , 5 x 2 — 0,25 я22 +  2,75, и из условия (4.3) 

d\Vjдх2 =  1,5 — О.бяг^О находим я2 =  3, и Ц 7(0 ,3 )= 5  (точка В ) ;
при я2 =  0 117=4 Х\— Х\2 -{-2,75, д  1171дх\ — 4 — 2 я̂  =  0, =  2, и

117(2,0) = 6 ,7 5  (точка С)  ;
при Я! =  3 W =  5,75 -I- 1,5 я2 — 0,25 я22, dW/dx2- =  1,5— 0,5 ^  =  0, 

я3 =  3, и 117 (3,3) == 8 (точка D) ;
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„р„ х,, =  4 W =  4x i  — +  4,75, d W /d x x =  4 — 2 =  0 ,
л-, =  2 и W (2,4) =  8,75 (точка E) ;

при лг| =  0, х2 =  О W (0,0) =  2,75 (точка F ) ;
при Х\ — 0, х-2 =  4 W (0,4) =  4,75;
при Xi =  3, х2 =  О W (3,0) =  5,75;
при Х\ =  3, х2 =  4 W (3,4) =  7,75.

Заметим, что для точки (2.3), найденной из условия (4.3), 
выполняются достаточные условия существования максимума
(4.5), т. к. эта точка является внутренней безусловной (убеди
тесь в этом самостоятельно).

З а д а ч а  22. Найти:
а) max (min) W =  4 {хх — З )2 +  2 (х2 — I ) 2 — (х3 — 2 ) 2;
б) extr W =  4 Х\ +  6 х2 — 2 х^  — х2 — хъ2 +  11;
в) extr W =  Х\ — х22 — 3;
г) max (min) W =  2 х х— х х2 +  х2 при 0 <  х х с  1, 0 <  х2 <  1;
д) max (min) W =  х х2 +  2 Х\ +  х2 при Х\ > 0 ,  х2 >  0;
е) extr W =  х х — х 2 — 4 х2 при 0 <  х х <  3, 0 <  х2 <  2;
ж) max (min) W =  4 х х — х{2 +  8 х х — х<? в области х и х2 >  0. 

Дать, где это возможно, графическую интерпретацию задачи.
3 а д а ч а 23. Найти кратность резервирования п (п >  1) 

УПЧ в примере 2 разд. 1 (см. рис. 1.2), если закон изменения 
затрат на производство УПЧ С п от /г линеен, а закон снижения 
эксплуатационных затрат С э логарифмический, т. е. 
Сп =  Цп'П +  Сь Сэ =  С 2— Qэ In ( 2 — 1/я). Найти п при раз
личных соотношениях между q n и q 3 .

З а д а ч а  24. Найти оптимальный коэффициент передачи 
трансформатора п в задаче 1.

З а д а ч а  25. Найти оптимальные значения затрат па СУ 
и БЗ в задаче 7.

З а д а ч а  26. Найти оптимальную длительность зондирую

Из найденных девяти 
стационарных точек выби
раем max 117=9, х max =  (2,3), 
min W =  2,75,. x min=  (0,0). 
Точки А, В, С, D, Е, F  пока
заны на рис. 4.4.

Линии цели W (лгь ха) по
строены после выделения 
в целевой функции пол
ных квадратов: (хх — 2 ) 2 +

_ — W +  9— семей-

Р и с. 4.4
1 с.тво эллипсов с центром

(2.3) и полуосями а  =
= y~gZTw, b = 2 V 9—W~
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щего импульса РЛ С  в задаче 8, если эмпирические коэффици
енты удельных затрат на единицу разрешающей способности 
Рь 1/м и единицу полосы р2, 1/Гц известны.

З а д а ч а  27. Коэффициенты в эмпирических формулах 
у =  Ле~ах и у =  а 0 +  а {х i +  а2х2 должны быть оценены по 
методу наименьших квадратов. Сформулируйте эту задачу как 
задачу оптимизации и найдите искомые коэффициенты.

У к а з а н и е :  для формулы у =  Ае~ах решить задачу двумя 
способами: 1) непосредственной формулировкой целевой функ
ции W по методу наименьших квадратов и нахождением ее 
экстремума; 2) произвести замену переменных (через In у), 
свести задачу к линейному виду, воспользовавшись результата
ми примера 3 данного раздела, и затем сделать обратную з а 
мену переменных.

З а д а ч а  28. Оценить параметр к в уравнении yi =  ltUc i+. 
+  Uni, где i — 1 ,п —  дискретные моменты наблюдения входно
го колебания y {t ) ,  U c (t) — полностью известный в точке 
приёма сигнал, U n(t) —  помеха, на фоне которой осуществля
ется оценивание.

Вычислить значение к для п — 3 ( Uci — 1, 2, З В ,  //; =  4, 9, 
10 В) и дать геометрическую иллюстрацию задачи.

З а д а ч а  29. Найти стороны прямоугольника максимальной 
площади, вписанного в окружность х 2 Н- х22 — R2 (см. указание 
к задаче 30).

З а д а ч а  30. Определить оптимальные размеры консервной 
банки (радиус г и высота h ) заданного объёма Vo, имеющей 
минимальную поверхность. Убедитесь на имеющихся у В ас бан
ках, что выпускаемые промышленностью банки имеют не опти
мальные размеры, что приводит к излишнему расходу жести и 
свидетельствует о том, что в промышленности не хватает спе
циалистов по оптимизации.

У к а з а н и е :  для сведения задач 29 и 30 к безусловным не
обходимо из ограничений выразить одну из искомых перемен
ных, подставить ее в целевую функцию и затем найти решение, 
используя условия (4.3) — (4.5) задачи безусловного экстремума.

4.3.2. Графический метод решения  
оптимизационных задач

В /г-мерном евклидовом пространстве система огра
ничений задачи оптимизации (4.2) определяет некоторое тело, 
ограниченное гиперповерхностями, уравнения которых имеют 
вид ф4- {х\ ... Хп) = 0 ,  i = l , m  — область допустимых значений, 
или допустимое множество систем М с . Для нахождения экстре
мума W необходимо выявить такую точку в М с, через которую
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проходит гиперповерхность наивысшего (наинизшего) уровня 
целевой функции W (х\...хп) — const. Эта точка может нахо
диться как на границе, так и внутри М с,.

Если п <  2, то задачу оптимизации можно решить графи
чески. При этом используются аналитические выражения алгеб
раических линий и поверхностей 1— 2 порядка, известных из 
курса аналитической геометрии /18/.

П р и м е р 5. Найти max (min) W — (х{ — 2 ) 2 -|- (хо •— З )2 
при Х\ +  2 х2 <  10, %\ >  0, Х2 >  0.

Решение задачи в двух- и трехмерном пространстве пред
ставлено на рис. 4.5,а,б.

Прямые Xi +  2 х 2 =  Ю, Х\ =  0 и х2 =  0 образуют треуголь
ник ОАВ , который и является областью допустимых систем М с 
(в трехмерном пространстве— призма, рис. 4 .5 ,6). Линии уровня 
представляют собой сечение параболоида вращения DCE, т. е. 
семейство окружностей W =  R2— (x { — А {) 2 +  (х2 — А2) 2 с цент
ром в точке С (2, 3) и радиусом R =  У  W. С увеличением R 
значение W увеличивается. Проводя из точки С (2, 3) окруж
ности разных радиусов, видим, что наименьшее значение целевой 
функции Wmin =  0 — в центре параболоида, — точке С, принад
лежащей М с. Наибольшее значение целевая функция принимает 
в точке В, когда окружность «покидает» М с, т. е. при больших 
значениях W не существует таких значений (х} х2) из М с, кото
рые бы удовлетворяли равенству W и=  (х{ — 2 ) 2 -f  (х2 — З )2, 
где W м >  W тах .

Координаты точки В  определяются из решения системы 
уравнений, иа пересечении которых данная точка находится, т. е.
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f J  +  2V 10 = * a < H > , o ) = * t f n„  - 7 3 .

Итак, W min (2,3) — 0, W mtn (10,0) = 7 3 .
Для нахождения экстремальной точки часто используется 

метод касательных.
Г1 р и м е р 6. Найти min (max) W — 3 Ху -|- 4 х2 при

f Xi2 +  х22 <  25
I Xt • х2 >  4
[ Xi >  0, х2 >  О

и дать графическую интерпретацию.
Как и в предыдущем примере, решим задачу в следующей 

последовательности:
построим множество допустимых систем М с . Первое урав

нение представляет собой окружность с центром (0,0) и радиу
сом R =  5, второе —  гиперболу с асимптотами Х[ =  х2 =  0 и 
ветвями, расположенными в 1— 3 квадранте, третье п четвертое 
ограничения — прямые (оси координат). Обозначая для каждой 
линии множество Мс , строим совместную область М с для ис
ходной задачи (рис, 4.6);

строим семейство целевых функций, в данном случае семей
ство прямых, t g a  =  — 3/4 (сс ^ .3 7 ° ) ,  перемещающихся при уве
личении W в сторону х и х2 -+ +  °о (показано стрелкой 
на рис. 4 .6 ) ;
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находим точку экстремума графически: при увеличении W 
первая точка, коснувшаяся М с , дает точку минимума, последняя 
же точка касания прямой и М с (окружности) — точку макси
мума;

находим точки экстремума аналитически, используя метод 
касательных.

Угловой коэффициент прямой (целевой функции) в точке 
минимума dx2f d x { =  — 3/4 (находится дифференцированием W 
как неявной функции: 0 =  Sdxi  +  4 dx2) , угловой коэффициент 
касательной к гиперболе в точке минимума находим дифферен
цированием гиперболы как неявной функции: x\dx2 -Т x2 dx  1 =  О, 
откуда dx2 /  dx\ =  — х,2 /  Х\, в результате получаем одно из 
уравнений для определения х min: dx2/dx { =  — 3/4 =  — х2/х [.
Присоединяя к этому уравнению уравнение гиперболы, на кото
рой расположена точка минимума, получаем систему двух урав
нений:

| 3/4 =  х2/х |
1 х, • х2 =  4 ,

откуда Х\ min— — 2,3; х2 т1п- У ' 3  ^ 1 , 7 ;
(2,3; 1,7) =  14,2.

Аналогично находится точка максимума и значение 
max (3,0; 4,0) — 250 (предлагаем студентам самостоятельно 

проверить правильность определения x шах и W так ).
Графическая интерпретация задачи приведена на рис. 4.G. 

Иллюстрацию задачи в трехмерном пространстве предлагаем 
студентам произвести самостоятельно.

В задачах линейного программирования (ЛП) допустимое 
множество систем М с определяется линейными ограничения-

П __
ми — неравенствами вида Xj <  b i} i =  1 ,пг и представ

ляет собой выпуклый многогранник (в 2-мерном пространстве— 
многоугольник). Так как целевая функция в задачах ЛП также

П
линейна: W — У, с}-xj, то решение задачи ЛП, если оно су- 

У=1
шествует, лежит в вершине выпуклого многогранника.

При решении задач ЛП возможны случаи отсутствия реше
ния, когда М с =  0  или W-+ ±  оо, или задача может иметь 
бесчисленное множество решений, когда целевая функция 
совпадает с одним из ребер гчногогранника и достигает экстре
мума во всех точках этого ребра.

П р и м е р 7. Найти промежутки значений коэффициента р, 
при которых задача ЛП
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max W — x i +  2 x2 при

2 X[ 4- x2 9
X\ — 3 x2 1
p Xi — *2 >  — 2
Xu x2 >  0

неразрешима.
Выполним построение M c (рис. 4.7), заданной первыми дву

мя прямыми с ограничениями неотрицательности, и целевой 
функции (tg а  =  — 1/2). Здесь же изобразим третье ограниче
ние при р =  О (х{ <  2). При р+ М с будет расширяться, при р~ — 
сужаться.

Из геометрического построения видно, что задача не будет 
иметь решение (№’ шах=  +  °°)  при таком рь когда третья пря
мая будет параллельна первой, т. е. Pi/1 =  1/3, pi =  1/3, пли 
р >  Рь а также при таком р2, когда М с =  0 ,  т. е. третья пря
мая будет проходить через точку О', которую находят из спете- 

Г X1 —  3 Л',2 = 1
мы уравнений j 0 , откуда точка О имеет координаты

(2 х 1 -Ь х,2 ^  J
(4.1). Подставляя их в третье уравнение, получим р2<4— Ы = — 2, 
т. е. р2 = — 1/4. Сама точка О' должна быть исключена (иначе 
она будет решением Л П ), и окончательно р 1/3, р <  — 1/4.

Если в задаче ЛП требуется найти неизвестный коэффици
ент в целевой функции, то необходимо построить М с и два воз
можных варианта целевой функции W при р > 0  и р < 0 ,  графиче
ски найти положение линии W —0 для заданных условий задачи,
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и затем из условий пропорциональности коэффициентов найти 
искомые значения р.

З а д а ч а  31. Найти min (max) W =  {х\— З )2 +  (х2 — 4 ) 2
3 Х[ +  2 х2 >  6 

10 Л'1 — х2 <  8 Х\ >  О 
— 1 8 * i  +  4 лг2 <  12 Х2 >  О

при

З а д а ч а  32. Используя графический метод найти:
a) max W — Х\Х2 при

6 +  4 * 2 >  12
2 х\ +  3 х2 <  24 х\ >  О 

— 3 Х\ 4 Х2 12 Х2 >  0 ",

б) max'W  =

в) max W =  Xi2 +

Х\ +  4 a'j +  Х2 при 
-2 -|- 3 х2 <  14

Х\ +  * 2 <  8 ;
2

г) min (max) W =

д) min W

e) min (max) W
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2 * i  +  2 * 2 <  13 Xi >  0 
* i  x2 >  3 x2 >  0 ;

* !  *2 — 7 * 2 — * i  при
Xi +  2 * 2 <  12 Aj >  0
Aj A2 9 A2 >  0 |

*2 +  8 * ! — Xi2 при
x  i -}- 2  a 2 12 a  i >  0

Aj +  x 2 ^  9 a 2 >  0 ■,

3 X[ +  2 a2 при
Xi2 +  a 22 — 8  X\ <  0 Xi >  0

4 X\ +  a 2̂  -^ 1 6  a 2 ^  9 .
З а д а ч а  33. Найти min (max) W — 4 Ai +  6a,2 при

3 X\ -1- x2 >  9 „
Aj +  2 a,  > 8  1

+ 6 * 2 > 1 2  * 2 > 0

З а д а ч а  34. Найти min (max) W = 2 * i  +  a2
X\ +  x2 2
2 *J +  *2 >  6
Xi > 0 ,  *2 >  0

при



3  а д а ч а 35, Для п =  2 и т  >  3 (не менее трех ограни
чений) привести графическую интерпретацию задач ЛП, обла
дающих следующими свойствами:

а) имеют единственное решение для W тах и W min ;
б) ИР max достигается в бесконечном множестве точек, а 

И7 min — в единственной;
в) И̂ тах не существует, a W mln достигается в единственной 

точке;
г) W min и W max не существует ( =  ±  оо).
Записать целевую функцию в каждой задаче в виде 

W =  ±  Ах\ ±  В х2 .
У к а з а н и е :  ограничения неотрицательности использовать 

в каждой задаче и в число т  их не включать.
З а д а ч а  36. Найти значения коэффициентов (3, при которых 

задача max W — 2 х\ +  (3 х2 при

имеет бесчисленное множество решений.
З а д а ч а  37. Определить область изменения параметрах, 

при которой задача min W =  Х\ — х2 при

а) не имеет решения;
б) имеет единственное решение;
в) имеет бесконечное множество решений.

4.3.3. Метод множителей Л агр ан ж а

Если ограничения ф в задаче оптимизации (4.2) имею ! 
вид строгих равенств, а функции W, ф*, i —\,m непрерывны 
вместе со своими частными производными, то для отыскания 
экстремума W может быть использован метод перехода к неко
торой эквивалентной задаче безусловного экстремума: метод 
исключения переменных пли метод множителей Лагранжа. 
В первом, простейшем случае из уравнений связи нужно выра
зить m переменных через п — m остальных, подставить их в це
левую функцию и получить задачу безусловного экстремума 
функции п — пг переменных, как это было сделано в задачах

Метод множителей Лагранжа заключается в переходе
29 и 30.
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к задаче на безусловный экстремум функции Лагранжа F (Х[...хп,

/•1 ••• Am) =  W (xx ... хп) +  ^  Я/фг, где переменные ... Ят , хараю

теризующие чувствительность целевой функции к изменениям 
соответствующего ограничения, называются множителями Л а г 
ранжа. Теперь к функции F  можно применить необходимые (4.3) 
и достаточные (4.4) —  (4.5) условия существования экстремума: 
точка Xq=  (x i0 ... Хп0) , в которой может достигаться условный 
экстремум функции W, находится из системы т +  п уравнений 
с т 4- п неизвестными Х\ ...хп, %\... Хт '■

Достаточные условия (4.4) —  (4.5) громоздки и сложны, по
этому на практике чаще всего исходят из физических сообра
жений, вычисляя значения целевой функции W в различных 
точках допустимого множества систем (М с). В некоторых слу
чаях полезна геометрическая интерпретация задачи.

П р и м е р  8. Найти max (min) W — х х2 +  х22 при х х +  х2 =  5. 
По методу исключения переменных х х =  5 — х2, тогда W =  
— (5 — х2) 2 +  х2г =  2 х22 — 10 х1 +  25, д W / дх,2 =  4 х2 — 10 =  0,

По методу множителей Лагранжа F =  х х2-\-х22-\-%{хх4-х2— 5) 
п из условия (4.3)

( dF/dxi =  2 х х +  % =  0 
дР/дх2 =  2 х2 +  Я =  0 => х 1о =  х2о =  2,5, №(2,5; 2,5) =  12,5.

( dF\d К =  х х +  лг2 — 5 =  0 ,
Из графического построения (рис. 4.8) видно, что найденная 
точка xq (2,5; 2,5) соответствует точке минимума. Максимума 
целевой функции не существует (max W =  со) .

т

т
dF/dxj  =  dW/dxj +  2  ^  d^ifdXj =  0, / =  1,/г

dF/d h  =  фi (хх ... Хп) =  0 , i =  1 ,т  .

44 Р и с. 4.8



Метод множителей Лагранжа может быть использован и в 
том случае, когда условия связи представляют собой нера-

В этом случае точка экстремума х0 расположена либо внутри 
области М с , заданной системой т неравенств, либо на грани
це М с. Поэтому оптимизационная задача решается в несколько 
этапов. Сначала находятся точки безусловного экстремума 
целевой функции W (Xi ... хп) (из системы уравнений dW/dXj =  0, 
/ — 1 >п) , среди которых отбираются те, которые удовлетворяют 
условиям связи (неравенствам ср* {х{ ... хп) <  hi, /=1,/п). Далее 
определяются точки условного экстремума, причем последова
тельно решается ряд задач, в которых неравенства по одному, 
затем по два и т. д. обращаются в равенства, как это делалось 
при исследовании области М с, заданной простыми ограниче
ниями в подразделе (4.3.1). Общее число решаемых на услов

ный экстремум задач равно 2 С +  • Так, при т =  4 число вспо

могательно решаемых задач равно: СД +  С42 +  С43 +  С44 =  
=  4 +  6 4 - 4 + 1  =  15. Однако, несмотря на громоздкость реше
ния, каждая задача имеет пониженную размерность. Найденные 
в ходе решения «подозрительные» точки должны удовлетворять 
всем заданным ограничениям, поэтому общее число стационар
ных точек, подлежащих дальнейшему исследованию, невелико. 
Если область Мс замкнута и ограничена, то в заключение до
статочно вычислить в найденных точках значения W и выбрать 
из них экстремальные.

П р и м е р  9. Найти min (max) W =  х 2 +  х22 — 6 л4 — 4 х2 
при Xi2 +  х 2 <  52. Дать геометрическую интерпретацию.

Р е ш е н и е .  1 ) Находим точки безусловного экстремума W 
с проверкой на заданные ограничения:

ибо найденная точка заданному ограничению удовлетворяет: 
З2 +  22 <  52 ;

2) находим точки условного экстремума W. Здесь т — 1, 
поэтому =  СД =  1 , т. е. решается одна задача на услов-

i
пый экстремум: min (max) W — х {2 +  х22 — 6 * i  —  4 х2 при

венства
срг (х { ... Хп) <  b i} L = l ,m .

т

J d W Jd x i  — 2  х\ —  6 =  0 
( dW/dx2 =  2 х .2 —  4  =  0 ^

х.[2 +  ха2 =  5 2 .
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Методом множителей Лагранжа находим:
F =  х 2 -Ь х.ог — 6 Ху — 4 х2 +  X { х 2 +  Хп1 — 52) =£-

( dF/dxy =  2 x t — 6 +  2 X Ху =  О 
I d f  /дх2 == 2 Х2 — 4 2 X Хп — О
[ дР/дХ =  Ху2 +  х 2 — 52 =  О

I * 0(3) =  ( _ 6, — 4)

^  I х„<2' =  (6,4)

3) Вычисляем значения целевых функций:
W ( * 0(1)) =  № (3, 2)  = — 13; W (х0(2)) =  W (6,4) =  0;
U7 (х0(з>) =  W (— 6, — 4) =  104.

Сравнивая полученные значения между собой, окончательно 
имеем max W (x0max =  (— 6, — 4) =  104, min W (^omin =  (3,2)) =  
=  — 13;

4) Иллюстрируем задачу графически (рис. 4 .9). Из по
строения видно, что точка х02 =  (6, 4) является точкой локаль

ного экстремума, хо(3) =  (— 6, — 4) — точка максимума, 
х"о(1) =  ( 3, 2)  —  точка минимума.

З а д а ч а  38. Найти extr W =  2 х { — Х у 2 +  х2
| Ху Х2 +  2 Ху — 2 х2 <  0

прп { л , >  0 . О <  <  4

методом множителей Лагранжа и дать геометрическую интер
претацию решения.

З а д а ч а  39. Распределить наиболее экономно суммарную



п
погрешность 6о =  2  & =  0,1 (т. е. 10%) между тремя элемен-

г = 1
тами передающей части радиотелеметрической системы — дат
чиком, преобразователем и модулятором, если известны зави
симости экономических затрат от погрешности, вносимой каж-

чение C £mjn со стоимостью системы при равномерном распре
делении суммарной погрешности между элементами.

З а д а ч а  40. Решить задачи 29 и 30 методом множителей 
Лагранжа.

З а д а ч а  41. Синтезировать источник энергии, включающий 
п последовательно соединенных секций, каждая из которых со
стоит из т параллельно соединенных батареек. Определить 
оптимальное значение секций, если каждая из N — 200 батареек 
имеет напряжение Е  и внутреннее сопротивление г0 =  12 0 м .  
Нель синтеза — обеспечить максимальный ток в нагрузке 
R — 1000 Ом.

З а д а ч а  42. Найти распределение вероятностей Pi случай
ной величины х, при котором энтропия распределения

Н — —  2  Pi ln Pi будет максимальна (при решении учесть ус-

З а д а ч а  43. В следующих задачах найти extr W при з а 
данных ограничениях и дать геометрическую интерпретацию 
задач, если это возможно:

Y V F оз
(условных единиц) — см. задачу 6. Сравнить полученное зна-

N

ловие нормировки 2  Лг= 1 ) .

а) extr W =  Xi'X2‘X3

б) max W =  х i х2

д) min (max) W =  х\х2— 2х2 при
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П р и л о ж е н  ие

ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ К РЕШ ЕНИЯМ  ЗАДАЧ

х == п — коэффициент передачи трансформатора, у =  k — W — 
коэффициент усиления по напряжению. Используя известную из курса «Уси

лительные устройства» зависимость k = — ----- ' где I У21 1 — взаимная
§В'ЛХ т П'2 §  вх

проводимость транзистора с ОЭ, £ вх, g r u x —входная и выходная проводи
мости усилительного каскада, можно' сформулировать задачу оптимизации 
в следующем виде: найти значение х0 =  л 0р'» обеспечивающее max у (х) —

|Г».| •*.
£вых +  x 2g  вх

2. Радиосистема передачи информации состоит из последовательно 
соединенных датчиков, первичных преобразователей, АЦП, коммутатора, 
радиопередатчика, линии связи, радиоприемника, устройства выделения сооб
щений, устройства регистрации. В каждом элементе стоимость единицы по
грешности различна, поэтому будут различны и суммарные затраты па РТС 
три изменении закона распределения погрешности между элементами.

3. Предположим, что затраты на СУ и 133 оптимальны. Тогда любое 
другое распределение затрат между ними приведет к снижению Р Пор 
Действительно, попытки увеличить вероятность поражения цели путем умень
шения промаха за счет усложнения СУ не дает результатов, ибо при огра
ниченной суммарной стоимости снаряда придется снизить затраты на БЗ, п 
суммарная Р Пор упадет. Наоборот, если увеличить затраты на БЗ, то со
ставляющая вероятности Р иор, определяемая эффективностью БЗ, возрастает, 
по из-за необходимости снижения затрат па СУ другая составляющая этой 
вероятности упадет таким образом, что суммарная вероятность поражении 
пели снизится. Таким образом, существует оптимальное распределение затрат 
между элементами снаряда СУ и БЗ, при котором Р Пор максимальна.

б. Для и последовательно соединенных элементов внутренними параметрами 

являются погрешности x L — б/, i=\,n,  вносимые каждым элементом, а внеш
ними параметрами — стоимость, связанная с вносимой каждым элементом

погрешностью, г/г =  С;, i — 1,/п По условию задачи суммарная погрешность 
п
2  Si не должна превышать некоторого заданного значения б0 : 

г=1
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2  Pi — 60 =  0 , где pi — коэффициенты влияния. В качестве критерия опти- 
1 = 1

п
мнзации принимаются суммарные затраты на систему W =  V  Q  +  С0 =

г-1
а

— 2  -Р +  ^°’ где — затраты, не зависящие от погрешности. 
г=\

Уравнения связи находят методом интерполяции, имея в виду, что

С i (б,:) =  A i 8 i ai или yi (*/) =  Ai Xi°'i, где — 1 <  ai < 0 ,  Ai —  коэффици
енты пропорциональности. Тогда искомая задача формулируется в виде 

задачи отыскания оптимальных значений лу, i —\,n, обеспечивающих

min W =  2  Ai Xi<xi +  с ° 
l = \

П
при 2  Xi — 8o =  0 .

1=1
Решить задачу можно методом множителей Лагранжа (см. и. 4.3.3).

7. В качестве внешнего параметра необходимо принять вероятность
поражения цели у =  Р пор =  Р пор х • Р пог % где Р пс ц  и Р Пор3 — состав
ляющие, обеспечиваемые эффективностью действия СУ и БЗ, в качестве 
внутренних параметров —  затраты на СУ и БЗ: Х\ -  С ру , х2 =  C q3 .
По физическому смыслу х\ >  0, х2 >  0, 0 <  у <  1, а по условию задачи
Л| +  х2 с  С0 — С ; в,  где С дв — затраты на двигательную установку. 
Критерием оптимизации является вероятность поражения цели W = P nор =*»гпах. 
Уравнения связи у (х { х2) =  Pnopi ( * 1 * 2) Рпорг (М * 2) определяются по ре
зультатам анализа эффективности управляемого снаряда и имеют вид:
Рщр 1 =  1 / Сру= 1 - £?[ / Х|, Р ПОр 2 =  1 / 1  +  Пг  ̂ Сбз =  1 / 1 d2j x 2 ,
следовательно, у — (1 — а.\ / лу) (1 / 1 +  а2 / х 2) .

Преобразуем ограничения на внешний параметр: у >  0, 1 — a.\fx 1 >  0,
(составляющая 1/1 +  а2/х2 всегда положительна), х (> a i ; г/< 1, (1— a j x  1) X 
X  (1/1 +  а2/х 2) < 1 ,  а2 ад +  а| х2 >  0. Таким образом, необходимо найти 
х.) — (Ху о х2 о), обеспечивающие

« iA'i) (1/1 +  ПгА'г)

Х\ +  х2 — Со +  Сдв с  0 
л*1 — «1 >  0 
а2 х { +  х2 >  0

Графическая иллюстрация задачи приведена на рис. П1.
8. Найти значение х 0, обеспечивающее

( min W =  pi у\ +  ^2 У2 — Pi (сх/2) +  02 О А)

j  при Pi +  02 =  1 ■

9. М нс ■■= {5 2 Si  S 8}
10. Мне =  {Si Si S 5}

п
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13. М  „с =  {Д , П3 М 2, Д 2 п з М 2, Д ! П4 М 2) Д 2 1Ц М 2}

14. AUc =  {АИМ—ЛМ, АИМ— ЧМ/ш.щ =  0,4 ... 10, В И М - А М / ш _ *  
*  0,9 ... 0,95} ,

15. Для РТС с АМн, ФМн у j =  Л /,с =  2 / т0, для ЧМн (при 
выборе разности частот заполнения «1» и «0» /, — /2 =  2 / То) 
A f c  ~  2 • 2 / То, тогда у )оТН =  A f c  / А Д  фмн , ij\ о т  ам, фм — 1, У\ отн чм =  2. 
Мощность сигнала на входе приемника определяется коэффициентом взаим
ной корреляции сигналов, несущих информацию о символах «0» и «1». Для 
АМн р* =  0,5, для ЧМн н ФМнорт ps =  0, для ФМп.,р ps =  — !.

; приняв г/гоп^-Рс /РсПоэтому Р с =  2 Р с = 2  Р

имеем у2 отн фм пр

‘Орт
=  2 . 2 Р“фм орт сф м нр

=  2, у2 ОТТУ2 ОТНфм орт

фм пр.
=  4. На рис. 112

представлено множество М с цифровых РТС передачи информации, откуда 
видно, что М..с . является вырожденным одноэлементным: М нс =  ФМн пр.

&0т
= :3-

2

------------
г ш н

ФМногт ЧМн

SPMvnp
V!J

2

Р и с ,  П 2

_ д
ОТН~ ь  к<РМ
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В данном случае с помощью БКП получено единственное оптимальное реше
ние задачи.. Отметим, что такой случай очень редкий. Как правило, в резуль
тате применения БКП находится некоторое множество М нС .

16. S 2. 18. T 0pt =  27 ... 244 мкс, 19. При =  fl2 ^opt =  0,26 мс.
20. По минимаксному критерию при /г* =  //; min / г/г S o p t =  2 +  3 +  1, при 
'7t =  Hi / Hi max ‘-'"opt== 1 +  2 + 1 ,  или 1 +  1 +  1, или 2 +  2 +  1; по моди
фицированному минимаксному критерию S opt =  2 +  3 +  1 или 1 +  2 +  ).
21. По модифицированному минимаксному критерию S 0pt = 2  +  4 + 2  (при рас

чете суммарной погрешности нужно использовать выражение 6 £ =  £.2' j  ,

22. б) m a x ’l l  ( 1 , 3 , 0 )  =  22; в) экстремумов не существует; д) максимума 

W не существует. 23. п0 =  2 при г/э =  12 q n. 24. n0= y g BhX/ g BX. 26. т0 =  

=  У  0,5 (р,/р2) с. 28. k =  3,7. 29. х х =  х2 =  R / / X  30. г =  у /  V J2  я, А= 

=  2 ^  VW 2X  =  2 г, 31- i r ml n( l ^ , 4 ^ )  =  3 * .  . W m a x ( 2,12) =  65.

32. а) 24 (6,4); б) 40 (2,6); в) 36,25 [(0,5; 6) пли (6; 0,5)]; г ) — 42(0,6),  0 (0 ,0);  
д) — 9(9 ,0) ;  20,0625(3,75; 4,125); е) минимума W не существует. 33. Макси
мума W не существует, min W (2.3) =  26. 34. Задача не имеет решений.

Р и с. II 3

35. в) рис. 113. 36. [5 — — 2/3, [1 =  4. 37. а) X <  0; б) Я =  0; в) такого X не су
ществует. 38. щах IF (1,4) =  5, min W (0,0) = 0 .  41. /2 — 100. 42. Pi — 1 J N,
т. e. равномерное распределение вероятностей. 43. a) min W ( 2 , 2 , 1 ;  2 , 1 , 2 ;
1, 2, 2) =  4; шах № (4/3, 4/3, 7/3; 4/3, 7/3, 4/3; 7/3, 4/3, 4/3) =  4,15.
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