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В предлагаемой пособии рассматриваются некоторые вопросы теории определителей и решение систем линейных алгебраических уравнений.Изложение ведется с привлечением методов програм­мированного обучения.Цель пособия -  помочь студентам самостоятельно изу­чить данную, тему./ри использовании пособием рекомендуется: основные моменты теории записывать в тетрадь и .запомнить; все пред ложенннё Упражнения решать также в тетради; проверять ре­шение в о м е т е ; стараться выполнять все самостоятельно и не торопиться заглядывать в ответ, иначе цель достигнута не будет.

Отв. редактор -  доцент Г.П.ФЕДОРЧЕНКО

 
 

 
 

 
 

 



§  I .  РЕВВ Ш Е СИСТЕМЫ Д О Х  ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
С Д О Л Я  НЕИЗВЕСТНЫМИ. ОПРВДЫИТЕЯИ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

Теория @нредетн®ел@й0 аппарат которой нироко используется в 
аналнтичесжой геометрии я других разделах математики, возникла при 
реиеиш а исследовании систем линейинх алгебраических уравнений 
многими неизвестными.

Знакомство © использованием определителей и ш и  с йросвэйют® 
случая -  реиеиия и нсследования систеш  двух линейянх уравнении с 
двумя неизвестными.

Пусть дака система: СЦх + 6 ^ =  С, ,
( а 2ж +  М ₽ с 2 '  (  1  }

Для отыскания реиения этой системы, т . е .  совокупности таких зя&> 
ченжй Х = ХО я  у.= ^ 0 ,  которая ображавт в тождества оба данных 
уравнения, нреобразуен систему ( I )  в новуя систему, ш®»® уравдвш® 
которой содержит лжив одно неизвестное. Для этого умножим нервов аг 
уравнений системы ( I )  на б 
жиж нервов уравнение 
чиж новуя систему:

( 2 )

Заметим, если

2  ,  второе на -  6 1

на -  а 2  «. второе на а 1 

( а 1 6г ~  а 2 6 у )х  = 0 ^ 2  -  сг В̂  
( а ^ - а ^ ^ ^ а ^ - а ^ с

а г &2 ~  , ®о от © ястве (2 ) а м ю »
гичными преобразованиями можно вернуться обратно ж системе ( I ) .  От­
сюда следует, что системы ( I )  и (2 ) равносильны, Тотда ранение си­
стемы ( I )  получаем непосредственно нз системы (2 ) :

= ̂ д£п^а£?_
0  а ,Ь ,-а ,е> <  ’ а162 -а 261

и  « м а я ;  з а в е й  у ш ® -  
и  с н о в а  о о к и м £  п о у -

( 3 )
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Рассмотрим структуру формул (3 ) .  Выражения в формулах (3 ) ,  явля- 
вщиеся коэффициентами системы ( 2 ) 9 называются определителями второго 
порядка* Для их обозначения вводится символическая запись:

й < 51а2 62

( * )

Числа й 2 » &1? называется элементами определителя;
элементы а 1 и 62 образуют главную диагональ, элементы а ( и

62 -  побочную. Формула (4 ) показывает, что определитель второго по­
рядка равен разности между произведением его элементов, стоящих на 
главной диагонали, и произведением его элементов, стоящих на побочной 
диагонали.

Вернеиея к решен® СЕСтеин®
В новых обозначениях числители формул (5 ) запишутся в виде:

( 5 )

а  саий фориуж примут ввд

СЦ в ч

Эти формулы носят название формул Крамера. Крамер -  мвейцарскнй 
математик ( 1704-1752).

Определитель ,  составленный из коэффициентов при не­
известных системы (1 )7  называется определителем системы и часто для 
краткости обозначается буквой Д  . Для определителей (5 ) вводят­
ся обозначения Д х  • и Д  •

 

 

 
 

 

 



Тогда система (2 ) заош етсн кратко так:

&' X = д  Ä  
д ’ » = ^

( 2Z )

а форму®! Крамера приму® эвдг

Xо ( б*')

Заметим, что определители Д ^  и Д „  получамтся н@ опре­
делителя системы Д заменой соответственно первого или/ второго ' 
столбца столбцом свободах членов уравнений системы (I)«,

ИтОд если оиредаиттаь енстеиы Д отжетвн от иуин, ®® 
система имеет единственное реи8нже-с м р ед ам то ®  ас формулам ( б')®

Запомните зтет вавад.
Реинте самостоятельно систему уравнений;

( х  + 2 у - 3  =  О ,
Ь х -  у - 3  =  0  .

ответы.  а) х 0 =-2_, уй = 3 
б) х о= " 2 , у0=~3 «

Если Ви Получили ответ а ) ,  то Вайе ранение правильно. Иохето 
пропустить стр . б и иродалхать читать стр® 7 .

Если Вы получили ответ б) или какой-либо другой, сверьте Вамо 
ргашие о реиением на стр . 10а.
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а)

Онрвдаие® е ж зт » д  .= 3
б

-а
4

» 12 + 6 й

1) Саезеиа наеет едажотвадаэ® реиешв, если Д  0  , то есть
в@ж а ^ 2  » 6  завет принимать жбые значения, так как опре­
делитель система не зависит е® В .

2) Озаете ае имеет реаешй!, ж ж  Д ?^0
нер® ®ди аза еэ вредней 

вуза®
Вайда®

оарадежиаетей Д я  ,
, г© есть,если Ц®“2  3 
Д  у. отличен от

^ х '
1
6

~а
4

« 4 ■)■ а в

вря сп»*2 „
3) Сйствка"иевт
= Д ^ , « 0«

Д  = 0 сарн Л  »
Д х »  0  жрж . В  ■ 

-йрж. С1 *  -  2  ж в  ■ 2 |  Д ц  =

, если 6 ^ 2  .
бесчисленней шоявеет® режений, ест® Д а Дх

:

-  2®
2» 13

6 2
о

А веиерь вереходате з стр» По

б) Режвиие примера I  стр® 12»

I 
8'

-  5
4

9 
I I •  -  С-з)

8 II
3 5

I 9
3 5

I 9
8 II

3 I 5
= 3 (8 • 5 -  3 • I I )  + 4 (1«5 -  3-9) -  Ц .Ц  -  8»9)=

= 3 » 7-8- 4«С- 22) + 61 = 21 -  88 + 61 = -  б»

Реяите пример 2 яа стр. 12.
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Исследование система двух линейных уравнений © дауия неизвест­
ными в случав, когда определитель системы равен нули»

Пусть определитель системы

pasea му»? А -
сц В
а2

I  aa,x + &2^ = c2 ( I  )

одш Ах „
(2Л) станем

И пусть н₽я этеа хота бн 
от нуля« Тогда не крайней мере ода© из равенств
ВОЗМОЖНОМ, ! , , - * ___________ ___________ ^ — ...
и система ( I )  н® имеет ремений, так каж она э ш в ш в ш  енот«© (2*) 
и в сжучае, если Д = О®

Если ае Á -  0, но вместе с тем Лх  = А« = 0 , то система 
( I )  имеет бесчисленнее множеств® реэеанй. В этом случае одно не урав­
нений система есть следствие другого»

В самом даже, e c o  А = &х  & L¡ -  0 , то сеть, ees® 
a^6a - s g ^  = 0 s с ц с ^ -Я д С ^ О  , в ^ с ^ - В ^ с ^ - О  

a .^ 2 ^ a 2 &

из оаределнтелей ОТЛЯЧвН
—-------- , ----------- . . ------------г ----------- , -------------- 'ИТОН н®~
тс есть система (2^) не имеет решений« Не в таком стуча®.

, а®
?. аналогично из втерегэ и третьего

равенств получаем; TassHía ®бр̂ »<

зон, кеэффициеиш при неизвестных и свободные члени уравнений систе- 
мн ( I )  проэорцнопальиые Это означает, что одно уравнение системы по- 
мучается из другого путем умножения всех членов другого ураввенки на 
неоторнй обдай мнежтел», следовательно, в системе я§ сути дежа есть 
лэ® одно уравнение® Ее уравнение вида 6ЦЭС + 6 ^ =  имеет
бесчисленнее множеств® радений«

Если, напржер, 8 ^ / 0  , то, давая произвольно значетж
мы межей определать у. по формуле:

- е ц х
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Итак, е е ж  определитель системы 
би о д а  а з  онределителвй Дж  , Д „ 
млеет решенийо

Если se  Д « Д х = Д и  =  0
■ее множество рвиеяий. d

Д а 0 8 не при этом хотя 
отличен от нуля, система не

, то сметена имеет бескэнеч-

Зги выводи следует запомнить.»

Рем и» систему уравнения: Í 3 х  -  4и -  5 
1 б х -8 у = 1 0 .

Ревеине» Определитель системы ‘ Д =
3 5

б 10

5
10

- 4
-8 V |3 5 (=3 0 -30 = 0  .

Снет®» ж а е т  бесчисленнее иножесето ревеанй.

Ее® легко зам ети » , второе уравнение система получается иг пер­
вого умножением членов уравнения на 2« Танин образок, система сводит­
ся к едаову уравнении, ааираиер, к уравнению

З х -  4у == 5 = 0

Придавая
а у з е

х

Нанрниер, если положить X  = 0 , то по формуле получаем 

йта если X  = 5 , то получаеа g  а I  и т о  далее«

Резаке самостоятельно следующий нретер«

зремзвеяьнне значения и находя U. ио фор­
, получим множество ремений« .

Пример 2 . P e w s  систему уравнений:

/ 2 х  + З у “ 5~0
( 4 х  + бу~7=0 .

Реиив эту систему, посмотрите ответ на стр« 9 .

 
 

 

 

 

 



-  9 -

Ответ: система не имеет решений.

Если Ваш ответ совпадает с данным» решайте пример 3 .

. Если пример вызвал затруднения, смотрите стр® 29а .
Пример 3 . Определите при каких а  а & свстеиа

[ Зх -  а и = 1 ,
[ 6х + 4у = 6 ,

1) имеет единственное решение;

2) не имеет решений;

3) имеет бесчисленное множество решений.

Ответы;

1) Система имеет единственное решение при всех 0 . ^ - 2  и
при ЛВбйХ В. о ■

2 ) Система н® имеет решений пр» О = - 2  и при любых 6^2
' 3) Система имеет бесчисленное иионёство решений при а~-2

я 6*2 •.
■ Если Ваши ответы не совпадают с приведенными выше, сверьте свои 

решения с решениями на стр® ба»

.Воле Ваши ответы совпадают с-данными, продевай те чтение со 
страницы Ш
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а) £§ЕемелВ2ие2а_с®Еа т 5&

Прежде воет®, заииием систему в виде (1 )8 то ест® отнесен сво~ 
в нраву® часть?

г х + 2 у « 8
[ з х - у  = 3

оЕредеижеть системы:
1 2
3 -1

бедане члени

Нахаднн

Так каж 
определяемое

. Найден
8

Дх

& ~
Д  О , то оистеиа 

а® формулам ( б 7 ) .
Д х  ж
2

3 -1

• Д у  •

Ревение система:

йозете читать стр. 7.

киеет единственное ревенае,

1 8
Т  3 3Д ,.в

б) £Д1е5Э®.^^}2аХ.££В&„2.’

-х  О
~х -1

■| - X

-1

■ • X

Читайте дальне стр. 12, пример 3.

в) £ейетае_щиев®АЯ1Ь_Ж

соал 51п<х 1
-  ¿ШсС С03<Х 1

О 0 1
Переходите к стр. 19.

= /-3“ 3 8=-21.

= х ( х 2  + 1)

С0$й ЗШ  ОС

- 5 т о 1  С03о£

=  С052 <Х+ 51П2с<М
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§ 2 .  ОПРЩДЕШТЕЖ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА И ИХ СВОЙСТВА

Опрэделмтелем тр еть его  порядка н азы вается  чиел®, определяемое
с и е д а в и  равенством : 1

Определение.  В т о р о й  некоторого элем ента сж редевнвем  тр етьего

Д ‘=-
а . ;

(Xg 62
С2 "  Û 1

®2 С 2 Л 2 С 3 +С,
Я 2 ®1

а3 h С &3 сз Оз сз “ з 6Э

порядка называется тот определитель второго порядка, который получит­
с я ,  если нз определителя тр еть его  порядка вычеркнуть столбец а  стро*
к у , седержащне данный элемент» 

Т ак, аинорок -элемента â j будет определитель

Найда®« шшоры элементов , 6 ^  , Ответы на с т р .  зоа»

Определение» йннор данного элем ента, взяты й &о знаком " м ю " ,  
если c y sn a  ,комаров строка и столбц а, с о д е р ж а л и  этот  элетеет»  -  ч е т ­
н а я , а  со  знаком Ямянуев ,  -  .если э т а  с у ш а  н еч етн ая , н азы вается  алтей“
раическпи дополнением данного элемента»

Т ак, например, етгвб;
литвля Д  будет *

а2 ег
аз ез

)раич1__
»2 Сг |
S3 ез I .

} алгебраическим дополнением ' будет +

С какам знаком б ерется  минор можно запомнить нз таблицы:

будет

:ескмм доволненивм элементе 6Ц »предо-
I алгебраически» дополнением в , 

° 2  ^2  

« з  0 3  •

+  -  +
-  + ~
+ -  +

Говорят, что равенство  ( I )  д ает  разложение определителя по эле­
ментам первой строки» .

Можно д о к а за т ь , что определитель т р еть его  порядка е т я е т  быть ана­
логичным способом разложен но элементам любой строки н любого столбца, 
то есть  имеет место следующее свойство определителей:
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определитель равен сунне произведений элементов любой его строки 
и и  столбца на их алгебраические дополнения.

К равенству ( I )  можно получить в дополнение еще пять аналогичных 
равенств. . '

Запишите, например, разложение определителя по элементам второго 
столбца. Ответ сверьте на стр . 306.

Пример I .  Вычислить определитель, разложив его по элементам

второго столбца: I  -3  9
8 4 I I
3 1 5

Ответы: а) -  48; б) -  6 ; в ) -  170; г )  -  128.

Если Ван ответ б ) , можете решать пример 2 ;  если Ваш ответ а ) ,  в) 
или г ) ,  читайте стр . 66. '

Пример 2 . Вычислить определитель, разложив его по элементам 
третьего столбца: ■ ■- х  0 х

-х  -1 0 •
1 -х  О

Ответ: X  ( х &  + 1 ) .  Если Ваш ответ не совпадает с данным.

смотрите указания на с т р . ,10 б . Если -  совпадает, решайте пример 3 .

Пример 3 .
строки:

Вычислить определитель, разложив по элементам первой

1 2 . 4
"2 1 - 3 .
3 -4 2

Ответ: 0 . Если Ваш ответ другой, смотрите стр. 20а; если Ваш 
ответ совпадает с данным, читайте стр . 14.
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а) Решение примера I  стр . 16»

К элементам третьего столбца прибавим элементы первого столбца, 
умноженные на 2:

3 2 I 3 2 1 + 3 - 2 3 2 7
-2 3 2 X -2 3 2 + (~2)»2 = -2 3 -2

4 5 3 4 5 3 + 4 . 2 4 5 I I

Продолжайте читать стр . 16, пример 2 .

б) Решение примера стр . 18.

1 2  4
-2 1 - 3

3 -4  2

5 2 4
0 1 - 3

- 5 - 4  2

прибавим к элементам первого столбца элементы вто­
рого столбца, умноженные на 2 , получим:-

теперь к элементам последней строки прибавим элемен­
ты первой получим;

5 2 4 =  этот определитель разложим по элементам первого столб-
0 1 - 3  ца:
0 - 2  6

-3
6

= 5(6  -б )= 0

теперь решайте пример 2 стр . 18.

в) к  стр« 15.  Выносим 
первого столбца и множитель

за знак определителя множитель 5 элементов
3 элементов второй строки:

5
3

10
15

= 15(б-5)=15

Решайте пример 2 стр. 15.
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Рассмотрим некоторые свойства определителей третьего порядка.
Заметим, что все они справедливы и д а  определителей второго порядка.

Свойство I . Величина определителя не изменится, если каждую строку 
заменить столбцом с тем же номером.

Это свойство может быть записано так:

легко

■ с* а 2  а 3
й 2 С 2 ж 6} 6 3
О-з &3 С3 С 1 с г  с з

О

Справедливость этого свойства 
тель но формуле ( I ) .

Пример. Дан'определитель

проверить, вычисляя определи-»

О О
8 4
I  5 

стр« 30 г

.Проверить на нем свойстве II
3
7

В случае затруднения смотрите
Замечание« Так как по первому свойству строки и столбцы равноправ­

на, то в дальнейшем будем рассматривать свойства только для столбцов«
Свойстве 2 . При перестановке двух столбцов определитель меняет 

лишь знак. Так, например, переставляя первый и второй столбцы, получин:

ПОМОЩЬЮ

«1 С 1 $1 а 1 с 1
&2 2̂ 6 2 а2 с2
с 3 С3 83 а3 с3

проверить с
с двумя одинаковыми

С1с 2 = 
с з

третьего столбца:

Это свойство также легко
Свойство 3 . Определитель

1

формулы ( I ) .  
столбцами равен нулю:

Разложим определитель по

а 1

«2
а з
элементам

а 1 
а 2 
а з

о .

<4
а г а 2
а з а з

~С,
а, «1

•2 а3 а3 |+ сз а2 а 2 г1(а2а3-а2а3)-с2^ а 3-а1а3)+
+ с3(а1а£ ~а}а2)=0,

что и требовалось доказать.
Пример. Вычислить устно 8

5
8

4
О
4

I
8
I

Указание на стр. 31а.
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5>о.«ство.4. 
число равносильно

а 1
*2
а3 к63

Умножение всех элементов какого-либо столбца на 
умножении на это числе самого определителя.
С1
сг
с з

q
С2

- _ ^3 ° 3  сз
Разложим определитель, стояний в левой части равенства, 

ментан столбца, получим: 
- К б .  I ° 2  °2 1+кб

к62 = К • а 2

а, 83

е

Н©

=  К
a, 8, с, 
« , Л  с2  
а 3 А* с з

что и требовалось доказать,
Следствие. Общай множитель всех элементов столбца можно 

за знак определителя.
Пример I . Вычислить определитель, используя свойстве 4:

5 ■
8

I ю
| 15

Прамер_2. Eascfi максимальный a se sa se is  иожно вынести аа
3
б
9 

Свойство 5 .
го столбца равны нулю.

Дан определитель:

Ответ на стр . 13в

делителя 4
24 8
4

Определитель равен нулю, если все элементы
О
оо

1

1

Отает на стр® 29®
знал онре-

некоторое

разложив определитель во

I 1
Цэ On
5  6з
элементам

. Докажите это свойство,

третьего столбца.
Свойство б.  Если соответствуйте элементы двух столбцов пропорци­

ональны, то определитель равен нуля.
Это свойство есть следствие четвертого и третьего
Пример. Вычислить устно определитель

Ответ на стр . ЗОв

-2  5
4  -2
4 -10

свойств.
3
7

-б
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Свойстве 7.  Если элементы некоторого столбца представляют собой 
еуш у, то определитель молот быть представлен в виде двух определите­
лей; у одного оиредежэедя элементы рассматриваемого столбца равны

столбцы не изменены.Упервым слагаемым, другого -  вторым. Остальные

т&1 + кс 1 с 1
т62 + кс2  Ц>2 с2
т63 + кс3 63 с3

Ответ; 0 . В случае затруднений с решением этого примера смотрите 
указания на стр . 20в.

Свойство 8 . Величина определителя не изменится, если и элементам 
какого-либо столбца прибавить элементы другого столбца, умноженные на
один а тот хе произвольный множитель

а 1

^2 ®2 
а3 63

а 1
а 2 + £сг 
а3 + ес3

61 Ci
62 с 2

с з
Дримвр. X* Воспользовавшись свойством 8, докажите справедливой.

равенства:
I  2 

-2  9
3 6

2 4
9 -2
6 9

Если пример вызвал затруднения,
Пример 2 .  Вычислим определитель

читайте стр . 316.
I  I  - I
I  - I  I

- I  I  I
Воспользуемся свойством 8 и создадим в каком-либо ряду один или 

два нуля. (Рядом называется строка или столбец).
Например, прибавим к элементам первого столбца элементы второго
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столбца, получим определитель 2
О
О

I 
- I
I

- I
I
I

А теперь разложим определитель по элементам того рада, где полу­
чились нули, то есть но элементам певрвого столбца:

= 2- -1
1

1
1

Чтобы создать в каком-либо раду 
свойством 8 несколько р аз.

Например, вычислим определитель

два нуля, макао воспользоваться

I
“ I
1

17
13
7

-7
I
I

Создадим нули в первой столбце, 
Сначала прибавим к элементам первой 
умноженные на - I ,  затем 
третьей строки. Получим

1 + (-1) 17+(~7)
-1 + 1

1

к элементам

производя операции над стрбканне 
строки элементы третьей строк®9 
второй строжи прибавим эжеивня

О 
о
1

10
20
7

-8
2
1

13+7 1+1
7  

Затем раэложни определитель
0 10 —8 10 —8
0 20 2 = I  • 20 2 .
I 7 I

по элементам первого столбца:

воспользоваться свойствен 4 : вынести га  знак определителяздесь мокко
второго порядка множитель элементов первого столбца -10 и множитель 
элементов второго столбца 2 :

-  4
I

1
2= I  .  10 . 2 = 20 ( I  + 8 ) = 180
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А теперь p e n s e  несколько примерев самостоятельно.
Пример I .  Воспользовавшись свойством 8 , преобразовать определитель 

таи, чтобы в каком-либо ряду два элемента стали равными нули, а  затем 
вычислить полученный определитель.

1 2  4
-2  1 - 3

Ответ: 0 .  Если ответ совпадает с данным, решайте пример 2 , в про­
тивном случав евюжрЕте стр . 136о

Пример 2 .  Доказать тождестве

Х 1
* 2  ^2
*3  Уз

У2 "У1

Если пример вызвал затруднения, читайте стр . 296, а  если нет, -
реиайте пример 3 .

Прныер 3.  Доказать тождество

а  8 
а? б г

а 3  63

С
®а6с(6-а)(с-а)(с-6) .

Если пример вызвал затруднения, читайте стр . 206. Теи, у кого не 
вызвали затруднения примеры I ,  2 и 3 , пример 4 можно пропустить.

Познер 4 .  Доказать тоадеетв® 

=  '/
1 + COSoC f+sinoc f
1 -  Sinoc i + cosoc 1

1 1 1

В случае затруднения сиотрнте стр . Юв.
Для закрепления материала § 2 предлагается ремить следующие при- 

иеры. (Предварительно проверьте, запомнили ли Вы свойства определителей).
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I )  Вычислить определители:

3 -2 1
а) -2 1 3

2 О -2

а 0 а
б) 0 а а

а а 0

ответ: -  12.

ответ: -  2 в \

2) Не раскрывая определитель, доказать справедливость равенства:

3) Не раскрывая определитель, решить уравнение:

1 -2 3 1 0 0
-2 1 5 9 -2 -3 11
3 2 7 3 § -2

1 -2 1
4 3 х+9 - 0
5 7 5

ответ: х = -  5«

4) Не раскрывая определитель, доказть тождество:
С 1

^2 =

а^+ла2 6^с(62 с^о(с2
5) Доказать тождества:

а)

б)

1 51По£ 51П2<Х
1 51пр З'Ц̂ з =(51По1-51пр)(51пр-'51пЙ(51пу-51Ла1) .
1 5спу 3 й

I 1 1
Ч* №  Ы  
У *  ¥ ?  Л

51п(°^)51п(р-№1п(Х-
005^0^3$^ С052̂

Переходите к § стр» 21.
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а)
I

-2
3

Решение примера стр« 12.
2 4
I  -3

-4  2
I  •

I  -3
■4 2 -  2 »

-2 -3
3 2 + 4

-2 I
3 -4

(2 -  12) -  2 (-4 4-9) -8- 4 (8 -  3) = 0

Читайте дальше стр. 14

1 1 1 < О 0
абс- а 6 с а 6-а с-а

а2 62 с2 <£ 6*-аг сг-а2

абс« 62~а2 с2-а2 = авс(6-а)(с-а)
1
6+а

1
с+а

=а6с (6~а)(с-а)(с+а -6-а)=  а8с(6-а)(с-а)(с-6)
Ревайте пример 4 стр* 18,

в) к СТР. 16.

т^+кс. с1 тб2 +кс2 с2 
тЬ3+кс3 в3 с«

воспользуемся сначала свойством 7

нуле.

плв2 £ <4с2 +кс4 кс2 к С1 с2тб3
8 3 С$ КС3 бз

= 0 ,
тойству 6 оба слагаемнх разни

Продолжаете читать стр. 16«
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§ 3 .  РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ТРЕХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ

Дана система

( I  )

й1 с *62 с2
63 сз

Определитель» соетазленннй из коэффициентов при неизвесвднх» 
назы вается определителем системы и ^ о з н а ч а е т с я  буквой Д  :

«2
Й 3

Д

Если в определителе Д коэффвдиеати при X  зам ен и т , 
свободными ч л е н а « »  то  получим определитель» который обозначается  
т а к : 

С 1 
с 2  .

С 3

Заменяй свободными членами коэффициенты при неизвестны х ц
и 2  ,  подучим аналогично еще д в а  определителя:

Д Х ¿ 2

¿3 Ч

V
а < <ч
& 2 ^ 2  ^ 2  

й 3 ,  А  с з
Систему ( I )  путем тождественных преоб] 

к  виду:
Д - Х  =  д х  ;

=  ; 

д г » д 2  .

(. 2 )
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I )  Если Д ^  0 , 1 0  система имеет единственное реиение;
которое определяется по формулам Крамера:

Пример I ,  Реммть систему уравнений:
'2 х  -  и -  г  = 4  ,
З х  + 4 у -2 2 = 1 1  ,

. Зх -2 у +  4 г  =11 .
Ответ на стр. 31в.

2) Если Д ■ 0 , а  хотя бы один из определителей Д х  , Д „  , 
Д 2  отличен от нуля, то система не имеет реиений. В этом случае 

©дно из равенств (2 ) становится невозможным.
3) Если Д  = Д Ж = Д ^ = Д ^ =  0  , то система или

яе ииееэ решения или имеет бесчисленное вножестве решений.
Выводы I ,  2 , и 3 следует запомнить.
Пример 2 .  Дана система:

[ х + у  -2 2 = 1  ,
< х  -2у + 2 = 0 ,
I  6х -9у + 32 = 1 .

Вычислите определители Д , Д х  ,

Ответ: Д = Д Х = Д ^ =  Д 2 = О 

ней рекомендуется пользоваться свойствами

Д у  >

.  При вычисле- 

определнтелой. Указание на
стр . 31г. ■

Можно заметить, что третье уравнение этой системы есть линейная 
комбинация первых двух уравнений. Если умножим все члены второго урав­
нения на 5 и сложим с членами первого уравнення, то получим третье 
уравнение. Следовательно, система сводится к двум уравнениям с тремя 
неизвестными. Такая система имеет бесчисленное множество реиевий. Для 
^ого, чтобы отыскать любое реиение из этого множества, р.-ссиотрни лэ-
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бую пару уравнений, например, первые два:
Г х + и - 2 н = 1 ,  
(_ х ~ 2 у  + 2  = О , 

и выразим какие-либо два неизвестных через третье.
Так как определитель второго порядка при неизвестных х  и 

I  I  ’
I  -2

у, отличен от нуля: д ' = -  .2 -  1 .  -  3 # О,

то можно единственным образом выразить х  и у через 2

Для этого решаем систему х  + у =  ■/ + 2 2  

X  - 2 у  = - 2

двумя
1

- 2

как систему двух уравнений с
1 + 2 ?

- 2
д '  = - 3 4

1

1
1 + 2 2

- 2

- 2  - 3 2  2  , ,
х — - з —  = Т + 2  ’

_ 3 ~ 3 2  '

Итак,

х = т +2

>
неизвестными.

= - 2 - 3 2

= - 2 - 1  - 2 2  = - 1 - 3 2  ;

• ( * )

Придавая 
цие значения

произвольные
и у ;

Пусть, например, 2  = _-1_ _ __
Получили решение: х = у  > ^ = 0 , 2  = - у  •

Если положить = 0 , получим решение:

2
X

значения, вычисляем соответству»- 
по полученным формулам (ж) .

- 1 -  тогда х  = ^- , у  = 0 

И т.д.
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Пример 3 . Дана система: X + Ц- 52 =1 , 
2 х 4-2̂ —102 = 2 , 
Зх + Зу~15? = 3 .

Вычислите определители Д , Д х  , Д ^ , Д 2  .

Ответ: д  = д х = Д о = д 2 = 0  .
Можно заметить, что коэффициенты при неизвестных и свободные 

члены пропорциональны. По сути дела имеем лишь одно уравнение. Следо­
вательно, система имеет бесчисленное множество решений.

Чтобы получить любое решение из этого множества, возьмем одно 
из уравнений системы, например, первое и, придавая произвольные зна­
чения двум любым неизвестным, найдем соответствующее значение треть­
его неизвестного.

Например, если X = 0 , 6 , ТО 2 = 1
Пример 4. Дана система уравнений: 2 х - у  +7г = 2 , 

‘ 6х-Зу+212= 6, 
-4х+2у~142 = О •

ны.

Вычислите определители Д , Дх  , 
0®ве®г Д = Д х  = Д ^ = Д 2 = 0  .
Легко заметить, что первое и второе уравнения

Следовательно, система сводится к такой:
2х -  у + 7 2 = 2 , 2 х - у
4х +2у-Й-2 = 0 ИЛЕ [ 2 х -у

системы эквивалент-

7 2 = 2 ,
7 2 = 0 ,

+
+

а  последняя система несовместна. Поэтому и данная система несовместна. 
Для закрепления материала § 3 предлагается решить ниже следующие 

системы. Предварительно рекомендуется проверить, запомнили ли Вы выводы 
I ,  2 и 3 . Если -  нет, вернитесь к стр. 22, а затем уже решайте примеры.
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Г х  + 2у -  3 2  = 0 ,
а) 5 2х  -  у + 4а=1О , 

[ З х +  у -  2 = Л  .

Ответ; х =  1 ,
Ч
= 3 

б) х + у -  Ч = 72 , 
х + 2 -  у = 26 , 
у + 2 -  эс = 1 4 .

Ответ; х  = А 9 , 
Ц= 43,  
2 =20.

в) Г х + 2у + 2  = О 
{ х + у -  2г = О 
[ 2х -  у + 2 = О .

Ответ: х  = у = 2 = О

Переходите к стр» 26,
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§ 4 . ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И  -го  ПОРЯДКА И РЕШЕНИЕ 
СИСТЕМ П. ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С

П  НЕИЗВЕСТНЫМИ

Определение» Определителей П. -го  порядка, который обознача­
ется так;

а « а п  «13 • • • * ^ 1  я
«21 «22 « 2 3 ............ • • ■ а 2 п

& М • • • • & т п

называется число, равное суиме произведений злеиентов какого-либо 
ряда определителя на их алгебраические дополнений»

Алгебраические дополнения элементов определителя любого порядка 
определяются так же, как для элементов определителя третьего порядка^ 
вычеркивая соответствующие ряды и определяя знак»

Пример I . Разложить по элементам третьей строки определитель 
1 2 - 5 5

л 2 1 1 4
А ~  I  - I  3 I

I  I  I  I

Получим:

2 - 5  3 1 -5 3 1 2 3 1 2 -5
Д а 1 1 Ч -1(-1] 2 1 Ч +3 2 1 Ч -1 2 1 1

+1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Пример 2 .  Вычислить наиболее рациональным способом определитель:

0 5 1 3
2 1 0 - 1
1 3  0 2

-1 0  4 1
Ответ на стр» 32а.
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Свойства определителей любого порядка -  такие ке как у апреле» 
жителей третьего порядка и доказываются аналогична®

С поиощаэ определителей П. -го  порядка по формулам Крайера 
решается система П. линейных уравнений с П  неизвестным®

Дана система
П

а 113&1 +  +  а П Х 3^

^ х г +  а 22ж г *  агзх з1'

Составляем

я

определители Л ,  Д х <  , , . . . ,  Д Х р ь

«11
«21

«12 
«22

а.,, . . . . , си~^13 • • •
а 23 “ ■ ‘ ‘

эт
’ а 2п

а п1 «п2 «пЗ . . . . 7 .

£ ' / йй.
■ 1 Л

«23 а 2п

*п «Я 2 «пЗ ’ «пп

«11
°21

«12
«22

«13 * • • •
«23 ‘ ’

% 1 а п2 «пЗ  • • •.

Если определитель системы Д  О , к  система имеет един­
ственное решение, которое запишется ио формулам Крайера:
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,А'1 д > V  д п д

Если определитель система равен нулю, то она или не имеет 
решения иди имеет бесчисленное множество решений«

Пример. Решить систему уравнений:

( Х ( + х 3 -  х 4  » •/ ,
■ ‘ / х 2. “  *

-2х.+2х+х, =0,
. V  *; + V - 1 -

Ответ на стр. >26.

На этом работа с пособием закончена.

 



а) к СДР» 8» Подсчитаем определитель системы:
| 2  5  ! « 2 • 6 -  4 • 3 ж О
Й  б I

Так как » 0 г
либо имеет их бесчисленное множество. Найдем

5 3
7 6

то система либо сове ей не ш еет реиения5
Дх  и Д ^

5 • 6 -  ? • 5 » 9  О

оветеаа ив имеех реаений.

Реияве пример 3 на стр . 9 .

б) к етр . 18. внятен из элементов второй а третьей строк элеиен«- 
тм первой строки^ а затеи разложим Получения! определитель по элемен- 
таи третьего столбца: 
х > а< 1, Х 2"Х 1
*2 а2

— п ®1’
х . Чз ’

Решайте пример 3 на стр. 18.

в) к стр. 15. Выносим из первого столбца мноките/ я з  в т о ₽°" 
го столбца множитель 4 , аз второй строки множитель^

3 4 1 1 4 1 1 1 1 У"" 1 1 1

6 24 8 2 24 8 = 3-4- 2 6 / «3-4-2- 1 3 4
9 4 1 3 4 1 3 !/1 3 1 1

Продолжайте читать стр . 15.
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а) Ж Л Ж & Л Hrasp аяевеяаа Й 9 0СТЬ определитель;

Минор эжеиеета S2
есть определите» s

Ô1

«3
<4 
а з

С 1

С3
С 1
с з

>

Иянер эленеита сз есть определитель

Продолжайте читать стр . I I

а, 
а2

в

Теперь решайте прянерн на стр, 12

Читайте стр. 16

то. 15. Определитесь равен нуда« тая как элемента первой 
пропорциональна®

О
8
I

о
4
5

разлоаш

8 4
и@ атенентаа первой строки

3
8
4

7
I
5
1
5

<• 1 5 4 0 -4  = 36 .
разложив
да:
Продолжайте

Н0 алеиеитаи первого столб-

читать огр. 14,
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а) к cap. 14.  Определитель равен нулв. так как первая в вторая 
строки одинакова.

Переходите к стр. 15.

б )  K..CT.P,,. J 6 .

1 2 2 1 -2 9 + 1-2 1 2 4
-2  9 2 О -2  9 2+(-2)-2 SS ~2 9 -2

3 6 3 3 6 3 3-2 3 6 9

Реиайте п^тае-р е. &£$<> 16.

■) В HP« 22« х = 3 ,  ip=z = 1 .
/1=60 âx =180; â^=Ag«60

Продолжайте читать стр. 22.

нрибавнм к элакентак вторето м « б ц а  
элемента третьего столбца

так как столбцы аронорцЕональнк.

Продолжайте читать стр . 22.
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а) к стр» 26♦ Наиболее рационально разложить определитель по 
элеыентаи того ряда, где больше всего нулей, в данном случае но эле- 
ментаж третьего столбца»

О
2
1 

-1

1 О -1
3 0 2
О 4 1

5 1 3 1
3
О

-1 0 5 3
2 -4 - 2 1 Н
1 1 3 2

в нокученнах оиределитеаях третьего норяда нолучни в каком-либо 
ряду нули

1 1 -1 0 5 3 5 3
[ 3 3  2 -4- 0 -5 “5 -  -

0 0 1 1 3 2 -5 -5

Переходите к стр. 27.

б) к сер,  28. х ,л 
 '1

2 
" 3 » х 2 = т ; х з :--0; х 4= - 1

3 •

1 0 1 -1 1 0 1 -1
0 1 0 -1 1 1 О -1

Л = -2 2 1 0 = 9; 4  = 0 2 1 О -6-,

1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 -1 1 0 1 -1

ч- 0 
-2

1
0

0 -1
1 0 « 4  =

0 
-2

1
2

1
О

-1
О =* 0;

1 1 0 1 1 1 1 1.
1 0  1 1

1 1 0  1
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