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П редлагаемое пособие предназначено для студентов 
первого курса  ВТУЗа. Оно представляет  собой попытку 
м оделировать практическое зан яти е  по ванной и труд
ной теме м атем атического ан ал и за  иНепрерывностъ и 
разрывы функции". Эта руководство можно и спользовать 
для сам остоятельного  изучения темы, а  также для про
ведения практического  за н я т и я .

Для работы с пособием тр еб у ется  предварительное 
знаком ство о элементарными функциями и теоремами о 
бесконечно малых и о пр едел ах . Пособие н азвано  про
граммированным потому, что при изложении м атериала 
применяются методы программированного обучения.

Его нужно чи тать не т а к , как  обычную кн и гу . Изу
чив часть  м атериала , нужно, как  правило, решить при
мер или о твети ть  на контрольный вопрос и перейти на 
ту страниц у , номер которой у к азан  после одного из 
предлагаемых возможных о т в е т о в . К такому необйчному 
ппутешествию" по страницам можно довольно быстро 
привыкнуть, а  некоторым оно может даже п он равиться .

Ответственный редактор -  к .ф -м .н .  доцент Г.Д.ТРОШИН
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НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

§ I .  Приращение функции

Пусть независим ая переменная X  сн ач ала  принимает значение Х о  , а  з а 
тем X j  . Р азн ость Р- t  -  Х 0 назы вается  приращением аргум ента X  и 
о бо зн ач ается  А х , Тогда X /  =  Х о + А Х  . При этом г о в о р я т , что мы 
перешли от Х 0 к Х г  , придав аргум енту X  приращение А Х  .

Пусть функция определена в некоторой окрестности
точки Х о  . Значение функции в  этой точке / ( Х о )  . Придавая аргум ен
ту X  приращение А Х  , подучим точку Х а+А Х . . Новое значение 
функции будет равно f (X o * A X )  .
Р азн о сть  / ( X o * A x J - / ( s C o )  назы вается  приращением функции в точ
ке Х о  , вызванным приращением аргум ента А Х  , и о бо зн ач ается  А у  .

Следует за м ет и т ь , что каждая 
из величин АХ и А у  может 
быть как  полож ительной, так  
и отрицательной . Кроме т о го , 
может о к а з а т ь с я , что А у ~ 0  
при Д х Ф О  .

Пример. Найти приращение 
функции у = s A i2 x .  
в точке Хо  .

О тветы:

1 . A y  — Scsz. ( £ Х о + Д Х ) ~ iS ts t-2 X o  с т р . 5 . г .

2 . д у =  - s ix t2 /Х о + А Х )  - 6 и ? 2 х 0 с т р .7 . а .

Если вы с ч и таете  верным первый о т в е т , то смотрите с т р . 5 , г ;  если второй, 
то смотрите с т р .7 , а .

Итак, A y  =  f -fx *  +ДХ) - f f X o J  
Геометрически это выглядит т а к :
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§ 2 .  Определения непрерывности функции в точке и на интордян»

Определение I . Функция назы вается  непрерывной в точке Хо ,
если она определена в некоторой окрестности  точки Хо  и если ££ т А у* 0 , 
т . е .  если бесконечно малому приращению аргум ента с о о тв етств у ет  
бесконечно малое приращение функции.

Определение 2 . Функция назы вается  непрерывной в точке X » ,
если она определена в некоторой окрестности  этой точки и если &snJfa)=f(Xo).
Эти определения эквивалентны : каждое из них можно получить из д р у го го .

О пределение. Функция f ( * )  н азы вается  непрерывной на некотором 
и н тер в ал е , если она непрерывна в каждой его то ч к е .

Прочитайте еще р аз  внимательно эти  определения и зау чи те  их.

ЕЗССМ21ВШ_ШгаМ2Е• Д о к азать , пользуясь определением I ,  что функция 
f(x)isC O SX . непрерывна в области ее  определения.

Решение ,

Эта функция определена при в се х  значениях X  .
Возжмем произвольное фиксированное значение Х ъ Х о  и дадим значению 

ЛЬ произвольное приращение й Х  . Получим точку х  =  Х о + А Х  . 
П ервоначальное значение функции f (X e )=  COSXo , а  новое значение

£С*о+Ах)=> COSfXe+Ax). Тогда приращение функции 
A y = f(X e+AX)-fCXo) =  COSfXo+AXj-COJXe =  - 2 s i x t  (x0+ £ g j- S u i

Теперь найдем предел при А Х -*  О
~5~

£ ix r tA y  ~  £ й п  Six2(Xo+ ~s~J — О  при любом Х а ,
AX-*0 &Х-+0 'a  t/sa~SvenMOfi весхомвмоНСГ.Л&Р

т ак  как  произведение бесконечно малой величины на ограниченную есть в е 
личина бесконечно м алая , а  ее  предел равен  0 .

Таким образом , функция f(x.J=COSX определена в окрестности  точки Хо 
( т . е .  в ин тер вал е , содержащем точку Хо  ) и '

Значи т, она непрерывна в точке Хо .
В силу произвольности  значения Хо д о к азател ьств о  справедливо для лю

бого X  . С ледовательно , функция f (x J = C O S X  непрерывна при всех  
зн ачениях  X  , т . е .  во всей  области  определения функции.

Теперь перейдите на с т р . 8 и попробуйте решить пример I .
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Н еверно.

Определите область сущ ествования функции.
З атеи  найдите приращение функции в произвольной точке Х о  .

Значение функции j - ( x j= 3 x * - b  в точке (Х о+ Д х)  равно 

f ( x e+ a x ) = 3 ( x c + A x ) 2- 4 f .
Заверш ите решение примера и переходите к с т р .15 .

©
Совершенно в ер н о . Вы показали  понимание обоих определений непре

рывности функции в то ч к е .
Так как  функция по условии определена в  ( - 5 , 0 ) ,  т . е .  в

о крестности  точки X  = - l f и , то она непрерывна в

точке X = - /  . Значит, согласно  определению I ,

а х -» о  д х -* о

Переходите к с т р .  I I .

® Н еправильно.

П роверьте свое  решение и верн итесь на с т р . б .

© Н еверно. Значение функции t j = S t f l 2 x  в точке Х о+ Д Х  будет 

S in .  2 {Xq у-AxJ  .

Переходите к с т р .  7 , а .

2-2~а&
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Выше мы рассм отрели несколько  функций, имеющих точки разры ва второго
р о д а .

Теперь возьмем функцию У *

Эта функция элем ентарная и определена при в се х  значениях  х  , кроме 
X  = 3 .  Значи т, она непрерывна при Х ф З  , а  Х = 3  -  точка разры ва. 
Выясним, какого  она р о д а .

Для это го  найдем - f  ( 3  -  О ) — j ~  =  f

Д е л а е м  замену

s c - * i
л

~ и .  Тогда Ц -* + & о  з - х  (----------------------- если Х ~ *3

и

7С Вспомните хотя  бы 
график функции 

а.% с£ри

J*T "<?■ 3 ”,gP'»6®W
З д е с ь , как  и раньш е, положили , н0 теперь - « « ^ ^ < 0 п р и  Х > 3

и поэтому U - + - 0 0  при Ж -+ 3  .

И так, функция имеет конечные односторонние пределы.
З начи т, Х - 3  -  точка разры ва первого р о д а .

Напомним, что скачком функции f(X .J  в точке разры ва Л # . . ( в  точке р аз
рыва первого  р о д а ) назы вается  р азн о сть  ■f-(Xo*0}~f(Xa~0  ’

В нашем примере скачок  равен  -  ~~ ~ - j -  -  ТС .
График функции вблизи точки ж -3  можно схем атически изобразить т а к :

Решите за д а ч у .
Определить род точки разры ва функции 
у = ¥ Е Щ ~ ± . . .  и найти ск ач о к , если

им еется точка разры ва первого  р о д а . 
П остроить график функции вблизи точки 
разр ы ва .

.к /

Ответы: I )  Точка разры ва второго  ро да .
2 )  Скачок равен  0 .
3 ) Скачок р авен  -  .

с т р . 5 , в . 
с т р .2 0 . 
с т р .Т З ,б .
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J ®  Вы с ч и т а е т е , что A i^ —S i* /7 2 {X o ,+ A X .)—ScszS-X®

П равильно.

Теперь найдем приращение функции y = s £ r t 2 x в точке Х 0 -  Щ-

I )  при А Х - ~ ~  ; 2 )  п р и Л Х  =  - - ^ -  ; 3 )  при A x = 7 V  .

1 ) а\и  =  S u z  1 { $ + & ) - $ и г  2  J = s U / * C + f - ) - J V 2 7 T =  =

2 )  A y ~ S L a Z ( ^ - ^ ) - S L a 2 ‘:f ~ S ^ ! ' y<: - f :j - 0 = - J -  ■

3 )  j y =  sisz2 ff^ J-S uz2 -f= s2 s?-3 n :~ sLn% := 0-0=  О

Переходите к с т р .4 .

Вы опять допустили ошибку. Видимо, вы н есер ьезн о  работали  или не 
в зо б р а л и с ь . Поэтому вам нужно вернуться  на с т р .З  и сн о в а  проработать 

в ес ь  м атериал .

( в )  2SES2*. 2
Функция a = 7x+/ji не определена в точке Х.— - 1  . Точка Х = - £  есть  

точка  разры ва второго  р о д а , т . к .

: * & 0
j e >

Вы верно подметили, что функция 
величиной при Х --+-А  
при в с е х  значениях jc 
ки разры ва x ~ ~ i  имеет следующий ви д :

х-+-х A W / 2
S S  # в О

яв л я ется  бесконечно большой 
причем положительной величиной, т . к .

. Поэтому график функции вблизи тон- 4

А У

i О
----~-С

Точку разры ва второго  рода будем 
назы вать точкой бесконечного  р а з
ры ва, если хотя бы один из одно
сторонних пределов беско н еч ен . 
Значи т, можно с к а з а т ь ,  что Х = - £ -  
точка  бесконечного р азры ва.

Как вы ду м аете , есть  ли точки разры ва второго  ро да , которые не являют
ся  точками бесконечного разры ва.

Ответы: I )  Есть,- с т р .  12.
2 )  Н ет. с т р .1 9 ,б .
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Решите сам остоятельно  пример I .

Пример I .

Д о к а за ть , п ользуясь  определением I ,  непрерывность функции f ( x ) = 3 x 2-k  
и вы ясни ть , на каком ин тервале  эта  функция непрерывна.

Ответы: I .  ( -  © о  ,  с о J  с т р .15 .

2 .  Функция непрерывна не при в с е х  зн ачениях  X  . с т р . 5 , а .

Пример 2 .

И звестно , что функция y s f - ( x )  определена в ин тервале ( - 5 , 0 ) ,  

£ ( - 1 ) = 3  и , кроме т о г о , £ i s n f - ( x ) = 3  . Чему равен

й х -~ о
Ответы: I .  С с т р . 5 ,6 .

2 .  Числу, отличному от 0 , с т р .1 6 ,а .

Пример 5 .

Функция f ( x )  определена на  всей  числовой оси .

И звестн о , что f ( 2 ) = 5  и & s n [ f ( 2 + 3 X ) - 5 ] = 0 .
л . ,  Д Х -+0

Найти C ls r t f C x ) . 
x - * z

О тветы: I .  О с т р . 7 ,6 .
2 .  Число, отличное от  0 . с т р .1 0 ,а .
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Правильно.

Функция определена при в с е х  значениях X  , кроме Х&3
З н а ч и т ,X « 3  -  точка разр ы ва . Чтобы выяснить род точки разр ы ва , найдем 
пределы с л е в а  и с п р ав а .

Предел с л е в а  3 - 0 )  -  £ / s r z  - - - —  =  +  е х э  .
'  '  ж-г л 3 - х

В самом д е л е , функция при Х-&Э  я в л я ет ся  бесконечно большой вв'
личиной как  обратная по отношению к бесконечно малой величине ( 3 - х )  
причем------------------------------------- ---------------------------

при х < 3  .
А налогины м  образом находим правый п р е д е л :

-  бесконечно большая положительная вели чин а, т . к # —z—

Знак ( - )  объясн яется  тем , что при ас> 3

Зн ачи т, точка  Х*2> е сть  точка  разры ва вто р о го  рода 
окрестности  точки ж ~ 3  имеет зи д  :
Чтобы построю ь^граф ик  функции вблизи 
точки разры ва, нужно зн ать  левый и 
правый пределы функции в  этой то ч к е .
В нашем примере из т о г о , что 
£ ( 3 - 0 )  =  f e o  , с л е д у е т , что 

точка  MfcjfC*?) будет перемещ аться по 
графику неограниченно в в ер х , когда  ее 
абсц исса  X  стрем ится к 3 , о став аясь  
меньше 3 ( т . к .  в этом случае  ордината 
У ш # * /  неограниченно в о з р а с т а е т ) .
Подобными рассуждениями можно о б о с н о -- 
в ать  у часток  графика при Х > 3  . В дан
ном примере пряная X - 3  я в л яется  
асимптотой графика функции у  
а  сам график есть  гипербола.

Вы хорошо справились с предложенной
за д а ч е й . Теперь решите такую .
У становить род точки разры ва функции 

Z

функция О  .

График функции в

1}У 4А
I

........ 1 3 „ Г0 ж*

/ u =- L -
j  % 3-х

1
3 - х

У ~ Шг??/2 ш опРеДелв1ТЬ» какой из -приве
денных чертеж ей с о о тв е тс тв у е т  графику 
функции вблизи точки р азры ва .

Ответы: I )  Точка разры ва I  р ода , ч е р т .2 ,
2 )  Точка разры ва 2 ро да , ч е р т .1 .
3 )  Точка разры ва 2 рода, ч е р т .2 .

Э- 2528

\ ■У 1 'У

\

0 Jt 0- JT

черт , £„ черт. 2 ,

с т р . 1 4 ,6 .  
с т р .10 , Б . 
с т р .7 , в .
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Вы правы, если о к а з а л о с ь , что С и п . -fCx)= 5 .

В самом д е л е , по условию функция f-(ac) определена при в с е х  зн ач е
ниях X  ( зн а ч и т , она определена в окрестности  точки X  = 2 ) и

О  . т . е .
дх-+о ^  ' £Х-+0

О  . Зн ачи т, функция непрерывна в точке X  = 2 .  Поэтому, 
со гл асн о  второму определению непрерьш ности, SLrrtfcJC jz? /f2J-S •

Переходите к с т р . I I .  x - * z
Если вы получили другой о т в е т , то найдите свою ошибку и перейдите к 

с т р . I I .
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© Вы допустили две  ошибки.
В ернитесь на с т р . I I  и подумайте еще.

® Вы ошиблись.
2

Функция (x + })i  положительна при в се х  значениях X  и з области
определения.

Найдите еще р аз  и постройте график функции при SC ,

близких к ( - 1 ; ,  но меньших ( - 1 ) ,

В ернитесс на с т р .9 и выберите другой о т в е т .

© Не совсем  т а к .

Один пример вы решили вер н о , а  вот  при решении другого  (б о л ее  про
с т о г о )  вы допустили ошибку, находя левый п р едел . П роверьте свое  реше
ние и в ер н и тесь  н а  с т р .1 2 .
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§ 3 .  Непрерывность элементарной функции

Выше мы д о к азали , что каждая из функций U—COSX и у - Я ч 2-^  непрерыв
на в тех  то ч к ах , в которых она определена .

Имеет м есто следующая теорем а.

Всякая элем ентарная функция непрерывна в области определения.

Д оказател ьство  этой теоремы можно найти в книге I  (см .список  литера
туры на с т р .2 9 ) .

Напомним, что элементарной функцией н азы вается  функция, которая может 
быть за д а н а  одной формулой вида y ^ f f x )  , гд е  сп р ав а  стоящее выраже
ние составл ен о  из основных элементарных функций и постоянных при помощи 
конечного числа операций слож ения, вы читания, умножения, деления и взятия 
функции от функции.

Из приведенной теоремы с л е д у е т , что если элем ентарная функция -f(X )  
определена в точке , то & j m / C x ) = f f c o )  .

Таким образом , чтобы найти предел функции, непрерывной в точке Хо (в  
частн о сти , предел элементарной функции, которая определена в точке Л »), 
достаточно в выражение функции подставить вм есто аргум ента X  его 
предельное значение Хо * г

А  -Например, вычислим J --------— 5— 5—“   .
J x ~*z  ,  2 

/  Vdi-JC v
Функция ? ( х ) =  -----------------------------  ~ элем8Н1'а РНая и определена в точ

ке  Х =  2 .  Значи т, она непрерывна в  этой то ч к е , и

A y / V -  .

. Теперь попробуйте о твети ть  на такой вопрос .
Можно ли с р азу  в о сп о л ьзо в ать ся  указанным выше правилом нахождения пре

дела элементарной функции в следующих случ аях :

ЗС-+£ 2 + & tC S C fl( lу

Ответы: I .  1 ) можно, 2 )  можно, 3 ) н ел ьзя  с т р . 1 6 ,6 .
П. i ) н е л ь зя , 2 )  можно, 3 ) н ел ьзя  с т р . 1 9 ,а .
Ш. I )  н е л ь зя , 2 ) н е л ь зя , 3 ) можно с т р ,  10 , 6 .

. 1У. О твет, отличный от любого из выше приведенных, с т р . К , а .
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Совершенно в ер н о .

Точки разры ва второго  рода не исчерпываются точками бесконечного р а з 
ры ва.

Например, рассмотрим функцию у  =  . Она не определена лишь
в точке  X  = 0 .

Точка X  = 0 е сть  точка  разры ва второго  р о д а , т . к .  CO S-^  не с у 
щ ествует ( т . е .  нет

ни конечного п р ед ел а , ни б е ск о н еч н о го ).
Заметим, что предел сп р ава  также не сущ ествует . Таким образом , точка 

X  = 0 не я в л я ет ся  точкой бесконечного разры ва.
Т еперь, анализируя еще р а з  определения точки разры ва первого рода у 

точки разры ва второго  р о д а , дадим р азвер н у то е  определение точки разры ва 
второго  р о д а .

Точка Х о  назы вается  точкой разры ва второго  рода функции f ( x . )  , 
если хотя бы один и з пределов сп р ав а  или сл е в а  в точке Х 0 не су 
щ ествует или беско н еч ен .

Теперь исследуйте  точку разры ва функций

и г. у -
график с о о тв е тс тв у е т  каждой из функций.

I

и определите , какой

У

( I ) (п ) ( ш )

Ответы: 4 - 1 ,  2 -  П ( т . е ,  функции £. с о о тв е тс тв у е т  график ( I ) ,
а  функции 2.  с о о тв е тс тв у е т  график (П) с т р .2 1 ,а .

i  -  П, 2 - 1  с т р .1 9 ,в .
1 -  Ш, 2 - 1  с т р .1 4 ,в .
i  -  Ш, 2 -  П, с т р .1 0 ,г .

О твет , отличный от приведенных с т р .1 3 ,а .
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Неверно, Вы допустили две ошибки. 
Вернитесь на с т р . 12,

Вы ош иблись. / "  •
Однако, если вы определили, что X  = 0  е сть  точка  разры ва первого 

рода и что один из односторонних пределов о к азал ся  равен  £  , то вы
шли по правильному п у ти . В этом случае вам нужно еще р а з  найти другой 
односторонний предел и определить скачок  в точке X  = 0:

. После это го  верн итесь на с т р .6 и сравни те  свой новый о твет  с приве
денными.

• В точке  X  = -g- разрыв первого р о д а , а  в  точках  X  = h i t  , гд е

К = 1 , 2 , 3 , . . . ,  разрыв второго  р о д а .

Если вы получили точно такие же о тветы , то перейдите на с т р .2 2 .
Если же получены другие о тветы , то найдя свою ошибку и построив гр а 

фик функции, перейдите на с т р ,  2 2 .

f (0 + O )- f (C ~ O )

4-2528
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Н еверно. В ернитесь на с т р .Н  и подумайте еще.

( О  )  Вы ошиблись.
Вспомните классификацию точек  разры ва и вернитесь на с т р .9 .

П равильно.
О

Функция .им еет в точке х  -  5 разрыв второго  ро да , т . к .

■ff5--Oj (Делае“ заменУ ’ To™a
*•' - Г ” . . .  _  s  * ^  ^  &г> тт 1л ' С  ф  а  та гз —.x-*s~

X < - S
К /-» -С о <х5 , если с с -  

ясь  меньше 5)
о с т а в а -

f f s + o )  =  £ is r z . 2
'  X.-+JT

— 2  u =r + o o

- = u

U-+ + CX3

График этой функции вблизи точки

i

(Положим снова jc~5~
Тогда и - * + о а , tc m x - + 5 и х > 5 )

Р аз  хотя бы Один из односторонних 
пределов бескон еч ен , точка X  = 5 
яв л я ется  еще и точкой бесконечно
го  разры ва .

X  = 5 схем атически выглядит т а к :
' Следует подчеркнуть , что когда 

Х -+ -5  , о с та в ая с ь  меньше 5 , гр а 
фик функции((подходит к точке 
( 5 ; 0 )  све р х у , а  не сн и зу , т . к .  
п о казател ьн ая  функция 2 * - г  > 0  • 
Другая функция такле
имеет в точке х  = 5 бесконечный 
разры в, т . к .  f ( S ' O j = - * o  , 

Поэтому ее 
график вблизи точки разры ва такой :

Переходите к с т р .б .
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П равильно.

Функция f ( x ) = 3 x 2-A  определена на всей числовой оси и £3/??йу=0. 
Д ействительно, прирашение функции в точке Хо  равно

Д у  = f(* t> + A x )-f(X o ) = [ 3 ( x 0+axJ'l~2/ J ~ f 3 x o -  4 J =  6х> -Ах + 3 л х \

Найдем & s r i d t / =  £b-r?fcsC oA X +dA X 2)* бпо теоремам о пределах  про- 
АХ-+0*7 A X -+-0 Низведения и суммы)

-  &s?z 6z0 £йтгЗХ +3£йггЗ:X -£3+гЗХ ~  6х> • 0+0= О 
ах-+о  а х - г о  а х -+ о  &Х-+0

при любом Х о  . (З д е с ь  £ й * у 6 х 0 = 6 х 0 > т . к .  бХо -  чи сло; оно не
зависит от а х  )

Значит, функция f ( x j = 3 x 2- 4  непрерывна в области определения, т . е .  
в ( - о о ,  о о ) ,

1 Теперь проведем д о к азател ьств о  непрерывности функции • f ( x ) - ' З х ^ —̂ i 
(п о л ьзу я сь  определением 2 .

Эта функция определена при в се х  значениях X .
Возьмем произвольное значение ХягХс, , найдем значение функции j-(x <>), 

вычислим и убедим ся, что вы полняется р авенство  .

В нашем случае f ( X o ) = 3 X o - 4  , a  ■ u O rt/fx J s  с З п . / J x i -
(по теоремам о пределах  произведения и алгебраи ческой  суммы)

£ 3 г г г 3 х 2~ £ й ^ 3 = :  ЗЗ З гг> х  £ О г 7 Х - 4 = З Х о ~ 4 .
_  Ж-+Х° ЭО-*Хе Ж-ГЛГо X-fXo

И так’ ~ ' 3на,1ИТ< эт а  функция непрерывна в точке Х 0,
но так  как  точка Хо была в зя т а  произвольно , то функция f ‘( x ) = 3 x ^ - ^  не
прерывна при любом X  .

Попробуйте теперь сам остоятельно  решить за д а ч у .

Д о к азать , п ользуясь вторым определением непрерывности, что функция 
У = Х * - ^ -  непрерывна в точке X  = 2 .

Решив эту зад ач у , переходите к примеру 2 на с т р .8 .

Если за д а ч а  вызывает затруднения, то смотрите указания на с т р .2 3 ,в .



а .

Н еправильно.

Повторите оба определения непрерывности функции: сначала  в то р о е , 
затем  п ер в о е .

Какой вывод можно сдел ать* и з т о го , что и функция

ff lc )  определена в ( - 5 , 0 ) ,  т . е .  в окрестности  точки х .  = - I  ?

Что из себя  пр едставл яет  р азн о сть  f ( - I + d x ) ~ f ( - £ )  ?

Завершив решение это го  примера, переходите к примеру 3 на с т р .8 .

-  16

Вы ошиблись в одном примере. 
В ернитесь на с т р .П  и подумайте еще.

Н еверно.

Точку разры ва функции f ( x ) * - j z £  вы, наверн о , нашли с р а з у . Это
точка X  = 3 , т ак  как  функция определена всюду, кроме X  = 3 .

Т еперь, чтобы выяснить род точки р азры ва, наймите пределы сл е в а  и
сп р ав а , т . е .  — и — • . Будут ли они оба конечны ?лг-»3 3 -х  х~*3 З 'Х

х < з  Х > 3

Сделав соответствующ ий вы вод, переходите на с т р .9 .

Н еверно. -

Если вы установили , что в точке X  =' - I  (функция непрерывна, а  в 
точке, д : и ™  разры вна, то зд ес ь  вы не ошиблись.

Найдите теперь о бл асть  сущ ествования функции у я с б р х  , р ассм ат
риваемой при X  > , и верн и тесь  на с т р .2 4 ,
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§ 4 . Исследование на непрерывность функции, заданной несколькими
Формулами.

Рассмотрим функцию

,  f  О  при X  «■ i  

'  ~  £ Х -1  при „X > /

Сразу можно отм етить , что эт а  функции непрерывна в интервалах  { - © о , I ) ,  
(Х,+ о о ) .

В самом д ел е , в первом интервале j - ( x ) = 0  , а  функция у  = о -  это 
элем ентарная функция, которая непрерывна всюду на числовой оси , значит и 
при Х < £  . Аналогично, на {1  ,+ 0 0 )  f ( x ) s . ~ Х - /  -  это элем ен-,
тарная функция, которая непрерывна в тех  то чках , в которых она определена. 
Особо исследуем точку X s ? i  , где  м еняется формула, задающая функцию.

Функция j- (X )  определена в окрестности  точки Х ~ £  . Теперь проверим, 
выполняется ли равенство ? Найдем j ( l )  : f ( l ) = Q .

Чтобы найти £ is n /{ x jy Найдем левый и правый пределы Функции при X ~ * i  ■ 
х - * £

f i 's ’- o j  ~  £ u n  - f f x )  ~ & т  О  -  О  , т .к *  слева  от точки
х < л  X  = Функция f ( x ) =  0 .

£ u n ( X - J J = £ ^ Z 7 X  .
Х -» £ *  Х -* -£  '  X -* -£  X - * £
X > £  x > £  JC > X x> > £

Так как односторонние пределы ■ f(i-o )  и f-a + G )  существуют и
, то сущ ествует (когда  X  стремится к I

по любому закону) и ■

Значит,

С ледовательно, функция f ( X )  непрерыв
на и в точке X  = I .  График этой 
функции п р едставляет  собой сплошную 
линию б е з  разры вов.

. Z

у = х - £

X

Зам ечание. Не следует  думать, что всякая  функция, заданная нескольки
ми формулами, является  неэлемектаряой.  Например, функция, рассмотренная 
выше, я в л яется  элементарной, потому что ее можно задать  одной формулой: 

С/ж/ х - £ + / х ~ £ /  х - £  +
" 2 " “  ~  2 ■

Переходите к с т р .1 8 |"
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§ 5 . Точки разрыва функции. Классификация точек разрыва

Мы уже знаем , ч то , согласно  определению 2 ,  функция f ( x )  непрерывна
в точке Х 0 , если она определена в некоторой окрестности точки Х 0 и
если & s r z / ■ { • X o J  . 

jc-vxs
Кроме т о го , и звестн о , что если сущ ествует предел функции f ( X )  при 

произвольном стремлении X  к Хо  , т .е *  £ l / n f ( x )  , то существуют пре-

делы слев а  и сп р ав а , причем f(X e-0 )= f(X o + Q )= U * ltfx ).  Справедливо и 
обратное утверж дение. х-*хъ

Значит, можно утверж дать, что для непрерьшности функции f (X )  в точке 
необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1 )  функция f(X-) имеет в точке Хо определенное значение Я * )  и опре
делена вблизи этой точки;

2 ) существуют равные односторонние пределы f { X o - O j = f f a + 0 )  , т . е .  
еущ ебтвует

3 )  эти односторонние пределы равны f(X o J
f f r o - O j= / { Х о <-0/=:/f r e j*  Т*в. .

О пределение. '

Если функция f t x j  определена в окрестности  точки Хе> (кроме быть мо
жет самой точки Хо ) и в этой точке не выполняется хотя бы одно из усло
вий непрерывности, то ее^называют разрывной в точке Х 0 . В этом случае 
точку Х 0 называют точкой разры ва функции. .

Точки разры ва клас.сифицируют следующим образом .

О пределение. Точка разры ва Х0 назы вается  точкой разры ва первого рода , 
если функция / ( х )  имеет конечные пределы сл е в а  и справа в этой то чк е .

О пределение. В сякая точка разры ва не первого рода назы вается  точкой 
разрыва второго  рода .

Теперь решите зад ач у .

Найти точку разрыва функции f ( x ) =  ^ - ' х  и вы яснить, какого  она 
рода .

О тветы: I .  Первого ро да .
2 .  Второго рода .

С тр. 1 6 ,в .  
Стр. 9 .
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Совершенно в ер н о .

В первом примере ср азу  применить правило н е л ьзя , т . к .  функция

'̂ не опрвДвл®1131 в точке х  = 0 . В третьем примере правило

также непригодно, т . к .  символ ( + о о )  это не число (не т о ч к а ) , а  за 
пись х ~ * * о о  о зн ач ае т , что аргумент х  неограниченно в о зр а ст а 
е т .
А вот

/ *  е**'1 е'~' /
3. у - ( S - J c )  2  + a s c c j i s 7 0  2  ’  т ' к *

функция -  rr^.~  с; „  "элем ен тар н ая  и определена в точке х .  =1 .

Переходите на с т р .17 .

Вы с ч и т а е т е , что в с я к а я ,т о ч к а  разры ва второго  рода е сть  точка б ес
конечного р азры ва. Вы ош ибаетесь.

Вспомните (или посмотрите на с т р .18) определение точки разрыва пер
вого  рода и определение точки разры ва второго  рода .

Когда имеет место точка разры ва второго  рода ? Попробуйте дать р а з
вернутое определение точки разры ва второго  ро да .

Затем переходите на с т р .12 .

Не совсем  т а к . сс.
График функции у =  -  вы определили правильно, односторонние

3
пределы другой функции i^ - 2  вы также нашли правильно: f ( S - o ) = o . 
f ( 5 " + 0 j=  + о о  .

Что к ас а ет ся  чертеж а, то он выбран н еверн о . Вспомните, какие значе
ния (по зн ак у ) принимает показател ьн ая  функция t / = 2 ^ r  ?

Ответив на это т  вопрос, вы уже л егко  сможете выбрать на с т р .12 нуж
ный о т в е т .



*rjc -  £
Верно, в, точке д :  = 0 функция £ / — ~— ; j r   имеет разрыв первого ро

д а , и скачок  равей О,
Посмотрите, правильно ли вы решали эту за д а ч у .
Точка X  = 0 есть точка разры ва, т . к .  функция определена в окрестнос

ти точки X  = 0 , кроме самой этой точки.

Так как

х-*о х  х-*-о & [У/'+Гх +1)
=  ^_£
х->о x(j/7*sx + j) хч.0 £

(Ибо функция -  элем ен тарная,и  она определена в  точке ж. = 0 . )
Отсюда с л е д у е т , что сущ ествует и предел с л ев а  и предел с п р ав а , причем

/ ( О - О )  = /(O -t-O ) = ~2 ~ . Следует зам ети ть , что можно было находить 
/С о - О )  и f ( 0 +0)  отдельно указанным выше способом.

Итак, X  -  0 -  точка разры ва первого ро да , а  скачок функции в этой точ
ке равен • График функции вблизи точки разры в! имеет в и д ;

Если функцию доопределить в точке 
X  = 0 , положив f ( 0 ) =  -j* , то она 

стан ет  непрерывной и в этой то ч к е . 
Геометрически это о зн ач ае т , что до
бавление точки ( 0 ,  ~ )  устр ан яет  р а з 
рыв граф ика. В этом случае  точку Х ~ 0  
называют точкой устранимого разры ва. 

Точкой устранимого разры ва функции f ( x )  будем назы вать такую точку 
разры ва первого рода х а , когда j - (X o - Q ) - f ( x 0-+0) .

\ %
\

он

З а д а ч а .
Можно ли устранить разрывы функций

/■ , 2  . . ( i + X z  при Х< -1  , , ( X 2, пръ Х 4 - 1
) j - ( x )  =  Y x + i/ i  2) при х > - 1  31 ¥ (х) - \х .+ 3  при Х > - 1

в точке X  = - I

Ответы: I . 1 )  можно, 2 ) можно, 3 ) нельзя с т р . 2 3 ,6 .
П. 1 )  н е л ьзя , 2 ) можно, 3 ) нельзя стр.. 2 5 ,а .
Ш. 1)  можно, ' 2 ) н е л ь зя , 3 ) можно с т р . 21 , 6 .
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Н еверно.

Вспомните, как  мы исследовали на с т р .9 точку разры ва функции

• ■ j _
Кроме т о го , у ч ти те , что показател ьн ая  функция у  —2 >0 и

4/-*-&*&
Найдите еще р аз односторонние пределы каждой функции в точке X -  5 

и верн итесь на с т р .12 .

Очень плохо. Вы очевидно совсем не думали над решением зад ачи . 
Прочтите еге  раз внимательно всю с т р .20 и решите предложенную зад ач у . 
Вспомните, не исследовали ли мы раньше точку разры ва функции

т Ь ? ?
Постройте еще графики функций

® Правильно.

Данная функция имеет бесконечное множество точек разры ва:

X - К 1 Г ,  где  К  = 1 , 2 , 3 , . . . .  '

Выясните, какого  рода зти  точки разры ва.
Затем  перейдите на с т р .1 3 ,в .
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d p

Приведем решение зад ачи , чтобы вы могли убедиться в правильности ваших 
рассуждений.

Данная функция (  - 2  при х & - {

2 х  при - i < X i  -Tf-

у х  при X  >  4р-

определена при в сех  значениях X  , кроме X  = КТС ( К  = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  т . к .  
в этих точках  не определена функция Ы хузС , которую мы рассм атриваем  при 
X  > .
Значит, эти  точки X = 1 t ,  Х =  ZTC , х =  31Г , . . .  являю тся точками р а з 
рыва функции f ( x )  . Кроме т о го , разрыв возможен и в точках X  -  - I  и 
а с » - ? - ,  где  происходит смена формулы, задающей функцию (к с т а т и , данная 

функция не я в л я ется  элем ен тарной).
Во в се х  остальных точках функция f ( X )  непрерывна. В самом д е л е , функ

ция ( - 2 )  непрерывна в интервале ( - 0 0 , - 1 ) ,  а  функция 2 Х  непрерывна в 
( - 1  , ) ,  т . к .  каждая из них я в л я ется  элементарной и определенной на
всей  числовой о си . Поэтому они непрерывны всюду, в том числе и на у к азан 
ных ин тер вал ах . ^

Функция c t y x  также будет непрерывна при X > - g r ,  кроме точек х —КТС 
( К  = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  в которых она не определена.

Исследуем эти  точки разры ва.

£ й г г /( Х )  ~  —  i& s r z c z b x  = = -с х з
х - * а -/г  х - ж я :  А х - * ж  &

х  < *Г7С /  \__v2:___________
.  С£</»у-s&/si>C£ul/*rolirts

t x s r z - f f x j -  & х 7 7 с ё а х  -  + © о  ,
JC-^л-*' Л - .Ж -  <7
Ж >Л-ЯГ >-?С’

З н ач и т ,в  точках  Х - Ш С  ( < =  1 , 2 , 3 , . . . )  разрыв второго  р о д а .
Исследуем теперь точки X - - i  ъ Х =  •j- .

f(-i-0)~ й гп 4 (Х } = :^ т .{ -2 )=  -2  , ff-*+0j=£o77fCz)=&>772x= -2
X * - *  JC < -/ х > - х  x~>-x

И так, fC-/-oJ=f-C-X+oJ=/С - i )  ^  Значи т, функция f rx )  непрерывна
в точке х  = - I .  А вот в  точке Х = ~ ^  функция имеет разрыв первого ро
д а , т . к .

f ( f ' 0 ) = & r i 2 x = 7 C  , .

x > f
Переходите к с т р .2 з ,а .
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График функции f ( * )  имеет следующий вид :

Переходите к с т р .  2 6 .

©
Не совсем  т а к . 

Функцию - f(X .)=  ■■ ш  исследовали раньше и установили , что

X  = - I  -  точка разры ва второго  р о д а . А может ли точка разры ва второго 
рода’ быть точкой устранимого 'разры ва функции ?

В ернитесь на с т р .2 0 , прочитайте определение точки устранимого разры
в а  и заверш ите решение зад ач и .

X
Функция определена в окрестности  точки X  -  Z, на

пример, в j ин тервале ( 1 , 3 ) .  Для решения задачи  найдите значение №  .

£ й п / х ^ ~ ~ ~ § ~ )  и сравните полученные р езультаты . 
х-+2{ -  7

Убедившись, что , сделайте, соответствующий вывод
и перейдите к примеру 2 на с т р .8 .
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Графики функций д ( х )  и C f(x)  вы глядят т а к :

Сравнивая эти  графики, мы видим, что если в первом случае добавление 
новой точки ( —1 | 2 ) у стр ан яет  разрыв линии (э т о  когда мы доопределяем 
функцию, полагая  g ( - D = 2  ) ,  то во втором случае  никакая новая точка
( " I ,  )> в зя тая -в м ес то  точки ( - 1 ; ! ) ,  не „склеи т" ветви  графика функции

у -  < f(x )  •

§ б . Повторение

Наша работа подходит к концу. Попробуйте решить более трудную за д а ч у , 
которая потребует знания ряда ф актов, разобранных в данном пособии.

Дана функция Г - 2  при Х 4 - 1

£(Х)= { 2 х  при -2 < я е $

I  с£^ Х  при

И сследовать ее на непреры вность, наЩги точки разры ва и вы яснить, ка
кого они ро да . Построить график этой функции.

Решив зад ач у , переходите на с т р .1 3 ,в .
Если зад ач а  вызывает затруднения, то сначала о тв е тьте  на вопрос: 

сколько точек  разры ва имеет функция ?

Ответы: 1 .  Одну
2 .  Две
3 . Более двух

с т р . 1 6 ,г .  
с т р . 2 5 ,6 .  
с т р . 2 1 , в .
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Правильно,

Вы хорошо оправились с этой зад ач ей .
Напомним, что точка разры ва Х 0 будет точкой устранимого разрыва функ 
ции, если в этой точке односторонние пределы конечны и равны между со 
бой, т . е .  f ( x о- 0 )= j-(X o +  О ).

2
1) Поэтому разрыв функции в точке Х = - 1  устранить не

л ь з я ,  т . к .  X ^ - i  -  точка разры ва второго  ро да . (Это было установлено 
нами раньш е).

2 )  Функция . , f  i + X 2 при а :« Г - 1  име.ет точку устранимого
а т ~  [ х + З  при х > - 1

разры ва Х = - 1  .
В самом д е л е , g H - o j = & r r ? f r + x 2J = 2 ,  $ Ы + 0 ) =  & r n f x + 3 ) = 2 .

х > - £

Разрыв можно у стр ан и ть , если доопределить функцию в точке Х = ~ 1 ,  по
ложив £ ( - ! ) =  2  •

3 )  Функция , f  X 2  при Х 4 ~ £  , хотя и определена в то ч -
r W = (  х + 3  при х > - £

ке X —- i  , ьо имеет в этой точке разрыв первого р о д а . В самом дел е ,

,  f ( ~ l + 0 ) = 2  ,
Разрыв устранить нельзя

х  < - *

т . к .  C ff-1 + О ) •

Теперь постройте графики функций д (х ) и <f(x) и сравните их. Затем 
переходите на с т р .2 4 .

Н еверно.

Определите снача^р область существования функции рассм ат
риваемой при X >  ~2~ • Затем: исследуйте каждую точку , гд е  м еняется фор
мула, задающая функцию К * )  •

После это го  на с т р .2 4  найдите герный о т в е т .
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§ 7 . Свойства функций, непрерывных на о тр езк е

Функция { ( * )  назы вкется непрерывной на о тр езк е  если она
непрерывна в каждой его  то чк е , причем непрерывность на концах о тр езк а  
понимается т а к :

C b n f C z ) = f r a )  ,  .
X.-+CL Х -+ 6
X > а  х <  £

II

Непрерывная на о тр езк е  функция обладает рядом важных сво й ств . Отметим 
два  из них (другие  можете найти в у ч еб н и к е).

Теорема X.
Если функция непрерывна на [ а ,  6 ]  и на концах его принима

ет значения разных зн ак о в , то внутри о тр езк а  & * ]  найдется по крайней 
мере одна точка Х = С  так ая^что  f (c )*  О  •

Другими словами, при выполнении условий теоремы значение X —С  ,г д е
<Я < С < £ ,  я в л яется  корнем уравнения f ( x j =  О  .
Теорема I  я в л я ется  частным случаем теоремы 2 .

Теорема 2 .
Пусть функция непрерывна на [& , £ ]  и п р и н ^ а е т  на концах

о тр езк а  неравные значения . Тогда какое бы число
между числами Я  И в  мы ии в зя л и , внутри о тр езк а  C * JJ  найдется так ая  

•'точка Х —С  , что -f-(c)z= ju  .

Пример.

Д о к азать , что уравнение Х 21-5~Х ~ 2 = 0  имеет по меньшей мере один 
корень, заключенный между 0 и I .  .

Реш ение■ Воспользуемся теоремой I .

Функция ■f(x)=Xi+ 5 x -2  непрерывна на отр езке  [ 0 , 1 ]  , кроме того

f ( o ) =- 2<0, f(l)= I+ 5 ~ -2 = £  > О .
Значит, сущ ествует хотя бы одна точка X  = С  , где  /  , т а к а я ,

что f ( c j =  О •
А это  о зн ач ае т , что уравнение х * + 5 х - 2 = 0  имеет в ( 0 , 1 ) хотя бы 

один корень С. ^

Наша работа с пособием зак о н чен а . В к ач естве  домашнего задания можно 
в зять  дополнительные за д а ч и , приведенные на с т р .2 7 .
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' Дополнительные задачи

I .  Д о к азать , пользуясь определением, что функция У ~  ■уг непрерыв
на в области  определения. У становить род точек  разры ва.

2 -  Пусть Г oc + i  , если X $ ' i  ;

3 + Х Х 2 , если X  >1
При каком выборе числа X  функция j -СХ) будет непрерывной ? Построить 

ее граф ик.

3 .  Определить род точки разры ва функции

/  + 2 %  '

4 .  Можно ли устранить разрыв функции

/ А - l /  при X  I  i  
+ (х)=  < в точке X  = 1  ?

£ 3  при X  = У

5 .  У становить,в  каких точках  и какого  рода разрывы имеет функция

Г 1  при X . 3:- i O

j ( x ) =  J ф х /  при
) - Л -  при * > / 0  .

6 .  Принимает ли функция зн ач ен и е, равное I ,  в ка
кой-либо точке о тр езк а  [ 1 ,з ]  ? ‘ /

Ответы находятся ' на с т р . 2 8 .
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О Т В Е Т Ы  к дополнительный задачам

1 .  Функция непрерывна при в сех  значениях X  , кроме X  = -2  и X  = 2 .  
В точках  Л  = -2  и Л  = 2 разрыв второго  рода (бесконечный р а з 
рыв}.

2 .  £Г = - I .

3 .  X  = 0 -  точка разры ва первого р ода , причем /  ( 0 - 0 ) =  i  ,
/ ( о + о ) = 0 -

4 .  Разрыв устранить можно, если переопределить функцию в точке X  = I ,  
то есть  положить i d )  = 0 вместо №  = з .

5 . Функция имеет четыре точки разры ва.
При X  = О -  разрыв первого рода (устранимы й),
при X  = ±1 -  разрыв второго  рода (бесконечны й),
при X  = 10 -  разрыв первого рода .

6 .  Да.
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