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1. Алгебраические преобразования
Основные формулы 

ат -ап =  ат+п ат:ап =  ат~п = а~п

(ат)п =  атп . .  = УаГ* .

Если степени четные, то

Ч ^ = у й . у м  â f = - ^

(а +  6)2 =  а2 -f 2а6 +  62 (а +  6)3 =  а3 +  За26 +  Заб2 +  63 
(а — 6)2 =  а2 — 2а6 +  62 (а — 6)3 =  а3 — За26 +  3 ab2 — 63 
а2 — 62 =  (о +  6)(а  — 6) а3 +  Ь3 =  (а +  6)(а2 — ab +  62)

о3 — 63 =  (а — 6) (а2 +  об +  62)

Задачи
Упростить выражения:

* '  { а * ^ ~ ^  +  ¥ Т а ь ) : ( “ ~ 2 +  ъ ) -

о (  1_____1 ■ 66 \ . 2а6 -Ь 62
Va —36 а + 36 а2 -  962/ ' о2 -  962 '

о ( т  4т а  \ . /" т_______ п_______2тп \
+  п т  +  л  J  • ^гп +  п п — т  т % _  п2 у •

4‘ (2 т к ^  + 2 ^ ^ " Ь = ^ ) ( 1 + «)-
г /  \/о ~Ь 2______ \/о — 2\ y'tz ~Ь 1

\<х -Ь 2у/о, "Ь 1 ®  ̂ /  -\/й

я 2  /* о. Ч~ 1________1______ 2 А . о3 4- о2 Ч~ 2а
а Va3 — 1 а2 +  а + 1 1 — &/ а3 — 1

7 ( К  I У - у/ * У \ . (  х  . у х +  у\
['  \V X +  y f i + у /у )  ■ Ку/ху +  у +  y/ х у - х  у /х у )-

8 . - ч -  ~  —̂  4 ~~~—г  , если а: =  v/(a — I)2 .
х  +  2х  +  1 х 2 — 2а; + 1 ж2 — 1



2. Алгебраические уравнения и неравенства
Решите уравнения:

1 2 ,  ж + 1 п ж2 +  3 __о

з . ^ 3 + 1 „ 8 x - ^ f 6 . 4 .

5 - +  =  в - — З)2 —8 1 .

+  /" ^Т- Т-Гч =  1 ■(ж +  1)(ж +  2) (ж — 1)(®'+ 4)

8 . 7^ж +  — 2^ж2 +  =  9 . 9 . |2ж — 5| =  ж — 1.

10. |2ж — 4| +  |1 — ж| =  1 . И . |2ж +  1| =  | ж -1| + 2.

Решите неравенства:

12. (2ж +  3)2(3 ж -5 )3(ж+1)(ж +  3) < 0 .  13. ^  о.

-t л — 10с£ -f 3 v п 1К 4 ;  Ж 1 •*£* 1 ^ 2
14 - ж2 — 10ж +  25 ’ 15- * = ^ > Т = * -  16- х < ^ -

17 1 - 2 х - 3 £  > 0  18 — JL— ^ l  !9 .  !  +  ^ гхт  >  х  ■
Зж — ж2 — 5 ж2 — 5ж +  6 * ж +  1 а:

20. | ж -5 | < 3 . 21. |2ж + 1 ( >  2 . 22. | ж -1 | ^ 2 ж -1 .

23. |ж -  3| <  |ж| +  2 . 24. |ж -  2| ^  ж2 .

Найдите область определения функций:

25. у =  \fx2 — ж -I— • 26. у =  а/7т — 14 — %/ж2 — 15ж +  56. 
л/9 — ж2

27. у — л/ж2+9ж +14+ , }-  . 28 . у =  у/х2—|ж| +  л/25—ж2 .
V6—5ж—ж2

3. Иррациональные уравнения и неравенства
Основные сведения

При возведении иррационального уравнения в квадрат, как прави
ло, получается неравносильное уравнение, содержащее посторонние



корни. В  этом случае проверка является обязательным этапом реше
ния.
При решении неравенства возводить обе части в квадрат можно 
только в том случае, когда обе части неотрицательны.
Возможны случаи:

л /7 Щ  < д(х)
неравенство равносильно 
только одной системе 

/(ж) >  О 
д(х ) >  О 
f ( x )  <  (д {х ))2

л / Ш  > д{?)
неравенство равносильно 
совокупности двух систем 
'  ( f (x )  ^  О 

< д{х) ^  О
1/0*0 >  (а(х )У  
/ / (* )>  О 
1.9 О) <  О

Задачи
Решите уравнения:

1. \/2х — 4 — \Jx-\-b — 1.

3 . х2 +  4 -  ол/х2 -  2 =  0.

5. х 2 +  л/х2 +  20 =  22.

7. \/х~
X

2. л/6 — х — х 2 =  х  +  1.

4. \Лс3 4- 8 4- л/хъ +  8 =  6 .

6. \/ж +  5 +  -\/2ж — 7 =  2 у ^ .

8 . б-1'̂ ж22 +  Ху/х ы -л/х — 22^л/х^ =  0 .

9. +  2 — л/2т — 3 =  л/4х — 7.

10. х/^ +  ^ж + Щ -  уж -  +-11 = 4. 

Решите неравенства:

11 . л /х Т Т > л /3 л . 12. > - 1 .

13. у 2 х  — х2 <  5 — х . 14. \/ж2 — ж — 12 <  х .

15. л/х*"2 — Зж +  2 >  ж +  3 . 16. л/х2 +  Ъх — 6 >  ж +  1 •

Найдите область определения функции: 

х  — 317. у
л/х  — л/Зх +  10

18. у л/л/х2 —~4ж — х  +~3
1 Г + Т



4. Тригонометрия
Основные сведения и формулы

sin ж cos х tg x ,c tg x
+ +  — + - +
- -  - + + -

Знаки по четвертям

X sin ж cos ж tgx ctg ж

0 0 1 0 не' сущ.

7Г / 6—30° 1/2 л/3/2 л/3/3 V3

7t/4=45° V2/2 У2/2 1 1

7Г/3=60° л/3/2 1/2 V3 л/З/З

тг/2=90° 1 0 не сущ. 0

Обратные тригонометрические функции 

у =  arcsinх х  €  [-1 ; 1], у Е [—тг/2; тг/2]; a rcsin (-a ;)= - arcsinx

у  =  arecosх х €  [-1 ; 1], у Е [0; тг]; arccos(-x)= 7r- arccosж

у =  arctgх X Е R, у €  (-тг/2;тг/2); a rc tg (-x )= -a rc tg x

у  =  arcctgж x e R ,  У €  (0; тг); a rectg (-x )= 7r- arcctg ж

arcsin ж +  arccos ж =  Ц arctg х  +  arcctg ж =  ?jr

Простейшие тригонометрические уравнения 

sin х =  а  |а| ̂  1 ж =  ( - l ) fe arcsin а +  тек, к Е Z
cos х — а  |а| ̂  1 ж =  ±  arccos а  +  2тс£, £ Е Z
tg x  — а х =  arctg а  +  я т ,  m Е Z

ctg ж — а х — arcctg а  +  жп, п Е Z

Формулы двойного и половинного угла, понижения степени 

sin2x =  2 sin ж cos ж cos 2ж =  cos2 x-~sin2 x =  1 - 2  sin2 ж =  2cos2 x ~ l  
2 cos2 ж =  1 +  cos 2ж 2 sin2 ж =  1 — cos 2ж

Преобразование произведения в сумму 

sin a  cos /? =  ^ ( sin(o! +  /3) +  sin(a — (3)) 

cos a  cos (3 =  2 ( cos(a +  /3) 4- cos(a — /3)) 

sin a  sin (3 =  ^ ( cos(a — f3) — cos(a -f /3))



Преобразование суммы в произведение

sin а +  sin 0 —2 sin а р '  cos ^-р~ cos a +  cos /3 =  2 cos ® p -  cos

sin a — sin 0 —2 sin ^ - p  cos °:p - cos a — cos 0 ——2 sin a  p -  sin ~ ч р -

Формулы суммы аргументов

sin(a +  0) =  sin a  cos 0  +  cos a. sin 0  'f ' ^  tg a  +  tg/?
sin(a -  0) =  sin a  cos /3 — cos a  sin /3 Ш{а  +  0) — i _ t g a t g $
cos(a +  0) — cos a  cos 0  — sin a  sin 0  tg (a  — 0) =  tg a  — tg 0
cos(a  — 0) =  cos a; cos/3 +  sin a  sin/? l+ tg ^ tg p

Формулы универсальной подстановки 
2 tg ^  l - t g 2 f  2 t g f

s m a = m ? f  c o s a = i T t ? f  t g a = — g^

Введение вспомогательного угла 

a sin ж +  b cos x =  с (a ^  0, 6 ф 0) сводится к уравнению
sin х  - cos у +  cos x ■ sin у  =  - ■ „с  - -r ,

Vcr +  tr
где 0 < у < 2 т г ,  cosy =  у  a , s in y ^   ---.

Задачи

Найдите область определения функций и упростите выражения:

1. 7—1 +  8»п2:г _ 2. 4 cos4 а* — 2 соб2ж — 0,5 cos 4ж.
(sm х  +  cos ж)

3 cos 2a _  /1 -  0,5 sin2 2a 
cos4 a  — sin4 a  \cos4 a  +  sin4 a r -

L V T T 4-sin a  1 — sin a  '

5. 3(sin4 a  +• cos4 a) — 2(sin6 a  +  cos6 a ) .

Вычислите:

6. cos(2x +  цг-), если ctga; =  g .  7. sin 4 a , если tg a  — ^ .

8. tg ( a — ^ ) ,  если cosa =  — 7r <  a  <  .

9. cos ^  , если sin a  =  — p j;  тг < a  <  .



10. sin a , tgcc, если tg ^  =  —

11. sin(2a +  , если tg a  =  0,6.

12. cos2 a  — sin2 а  и cos3 a  — sin3 а., если ctg a  — 4.

Решите уравнения:

13. 2cos2x +  5sinx =  4 . 14. tg x  — ctgx +  | =  0 .

15. sin2 x — cos2 x — cos x . 16. 3cosx +  5 sin ^ +  1 =  0 .

17. cos4 x  — sin4 x  =  2 • 18. cos 2x — 5 sin x  =  3.

19. sin4 x  -f cos4 x — sin 2x -  0 ,5. 20. sin2 2x +  sin2 x — | .

21. 1 — cos(7r — x) +  sin(— =  0 .

22. 5 sin2 ж — 3sin xco sx  — 2 cos2ж =  0 .

23. 8sin2x — 3cos2x =  4 .

24. 4 cos2 ^  +  0,5 sin ж +  3 sin2 ^ — 3.

25. 10 sin2 x  +  3 sin 2x =  2(1 +  cos 2ж) .

26. cos(2x +  ) — 2 cos2(3tt — ж) =  cos(47r — 2ж).

27. sin x +  \/3 cos ж =  -Д — . 28. 1 +  cos ж =  ctg .olil Ju ju

29 - ‘e *  +  l f l i  =  2 - 3 °- 4 t ^ 3 x - - J ^  =  2 -

31. s in x (l +  cos ж) =  1 +  cos ж +  cos2 ж .

32. 5(1 +  cos x) — 2 +  sin4 ж — cos4 ж .

33. (sinx +  cos ж)2 =  cos 2ж. 34. Щ- .
<w COS 3/ X 1 rn COS

35. cos2 ж +  3sin2 x +  2\/3sinxcosx =  1.

36. (1 +  cos 4ж) sin 2ж =  cos2 2ж.

37. sin2ж =  cos4 ^ — sin4 ^ . 38. 1 +  sinx +  cosx +  tg x  =  0 .

39. sin2 2 x - 4 sin2 ж 2 tg2 x - l .  
sm 2ж +  4 s i r  x — 4



40 . 7 +  4sin xco sx  +  l,5 (tg x  +  ctgx) =  0 .

41 . — —  гд;— = 8 .
COS X Sill X

42 . c t g ( ^  +  x) -  tg2 x — (cos 2x -  1) cos~2 x .

43 . c o s t  +  \/3sinar=: 1. 44. 4sin x -I-co st =  4 .

45 . sin x — sin2 x — cos2 x — cos x . 46. 3sin5x ■—2cos5x =  3 .

47 . sin x  cos 2x +  cos x  cos 4x =  sm(-^ +  2x) sin(^ — 3x) .

48 . 8 cos x  cos(60° — x) cos(60° +  x) -f 1 =  0 .

49 . sin x  sin 3.x =  . 50. sin x  sin 3.x +  sin 4x sin 8x =  0.

51. 2 cos2 ж +  cos5x — 1. 52. tg x  +  tg2x =  tg 3 x .

53 . sinx +  sin3x =  s in 2 x . 54. 8 tg2 ^ — 1 =  COgx .

55. sin3 x  4- cos3 x =  1 — 0,5 sin 2x . 56. tg2x +  ctgx =  8 cos2 ж.

57 . tg3 x +  tg2 x —3 tg x  =  3 . 58. \/3sinx — tg x  +  tg x sin x  =  y/3.

59 . 2co sxsin 3x  =  s in 4 x + l . 60. 2cos4x—2cos2x =  4cos2x — 1 .

61 . ^1 +  sin(5 -  4 x )j sin4x =  cos2(2x — тг).

62 . 0,5 sin 2x =  cos2x — sin2 x +  1.

63 . cosx +  sinx =  | . 64. sin9x =  2sin 3x .

65 . 1 — cos 2x — 2 tg 1 • sin x 4- sin(7r +  x) +  tg 1 =  0 .

66 . (x — 2)2| cosx| =  cosx .

Найдите решения уравнений, удовлетворяющие неравенству:

67 . 1 — 5 sin х +  2 cos2 х — 0 , cos ж ^ 0 .

68 . 2 — \/3cos2х +  sin2ж = 4 cos2 Зж, cos(2x — ^ ) > 0 .

Решите неравенство:

6 9 . \/5 — 2 sin х ^ 6 tg х ■ cos х — 1.



5. Графики функций
Постройте графики функций:

\х* +  х \;
а) у =  х 2 — 4|ж| +  3;

1. а) у
2.

а) у =  |ж2 -  3|х| +  2 j ;
а) у =  ж +  \х -  3|;

а) у

б )  у — jar2 — 8ж +  7 j . 

б) у =  х2 — )ж| +  6 . 

б) у =  (3 -  х) ■ |ж +  1| 

б) у =  х -  \х +  4|.
|x + i
\x - 1
2\xI.j

1 ig®l;

lg x|;

б) у — \х \ ^

х)9. a) y =  log2(l

10 . a) y=|sina:j;
11 . а) у — cos |ж|;

12 . а) у — 3sin2(x — ;

6. Производная и ее применение
Основные сведения и формулы

3 — |х| '
б) у =  3- 1* 1.

б) у =  | Jogj /2 Xf .

б )  у =  Ig x 2 .

б) У =  log2(2 -  х )2 .
б) у — I tgx| .

б) У =  Ctg |ж|.
3 г,^(Х , 27Г'б) у =  §cos(|  +  4^) .

Таблица производных Простейшие 
(ал у ^ п х 71- 1

(ах)'= ах In о 

(ех)'=ех

(In l ) ' = i  

(sin ж)'= cos х  

(cos x )'= — sinx 

(tgx)'=

Ф=0

x '= l

(x2)'=2x

a y
Правила диффе
ренцирования 
(u+v)'=uf+ v>

(ctgx)'=
cos X 

1
sin X

{uv)'=u' v+uv'

( I ) '

Сложная функция 
(и4)''—nu71̂ 1 -и1 

(d u)/= a u lna-u!

(<eu)'—eu-u1

<log» " > ' = i W " '  
(In u )'= i-u '
(sin u)'= cos u-v! 

(cos « ) '= — smu-u' 

( tg u )'= — V —^cos и
-5----- , (ctg « ) '= ----r V ’-tt'w sm u

1

u'v—uv'



Уравнение касательной: y—y0+ f' (x 0)(x—x0) ,
где к =  /'(жо) =  tg а , а  -- угол наклона каса
тельной к оси Ох , к — угловой коэффициент.
Условие возрастания и убывания функции: ^
/'(ж) > 0 — функция возрастает в точке х , /
f'(x )  <  0 — функция убывает в точке х .
Внутренние точки области определения функции y—f ( x ) : в которых 
производная /'(ж) равна 0 или не существует, называются крити
ческими точками  этой функции.
Точкой экстремума называется критическая точка, в которой произ
водная меняет знак.

Схема исследования функции на экстремум:
1) Найти область определения функции D(y).
2) Вычислить производную /'(ж).
3) Найти критические точки.
4) Исследовать функцию на экстремум.

Схема нахождения наибольшего и наименьшего значений функции 
на отрезке:
1) Проверить, что /(ж) непрерывна на заданном отрезке.
2) Вычислить производную /'(ж).
3) Найти критические точки.
4) Вычислить значения функции /(ж) на концах отрезка и в кри

тических точках, принадлежащих заданному отрезку. Выбрать из 
них наибольшее и наименьшее значения.

Задачи

1. Найдите производную функции у =  cos2(x- +  1) в точке ж =  0 .

2. Найдите производную функции у =  esina: +  ecos;!: в точке х ~ ^ .

3. Запишите уравнения касательных к графику функции 
у — ж2—5ж-Ь6 в точках пересечения этого графика с осью абсцисс.

4. Найдите уравнение касательной к гиперболе у — 1 — §  в точке 
пересечения ее с осью Ох.



5. Запишите уравнения касательных к кривой у =  е1 х2 в точках 
пересечения этой кривой с прямой у =  1.

6. На параболе у =  ж2 —7ж+3 найдите точку, в которой касательная 
параллельна прямой Ъх+у — 3. Запишите уравнение касательной 
в этой точке.

7. В каких точках касательная к графику функции у — | об
разует с осью Ох угол в 135°?

8. Найдите площадь треугольника, образованного координатными 
осями и касательной к кривой у =  л/х2 — 5 в точке М (3; 2).

9. Зависимость пути от времени при прямолинейном движении те
ла задается формулой 5  — у7. Найдите ускорение в конце 4-й 
секунды.

Исследуйте на экстремум функции:

10. у — ж3 — Зж2 +  2 . 11. у =  х +  ^ . 12. у —ж In ж.

13. у =  ж3 — Зж2 — 24ж +  7.

Найдите интервалы возрастания и убывания функций:

14. у =  ■ 1Б- У =  Х(1 +  Vх) ■

16. у — 2х(х2 — Зх — 6) -(- 7. 17. у — х — 1пх.

Найдите наибольшее и наименьшее значения функций на отрезке:

18. у =  2.x3 — Зх2 — 12ж + 10; ж 6 [—1; 3].

19- У =  Ш !  ж 6 [0; | ] . 20. у — х4 -  8ж2 +  1; ж € [0; 3].

21. у — х 2 +  щ р; ж € [1; 6]. 22. у =  sin х  +  cos ж; ж е  [0; 2тг].

7. Прогрессии
Основные сведения и формулы

Арифметическая прогрессия

an =  a l + d { n - 1). Sn =  • п =  2ai -+ ^ ~ 1) • п

Свойство членов прогрессии: ап -- an+m (п > т )



Геометрическая прогрессия

bn =  biqn~l , 7̂  0, q ^  0. Sn =

Свойство членов прогрессии: ^  =  Ьп+т ■ Ьп т (п > т)
Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия
\д \<1 , .  S = j ^

Задачи

1. Сумма трех чисел, образующих арифметическую прогрессию, 
равна 2, а сумма квадратов этих же чисел равна Найди
те эти числа.

2. Сколько надо взять членов арифметической прогрессии 
5, 9, 13, . . . ,  чтобы получить сумму, равную 119?

3. В  арифметической прогрессии 20 членов. Сумма членов, стоя
щих на четных местах, равна 250, а на нечетных 220. Найдите 
прогрессию.

4. Найдите четыре числа, составляющих геометрическую прогрес
сию, в которой сумма крайних членов равна —49, а сумма сред
них равна 14.

5. Три числа образуют возрастающую геометрическую прогрессию. 
Их произведение равно 64, а среднее арифметическое равно -тр 
Найдите эти числа.

6. Найдите три последовательных члена геометрической прогрес
сии, если их сумма равна 62, а сумма их десятичных логарифмов 
равна 3.

7.  Сумма всех членов бесконечно убывающей геометрической про
грессии равна 12, а сумма трех первых членов равна 10,5. Най
дите прогрессию.

8. Сумма всех членов бесконечно убывающей геометрической про
грессии равна 2, разность первого и второго членов равна д. 
Найдите прогрессию.



9. В бесконечно убывающей геометрической прогрессии, первый 
член которой равен 4, сумма всех членов равна g суммы квад
ратов всех членов. Найдите прогрессию.

10. В геометрической прогрессии, все члены которой положительны, 
второй член равен 12, а четвертый 108. На какое натуральное 
число нужно разделить сумму первых четырех членов этой про
грессии, чтобы в частном получилось число, меньшее делителя 
на 5 единиц, а остаток от деления был бы равен частному?

Решите уравнения:

11. lg ж +  lg3 ж +  lg5 ж . . .  — ^ . 12. ж2 +  ж3 +  ж4 +  ...  =  А.L

13. ж2 +  +  T—f 2 2 +  ■. ■ =  2.
1 +  аг (1 +  ж2)2

14. 52 • 54 • 5е •... -52х =  0,04~28. 15. 1 - 2 х  +  4ж2 - 8 х 3 +  . .. =  § .

8. Показательные уравнения и неравенства
Основные сведения и формулы

Показательная функция у = а х, а > 0; ж € R, у €  (0; +оо) .
Свойства показательной функции:
Если а >  0, а ф 1, то из a Xl — а Х2 следует, что Ж1=Ж2;
если а  > 0. b > 0. а ф Ь, то из а х =  f  следует, что ж=0;
если о >  0, а  ф\, то из а^ ж) = 1 следует, что /'(ж)=0;
если а  >  0, а  то из аЯ *)—as(®) следует, что f ( x ) —g(x);
если а  >  0. Ь > 0, a  j- b. то из а ^ х^=Ь^х  ̂ следует, что /(ж )=0.
у—ах — монотонная функция: возрастает при а  > 1,

убывает при 0 < о <  1.

Задачи
Решите уравнения:

/о\Зж-7 /^\7х—3 ,
1’ ( 7 )  =  ( ? )  • 2 - (0,5)ж •22ж+2 =  6 4 -1.



3. 7l2*~4l — 491_3*. 4. ^128 -  42ж . 5. 71-W  =  49.

6 . 2 - ®  =  l 6v/(0,25)5- f  . 7. ( § ) * ( § ) ' =  Ц -

8 . (15*1+ * -2) 1- 4 =  1 . 9.

10 . ( 0 , 6 ) * 12= (" ^ )3. 11. 21 • 51 = 0,1 ■ (1 0 *-1)5 .

12. 2X~1 - б*-1 =  0,001 ■ 102*+5 . 13. 2'yi8x+1~1 =  2ix .

14. V27x 1 :-= v # ^ 7. 15. V9x(x-i)-o,5 =

16. 4х/55ТТ-2 =  4 , 2ч/5х+Т _ 17. 25х =  6-5* -  5 .

18. З-б2̂ 1 -  2-5x- 1 =  0 ,2 . 19. б1" -  53~* =  20.

20 . 2 х - 2 =  1 5 - 2 ^ .  21 . 10 =  ,

22. ( ^ 3 ) ж+5 + ( 1̂ 3 ) * - 5 =  84. 23. 4*” 1 +  4х +  4*+г =  84.

24. 4х +  8 ^ ^ ^  -  22^ - г) =  52. 25. \3Х -  3| +  З2* -  3 =  0 .

26. 3 • 4х +  3 - 4Ж+1 +  4*+2 =  62. 27. 42*~3 -  3 - 4Х"~2 -  1 =  0.

28. 62х -  8 • 6х +  12 =  0 . 29. 2 L £ 1 0  =  94 пх—л

30. х 2-4х- 2 2х+4 = 0 .  31. = 5 .  32. 4Х+ 6 Х =  ~^-9х.

33. 32ж+4 +  45-6* - 9-22х+2 =  0 .  34. 7-4*2 - 9-14*2 +  2-49*2 =  0 .

35. 4 * + 2 2* “ 1 =  Зж”°-5+ 3*+0>5. 36. 3-4*-f4-9*+2 =  б-4ж+1- i - 9 x+1.о 2.
37. 9*__2Х+0’5 =  2Ж+3’5 — З2х~1. 38. 52х- 1+ 2 2х- 5 2х+ 2 2х+2 =  0 .

39. 2*2-1 -  З*2 =  З*2-1 -  2*а+2 . 40 . 8* -  4х =  2х .

41. 3 • 4х +  2 ■ 9х =  5 • 6х . 42. 4х -  2 ■ 14* =  3 ■ 49х .

4 3 . +  ( V i  +  7 S f  =  &.

44 . (\ /з  +  2 , /5 ) Х+  ( i / з  -  = 6 .



Решите неравенства:

1 . 2х2- х >  2Х+3. 2. (1/3)х2~5х+8 < 1/9. 3. 9х -8 -З х < 9 .

4. 52^  +  5 <  5v^+1 +  5v^. 5. 22x+1 -  21 ■ (0,5)2ж+3 +  2 >  0 .

6 . 4°,5-я _  7.2- *  _  4 <  о . 7 . 5х >  3125.

8. (0,04)х- г ^  6256х~5 . 9.

10- 372' (з)*' (з )^  > ь п - (°-2) ^  > 5-
®

х/я+2 2я+1
> 3 ~ х . 13. (0,2) Т=* > (0 ,2 )-3 .

14. х2 ■ 3х -  Зх+1 <  0 . 15. 2 ■ 16х — 24х -  42х~2 <  15.

16. 5х -  Зх+1 >  2 {Ъх~1 -  3х-2) . 17. 7Х“ 3 -  2х <  5 ■ 7х- 2 -  2х- 1 .

18. 3х +  2х- 1 ^  2Х+2 +  3х- 1 -  2Х~3 . 19. 16х+? ^  15 • 4х +  4 .

20. 25~х +  5~х+1 >  50. 21. 4х -  2Х+1 ^  3.

22. 52х“3 -  2 ■ 5Х~~2 >  3 . 23. 2 • Зх+1 -  5 • 9Х“2 ^ 81.

24. 2 ^  -  5 • 20’5^  <  24. 25. (2х -  4)(ж2 -  2х — 3) >  0 .

26. 25 • 2х -  10х +  5х >  25. 27. 2^“2! > 4lx+1! .

28. 2ж ■ 7х- 1 >  \х\. 29. ж • З ^ 1! ^ 5ж.

30. 2x +  2lxi > 2 v/2. 31. 4 х _1 — 2х 2 — 3 <  0 .

32. V9X -  Зх+2 >  3х -  9. 33. 0,64 <  у ^ О ^ ^ М  < 1.

34. 3 ^  +  З^ - 1 -  З^ - 2 < И . 35. <  g x + l^ i  •

xt , ol —x Ol l 1
36. (0,2)*- -1 >  25.  37. 1 --^F 2 , :U - ^ 0 ■

op 9  ̂ 10 +  4^
2̂  -----3



9. Логарифмы
Основные сведения и формулы /

Логарифмическая функция у — loga ж а > 0 ,  а ^ 1 ,  х > 0 .  
Свойства логарифмической функции:
1) у— loga х  ' — монотонная функция: возрастает при' а  У 1,

убывает при 0 < а  <  1.
2) b g a ж +  loga у =  loga ху 2f  loga ху =  log,, {ж| +  loga \у\

3) loga х -  loga у =  loga | 3}* loga §  =  logtt \x\ -  \oga |y|

4) m loga x  =  loga xm A~f loga xm =  m logQ |ж| (m -  четное)

5) m  loSa x  -  loSa™ ж 5)* Iogam x =  ~  log|aj ж (m -  четное)

7) Основное логарифмическое тождество aioSa*=  X .

9 .1 . Л огар и ф м и ч еск и е уравнен ия

Задачи

Решите уравнения:

1. log7(2a:2 — 5ж +  31) =  2 . 2. log5(a;2 -  11ж-j-43) =  2 .

3 - Ioga:+l (®2 -  Зж +  1) =  1 . 4. log2 log3 X =  1 .

5 . log! log! ж =  - 1 .  6. 4logx З-1 =  0,5.

7 - loga:(3 -  2%/2) =  2 . 8. lo g jj.jg  2\/2 =  ^ .

9 . logs+25 =  4 . 10. l0gs(36^ 36) =  | . 11. 2 I5i^  =  J .

12. log3 2 L ± i =  log3 . 13. log4(a;2 +  Зж -  4) =  log4

14- I°g.z-b5 3 =  log_—1 3 . 15. log.j.2„6a.+8 log2x2-.2x_8(x2 +  5x) =  0
5+T

16. log4 log2 logyg X =  \ . 17. log3 logg log2(ж -  5) =  log3 2 -  1.
18. 2loss(~2a;) _  jQg3 g j _ jg  jQg3 x  _|_ |0ĝ  x l0g27 x _  5;5 _



20. log2 X +  log /̂2 X +  log 1 x -  4P-. 21. logx 4 +  logx2 64 =  5.

22. logj.2 16 +  log2x 64 =  3 . 23. 3 logx 16 — 4 log16 x — 2 log2 x .

24. lg x — lg 3 =  Ig(x +  2) — lg(a;2 — 4).

25. .5 logx -x +  log9 x3 +  81 log9;E2 x2 =  2.
& X

26. lg(z +  5) -  lg(3z +  25) =  lg(a; -  15) -  lg 17.

2T' г Г ^ Щ г  +  Т Т ^ Е " 3 ' 28 ' > s a * - 9 ) 2 + l g ( 3 z - 4)2 =  2 .

29. lg2 x3 — lOlgx +  1 =  0 .

30. log| x 2 — 14 log16j. x3 +  40 log4.,. y/x — 0 .

3 1 - ^  +  1S-2foO— = 0 - 32 - lg (l0x )-lg (0 ,lx) =  lgar3 - 3 .

33 . loggx +  log5a. §  =  1. 34. 41og|(-a;) +  21og4 x2 +  1 =  0 .

35. log2/̂ x +  3 log2 x +  logi x  =  2 . 36. 31gx2 — lg2(— x) — 9 .

37.  4lQg s _  4!°g5 3:+1 +  4logB x - i  _  j _

38. lg2(100z) +  lg2(10a;) =  14 +  lg | . 39. x 1+l&x =  100 .

40. x l~x%x =  0,01. 41. x log2=+2 =  256. 4 2 . x lô 3x =  9 .

43. ж1о®з x~4 =  г̂ у . 44. log3(5x -  2) -  2 log3 \/3x — 1 =  1 — log3 4 .

45. (a; +  1) lg y/35x~2 — lg 9 .

46. log5 V y-~7 ~  b g 5 10 +  log5 yj2y +  3 =  0 .

47 . 2x -  lg(52x +  4x -  16) =  lg 4X .

48. lg(2I+ 1 +  3) -  (x -  1 ) (lg 5 -  1).

49. log2 182 — 2 log2 -\/4̂ ~ж =  log2(10 — x) +  1.

50. lg (V 5 f+ 5  +  D 5
lg fyx — 4

51. 21g2 +  (l  +  ^ ) l g 3 - l g ( 3 s + 2 7 )  =  0.



52. log2(2 -  ж) -  log2(2 - y /x) =  log2 у / 2 - х  -  £ .

53. 0,51og3(—ж — 16) — log3(-v/̂ a; — 4) =  1.

54. 9io&5 *2 +  b g ^  2V2 =  |(9log25 *+1 _  giogas _

5 5 ‘ 5 + f e  +  =  1 ' 5 6 ' 3VIg^ +  .21g ^ . =  2 .

57. 3 lg x 2 — lg2(—ж) =  9 . 58. lg4( x - l ) 2 -flg 2( x - l ) 3 =  25.

59. logs x  log9 ж log27 ж log81 ж =  | .

60. 1 +  log2(x -  1) =  lo g ^ j 4 . 61 . logx 9 +  logx2 729 =  10.

62. log3x(| ) +  log|ж =  1. 63. x lgx+7 =  I04(!gx+1^.

64. Xlg3x^5lgx =  0,0001. 65. 27-хъ ^ х =  x f  .

6 6 . x log3x =  9 . 67. 3logi ж +  xIog3 * =  162.

6 8 . 2 — 6 \ +logf; sin -7; — 2l ~Iog2 cos.x

9 .2 . Л огар и ф м и ч еск и е н ер ав ен ства  

Решите неравенства:

3 - b g 0 5(x2 -  5ж +  6) >  - 1 .  2. log5(x2 -  2ж -  3) >  1.

з .  ,ofe  1 = 2 ^ 0 .  4.

5. log2(2x — 1) >  —2. 6. logi (5ж — 1) >  0 .
3

7. logi (x2 -  5x +  6) >  - 1 .  8 . lg(x2 -  5ж +  7) < 0 .

9- I o g i , 5 ^ f # < 0 .  10. loi?,,5 § = ]  < - 2

n  ! o ^ { £ + i i > 0  12 l° g | ( ;~ i )  < 0 .

1.3. log5(5x2 +  6a; +  1) ^  0 . 14. log5(s2 -  11a? +  43) >  2 .

1 К Ж “• 5 ^  П 1C 0;O v  л
15- S® 0 . 16. 0-

17 - 1о̂ 1 Й т > - ь  i s -  logi ^ < x .



19. log8(x2 — 4x +  3) ^  1. 20. logi (x2 — 3x +  2) < — 1.

21. (x — 3) logi (x +  8) >  0 . 22. (x +  1) log4(x +  4) < 0 .
7

23. v/£ 2~—~4 ■ ( log2(l — ж) — 3) < 0 . 24. (x -  6) log5(.x -  3) >  0 .

25. (ж — 1) log i (x +  7) 0 . 26. logo 5(2x — 1) ^  9 .

27. log22( x - l ) > 4 .  28. ^ 4 ^ - ( 1 о §3^ ± 1 + 2 )  s^O.

29. log2(x2 — 4x — 5) ^  4.

30. log3(l — 2x) ^ log3(5:r — 2). 31. log5(l — x) <  log5(x +  3).

32. log5(x2 — x  — 2) < log5(3 — x2 +  2 x ) .

33 - log0j5(x2 +  l)  ^ log0 5(2a;— 5) ■ 34 - 1оё 1 (8 ~ x) >  loS i '

35. logi (ж+5)2 >  log0 5( 3 x - l )2 . 36. log0 7(x -2 )  > log0i7( 3 x - 4 ) .

37. log3x+log^yja:+logi x < 6 .  38. log05(3;+ 0,5) 4-log0i5a: ^ 1.
S'

39. logi (x -  2) +  log3 5 <  log3(x +  2 ). 40 . logi log3 | -± -j >  0 .

41 • log0ji log2 — < 0 . 42. log0 5 log8 < 0 .

43. 5log3 S+5 s$ 1. 44 . log2 log3 <  logi logi §~ гт  ■

45. lg2 x — Igx — 2 ^ 0 . 46. log2(x — 1) — log0 5(a; — 1) >  2.

47. logo 5 x  +  logo 5 £ - 2 ^ 0 .  48. I  3 .

4 9 - Г + I g x +  T ^ lg X  >  2 • 50,  ̂loo0,5 Ж 6 +  logo,5 x  ■

51- l°g|(3x- +  1) > logi(3ar +  1) +  6 . 52. log2 x  < щ ~ т г i •

Найдите область определения функции:

53. 54. у =  y/\g{x2 -  7х +  13).



55. y = \ / l l ( 0 ^ 5 ( 5 ^ ^ + v ^ g O ^ F l)-

56. При каких а уравнение
((logyjj (2 lg a -  x)) logx y/U  +  l )  l o g ^  sf=  2

имеет решение? Найдите решение при а =  10 .

57. Для всех допустимых значений параметра а найдите решение 
неравенства loga(x — 2) +  loga х <  1 .

10. Векторная алгебра
Основные сведения и формулы 

Способы задания вектора:
1) Координатная форма а — (1; 2; 5) или о =  ахг +  ayj  +  azk
2) Длина +  направление joj, cos a , cos /3, cos 7

3) Начало rf конец Л (2 ;6 ;4), J5(3;8;9) =*> Д В  =  (1;2;5)

Длина вектора |a| =  ya|H -a^ + 02

Направляющие косинусы cos а  =  cos /3 =  cos 7  =  j=lj-

Скалярное произведение, две формы записи: 
а • Ь — |aj \Ъ\ cos ip, где (р — угол между векторами а и 6;

CL ' Ь “  Q*x̂ x *1 “Ь

Угол между векторами cos <р =  гцтгг
a

Условие ортогональности: а • Ь — 0 .

Коллинеарность векторов: ^  ^  ^  или а =  kb,

при А: >  0 векторы а и 6 сонаправлены,

при к <  0 векторы а и b противоположно направлены.

Задачи

1. Даны точки М Д З,8,1) и М г(—1,2, —3). Найдите длину вектора 
М\Мч и косинусы углов, которые образуют этот вектор с осями 
координат.



2. Даны векторы а =  3i — 5 j + 8к  и b — — i +  j  — 4fc. Найдите длины 
векторов с — а +  Ъ и d =  a — b.

3. Даны точки А( 2 , —1,3) , 5 ( 1 ,1 ,1 )  и <7(0,0,5). Найдите угол меж
ду векторами АВ  и ВС.

4. Найдите угол между диагоналями'параллелограмма, построенно
го на векторах а =  2г 4- j  и 6 =  —2j  +  к.

5. Даны точки Д(2,4,0) ,  5 ( 1 , —2,3) и С(тп,5, — 2), где т — неиз
вестная абсцисса точки С . Найдите т , если известно, что вектор 
АВ  перпендикулярен вектору А С .

6 . Найдите вектор а, сонаправленный с вектором Ь, если 
|а| =  100, 6 =  ( 1 2 , - 1 6 , - 1 5 ) .

7. Найдите вектор а, параллельный вектору Ь =  (3 ,6, 6) и удовле- 
творяющий условию а • 6 =  27.

8 . При каком значении параметра т  векторы (а+Ъ) и с пара
ллельны, если а =  (—1,2,1) ,  5 =  (5,4, т ), с =  (2,3, — 1)?

9. Найдите вектор Ь, если он перпендикулярен векторам 
о =  (—2 , —1,1) и d — ( 3 ,5 ,—2), а скалярное произведение 
Ъ-с =  3, где с — (1, —1, 2).

11. Планиметрия
Основные сведения и формулы планиметрии

1) Прямоугольный треугольник 

Теорема Пифагора: с2 =  а +Ь2 
Площадь треугольника S  =  \ab

Радиус вписанной окружности г =  ^
Радиус описанной окружности R — Я

2) В правильном треугольнике со стороной а высота, радиусы 
описанной и вписанной окружностей и площадь соответственно 
равны:

j. ау/3 ту ау/3 _ ауЗ а _  агу/3
~~ ~ 2 ~ , я ~ ” 3_ ’ г “ ~е_ ’



3) Произвольный треугольник

S  =  |a/i0 -  ^a&siny -  pr =  ^  =  y/p(jp-o)ijp-b)(p-c) , 

где p  — полупериметр.

Теорема синусов: =  =  =sm a sin p  sm 7  

Теорема косинусов: a2 =  b2-j-c2—26c cos a  
b2 =  a2+ c2—2aecos/3

c2 =  a2+ 62—2abcos 7
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4) Трапеция:

средняя линия с ; a 4- b
~ r ~

/ h \
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В окружность можно вписать только равнобокую трапецию. 
Вписать окружность в трапецию можно, только 
если выполняется условие а +  b =  с +  d

5) Ромб 
S  =  ah — a2, sin а —

6) Параллелограмм 
S  =  aha — ab sin а  — ^d\d2 sin/3

7) Окружность радиуса R : 
площадь круга 5  =  яД2 
длина окружности С  =  2тгЛ

Задачи
1. В равнобедренную трапецию, плошадь которой равна 20, а синус 

одного из углов равен 0,8, вписана окружность. Найдите радиус 
этой окружности.

2. В прямоугольном треугольнике A B C  с прямым углом С  про
ведена биссектриса В М . Найдите площадь треугольника A B C , 
если синус угла А  равен 0,8, а площадь треугольника С В М  
равна 8 .

3. В круг с площадью 169тг вписана равнобедренная трапеция,



меньшее основание которой равно 10. Найдите площадь трапе
ции, если центр описанного круга лежит на ее большем основа
нии.

4. В равнобедренную трапецию, площадь которой равна 80, вписа- 
. на. окружность радиуса 4. Найдите периметр трапеции.

5. Площадь ромба A B C D  с острым углом В  равна 540, а синус 
угла В  равен 0,6. Из вершины С  проведена высота С Е , кото
рая пересекает диагональ B D  в точке М. Найдите длину отрез
ка С М .

6. В треугольнике один из углов равен 40°. Найдите угол между 
биссектрисами двух других углов.

7. Прямоугольный треугольник вписан в окружность с радиу
сом v/З. Найдите длину высоты, опущенной на гипотенузу, если 
известно, что один из катетов равен радиусу описанной окруж
ности.

8. В равнобедренном треугольнике основание равно 60 см, а боко
вая сторона — 50 см. Найдите радиус описанной окружности.

9. Две стороны треугольника равны соответственно 30 см и 40 см, 
а длина медианы, проведенной к третьей стороне, равна 25 см. 
Найдите площадь треугольника.

10. Найдите площадь треугольника М Р К  если М Р  —15 см, 
М К  =  7 см, а длина медианы M E  равна 10 см.

11. В  равнобедренной трапеции боковая сторона равна 16 и состав
ляет с большим основанием угол, равный 60°. Средняя линия 
трапеции равна 28. Найдите большее основание трапеции.

12. Найдите длину боковой стороны равнобедренной трапеции, если 
известно, что площадь трапеции равна 180, а радиус вписанной 
в трапецию окружности равен 6.

13. Найдите длину отрезка, параллельного основанию и делящего



трапецию на две части одинаковой площади, если известно, что 
основания трапеции равны 1 м и 7 м.

$
14. Сумма длин оснований трапеции равна 20 см, а длины диагона

лей равны 13 см и 21см. Найдите площадь трапеции.

15. Биссектриса угла А параллелограмма A B C D  пересекает В С  
в точке К . Найдите периметр параллелограмма, если известно, 
что В К  — 2,7 см, а К С  =  2,3 см.

16. Площадь правильного шестиугольника равна 18\/3- Найдите ра
диус вписанной окружности.

17. Площадь правильного двенадцатиугольника равна 75. Найдите 
радиус описанной окружности.

18. В прямоугольном треугольнике биссектриса острого угла делит 
катет на отрезки, равные 6 см и 10см. Найдите длину гипотену
зы.

19. Квадрат A B C D  и правильный треугольник А В К  имеют об
щую сторону, причем точка К  лежит вне квадрата. Найдите 
угол C K D .

20. Дан квадрат, две вершины которого лежат на окружности ради
уса R , а другие — на касательной к этой окружности. Найдите 
сторону квадрата.

21. В прямоугольнике диагонали пересекаются под углом 60°, а сум
ма диагонали и меньшей стороны равна 36. Найдите площадь 
прямоугольника.

22. В ромб с острым углом 45° вписана окружность радиуса 2. Най
дите произведение диагоналей.

23. Если сходственные стороны подобных треугольников равны 2 
и 5, и площадь первого треугольника равна 8, то чему равна 
площадь второго треугольника?

24. В равнобедренном треугольнике A B C  основание АС  =  18, а



боковая сторона равна 15. На стороне А В  выбрана точка К , а 
на стороне В С  — точка М, причем А К  : AM  : М С  = 5 : 3 : 5 .  
Найдите площадь четырехугольника А К М С .

25. Сумма двух углов, смежных с углом а, равна 80°. Найдите ве
личину угла а,

26. Величина одного из углов треугольника равна 20°. Найдите ост
рый угол между биссектрисами двух других углов этого тре
угольника.

27. Если в выпуклом четырехугольнике A B C D  дано, что АА =  90° 
и АВ  =  130°, то чему равен острый угол между биссектрисами 
двух других углов?

28. Катеты прямоугольного треугольника равны 8 и 6. Найдите дли
ну медианы, проведенной к гипотенузе.

29. Высота прямоугольного треугольника, опущенная на гипотенузу, 
равна 2, а острый угол равен 60°. Найдите гипотенузу.

30. Высота, проведенная из вершины прямого угла треугольника, 
делит угол в отношении 1 :2 .  Найдите отношение площадей по
лученных треугольников.

31. Радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, 
равен 3, а радиус окружности, которая касается гипотенузы и 
продолжений катетов за вершины острых углов, равен 18. Най
дите больший катет треугольника.

32. В треугольнике A B C  заданы длины сторон АВ  =  6 , В С  =  1 и 
А С  — 8 . Найдите синус угла В .

33. Одна из диагоналей параллелограмма длиной 4\/б составляет с 
основанием угол 60°, а вторая диагональ составляет с тем же 
основанием угол 45°. Найдите вторую диагональ.

Q с
34. Синусы двух острых углов треугольника равны ^ и а радиус 

описанной окружности равен 32,5. Найдите площадь треуголь



ника.

35. В треугольник вписана окружность радиуса 4. Одца из сторон 
треугольника разделена точной касания на отрезки длиной б и 8. 
Найдите радиус описанной окружности.

36 . Основание треугольника равно 20, медианы боковых сторон'рав
ны 18 и 24. Найдите площадь треугольника.

37. В четырехугольнике A B C D  известны углы Z C B D  =  58°, 
Z A B D  — 44° и ZA D C — 78°. Найдите угол CAD.

38 . Из точки В , взятой на окружности, проведены диаметр В С  и 
хорда В  А, которая стягивает дугу в 46°. Найдите угол между 
диаметром и хордой.

39 . Точка Р  удалена на расстояние 7 от центра окружности ради
уса 11. Через эту точку проведена хорда длиной 18. Найдите 
длину большего из отрезков, на которые делится эта хорда точ
кой Р .

40 . В параллелограмме с периметром 84 высоты относятся как 3:4. 
Найдите меньшую сторону.

41 . Стороны параллелограмма равны у/2 и Ьу/2 .  Больший угол меж
ду диагоналями равен большему углу параллелограмма. Найди
те модуль разности длин диагоналей.

42 . В трапеции A B C D  дано: ZA  — Z B  — 90°, А В  — 2, В С  =  4 и 
А С  =  C D . Найдите площадь трапеции.

43 . В равнобедренную трапецию площадью 255 вписана окружность 
радиуса 7,5. Найдите большее основание трапеции.

44 . В трапеции A B C D  длины оснований равны 9 и 12, а длины 
диагоналей равны 10 и 12. Найдите площадь трапеции.

45 . В трапеции A B C D  заданы основания В С  =  20, AD  =  30 и 
боковые стороны А В  — б , CD  =  8 . Найдите радиус окружности, 
проходящей через точки А я В  я касающейся стороны C D .



46. В выпуклом четырехугольнике диагонали равны 4 и 7. Длины 
отрезков, соединяющих середины его противоположных сторон, 
равны. Найдите площадь четырехугольника.

12. Стереометрия
Основные сведения и формулы стереометрии

Пирамида Цшр =  g З’осн • Н  Sn ~  >§бок +  SOCH

Призма 1пр — Socu • Н  Su =  ISqok +  25’осн
Площадь боковой поверхности находить как сумму площадей боко
вых граней.

Основные теоремы пирамиды:

1) Если все боковые ребра пирамиды равны или наклонены к плоско
сти основания под равными углами, то высота пирамиды проходит 
через центр описанной около основания окружности.

2) Если все боковые грани пирамиды наклонены к плоскости осно
вания под равными углами, то высота пирамиды проходит через 
центр вписанной в основание окружности.

Цилиндр Конус Шар

V V=irR2H R2H У=|тг R 3

'-’бок S^ovl—2'kRH к11О

со —

s* Sn=2irR (R +H ) Sn=TrR(R+l) 5п=4тгЛ2

Задачи

12.1. Призма

1. Основанием прямой призмы служит ромб с острым углом а . 
Угол между меньшей диагональю ромба и меньшей диагональю



призмы равен в. Определите объем призмы, если меньшая диа
гональ ромба равна d.

2 . Основанием прямой призмы служит прямоугольник. Определите 
объем призмы, если диагональ призмы, равная d, составляет с 
боковыми гранями углы, а  и б.

3. В правильной треугольной призме проведена плоскость через 
сторону нижнего основания и через середину противоположного 
бокового ребра. Площадь полученного сечения равна Q , а угол 
при его вершине а. Найдите площадь боковой поверхности приз
мы.

4. Объем правильной треугольной призмы равен V, угол между 
диагоналями двух боковых граней, проведенных из одной вер
шины, равен а. Определите сторону основания призмы.

5. Основанием прямой призмы служит равнобедренный треуголь
ник, боковые стороны которого равны Ь и угол между ними ра
вен а. Диагональ боковой грани, противолежащей углу а, со
ставляет со смежной боковой гранью угол j3. Найдите объем 
призмы.

6 . Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна d и состав
ляет с боковым ребром угол а. Найдите объем параллелепипеда, 
если периметр основания равен р.

7. Основанием прямой призмы служит равнобедренный треуголь
ник, основание которого равно а и угол при основании равен а. 
Определите объем призмы, если площадь се боковой поверхно
сти равна сумме площадей ее оснований.

8 . Самая большая диагональ правильной шестиугольной призмы, 
имеющая длину d, составляет с боковым ребром угол а. Найдите 
объем призмы.

9. Высота правильной четырехугольной призмы равна Н. Из одной 
вершины основания проведены в двух смежных боковых гранях



две диагонали, угол между которыми равен а. Определите пло
щадь боковой поверхности призмы.

10 . Основанием прямой призмы служит ромб с острым углом а. 
Угол между меньшей диагональю ромба и меньшей диагональю 
призмы равен /?. Найдите объем призмы, если сумма длин диа
гоналей ромба равна т.

11. В правильной треугольной призме угол между диагональю боко
вой грани и плоскостью другой боковой грани равен а . Найди
те площадь боковой поверхности призмы, если ребро основания 
равно а.

12. Через диагональ нижнего основания правильной четырехуголь
ной призмы и противоположную вершину верхнего основания 
призмы проведена плоскость. Угол между равными сторонами 
сечения равен а. Найдите отношение высоты призмы к стороне 
основания.

13. Через сторону нижнего основания куба проведена плос
кость, пересекающая верхнее основание и делящая объем куба 
в отношении т:п, считая от нижнего основания. Найдите тан- 
генс угла между этой плоскостью и плоскостью основания куба.

14. Высота правильной треугольной призмы равна Н. Плоскость, 
проведенная через среднюю линию нижнего основания и парал
лельную ей сторону верхнего основания, составляет с плоско
стью нижнего основания острый угол а. Найдите площадь сече
ния, образованного этой плоскостью.

15. Углы между диагональю прямоугольного параллелепипеда и сто
ронами его оснований равны а  и /3. Найдите объем параллеле
пипеда, если диагонали его оснований равны I.

12 .2 .  Т р еугол ьн ая  пирам ида

16. В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна а



и составляет с боковым ребром угол а. Найдите площадь сече
ния, проведенного через боковое ребро пирамиды и ее высоту.>'

17. Объем правильной треугольной пирамиды равен V, а  высота об
разует с боковой гранью угол а. Найдите сторону основания 
пирамиды.

18. Длина перпендикуляра, опущенного из вершины основания пра
вильной треугольной пирамиды на противоположную грань, рав
на d. Апофема боковой грани образует с плоскостью основания 
угол а. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.

19. Через сторону основания правильной треугольной пирамиды 
проведена плоскость перпендикулярно противоположному боко
вому ребру. Найдите площадь сечения, если высота исходной пи
рамиды равна Н  и образует с боковым ребром угол а.

20. В треугольной пирамиде все грани -  правильные треугольники. 
Через сторону основания проведена плоскость, делящая объем 
пирамиды в отношении 1:3, считая от основания. Найдите угол 
между этой плоскостью и плоскостью основания.

21 . Боковое ребро треугольной пирамиды перпендикулярно к ее ос
нованию, два других боковых ребра имеют одинаковую длину I 
и наклонены к основанию под углом а. Боковая грань, содер
жащая равные боковые ребра, образует с основанием угол /1. 
Найдите объем пирамиды.

22 . В треугольной пирамиде все боковые ребра и две стороны осно
вания равны о. Вычислите объем пирамиды, если угол между 
равными сторонами основания равен а.

23. В треугольной пирамиде плоские углы при вершине равны а, 
а  и /?. Боковое ребро, служащее общей стороной равных уг
лов, перпендикулярно к плоскости основания и равно а. Найдите 
площадь боковой поверхности пирамиды.

24 . Основанием пирамиды служит равнобедренный треугольник, у



которого боковая сторона равна а, а угол при вершине равен а . 
Все боковые ребра наклонены к основанию под одинаковыми уг
лами /3. Найдите объем пирамиды.

25. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник с ги
потенузой с и острым углом Все боковые ребра пирамиды 
наклонены к плоскости основания под углом (3. Найдите объем 
пирамиды.

26. Все боковые ребра треугольной пирамиды составляют с 
плоскостью основания один и тот же угол, равный одному из 
острых углов прямоугольного треугольника, лежащего в осно
вании пирамиды. Найдите этот угол, если гипотенуза основания 
равна с, а объем пирамиды равен V.

27. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник, ра
диусы описанной и вписанной окружностей которого равны со
ответственно R  и г. Найдите объем пирамиды, если ее высота 
равна Н.

12.3. п -угольная пирамида

28. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамида равно Ь, 
плоский угол при вершине пирамиды равен а . Найдите объем и 
полную поверхность пирамиды.

29. В правильной четырехугольной пирамиде через сторону основа
ния, равную а ,  проведена плоскость, перпендикулярная апофе
ме противоположной боковой грани. Найдите площадь сечения, 
если боковые грани наклонены к плоскости основания иод уг
лом СУ..

30. Через вершину правильной четырехугольной пирамиды под уг
лом (3 к плоскости основания проведена плоскость, параллельная 
стороне основания и пересекающая основание. Найдите площадь 
сечения, если сторона основания равна а, а плоский угол при 
вершине пирамиды равен а .



31. Двугранный угол между двумя смежными боковыми гранями 
правильной четырехугольной пирамиды равен а . Высота пира
миды равна Н. Найдите радиус описанного шара, ж

32. Пирамида имеет в основании квадрат. Из двух противополож
ных друг другу ребер одно перпендикулярно к плоскости осно
вания, а другое наклонено к ней под углом а  и имеет длину I. 
Определите длины остальных ребер и углы их наклона к плос
кости основания.

33. Основанием пирамиды служит параллелограмм, диагонали ко
торого пересекаются под углом а . Высота пирамиды проходит 
через точку пересечения диагоналей параллелограмма и рав
на Н. Неравные боковые ребра образуют с плоскостью основа
ния углы (3 и у. Найдите объем пирамиды.

34. В  основании пирамиды лежит равнобочная трапеция, в которой 
боковые стороны и меньшее основание равны а, а острый угол а . 
Найдите объем пирамиды, если все боковые ребра наклонены к 
плоскости основания под углом (р.

12.4. Круглые тела. Конус. Цилиндр

35. Тупоугольный треугольник, острые углы которого равны а  и (3 
и меньшая высота равна h, вращается около стороны, противо
лежащей углу (3. Найдите площадь поверхности тела вращения.

36. Треугольник A B C , у которого угол при вершине А тупой и ра
вен а ,  а угол при вершине В  равен /3, вращается вокруг стороны 
А В , равной с. Найдите объем тела вращения.

37. В  основание конуса вписан квадрат, сторона которого равна а. 
Плоскость, проходящая через вершину конуса и сторону квадра
та, дает в сечении с поверхностью конуса треугольник, угол при 
вершине которого равен а .  Определите объем и полную поверх
ность конуса.



38. Расстояние от центра основания конуса до его образующей рав
но d. Угол между образующей и высотой равен а . Найдите пло
щадь полной поверхности конуса.

39. Угол при вершине осевого сечения конуса равен 2а, а сумма 
длин его образующей и высоты равна т. Найдите объем конуса.

40. В конусе, радиус основания которого равен R, проведена плос
кость через вершину конуса под углом /3 к его высоте. Найдите 
площадь полученного сечения, если образующая конуса накло
нена к основанию под углом а .

41 . В  основании конуса хорда длиной а  стягивает дугу 2а. Угол 
между образующей конуса и плоскостью основания равен ;.р. Най
дите объем конуса и площадь его полной поверхности.

42. Через вершину конуса проведена плоскость под углом (3 к его ос
нованию, пересекающая основание по хорде длиной а. Найдите 
площадь полученного сечения, если образующая конуса накло
нена к основанию под углом а.

43. В  конусе через его вершину и хорду основания проведено се
чение. Длина хорды равна а, меньшая дуга, стягиваемая этой 
хордой, равна а .  Определите полную поверхность конуса, если 
угол между образующими сечения равен (3.

44. Высота конуса равна Н,  угол между образующей и высотой ра
вен а . В этот конус вписан другой конус, вершина которого сов
падает с центром основания первого конуса, а соответствующие 
образующие конусов взаимно перпендикулярны. Найдите объем 
вписанного конуса.

45 . В конус вписан шар, площадь поверхности которого равна пло
щади основания конуса. Найдите косинус угла при вершине в 
осевом сечении конуса.

46. Найдите синус угла между образующей и высотой конуса, если 
боковая поверхность конуса есть среднее геометрическое площа



ди основания и полной поверхности.

47. Основания двух конусов, имеющих общую вершину, лежат в од
ной плоскости. Разность их объемов равна V. Найдите объем 
меньшего конуса, если касательные к окружности меньшего ос
нования, проведенные из точки окружности большего основа
ния, образуют угол а .

48. Образующая конуса равна I и составляет с плоскостью основа
ния угол а . Найдите ребро равновеликой правильной треуголь
ной призмы, если высота призмы равна стороне ее основания.

49. Диагонали осевого сечения цилиндра пересекаются под углом а , 
обращенным к основанию. Объем цилиндра равен V. Найдите 
высоту цилиндра.

50. В  конус вписан цилиндр, высота которого равна радиусу осно
вания конуса. Найдите величину угла между осью конуса и его 
образующей, зная, что площадь полной поверхности цилиндра 
относится к площади основания конуса как 3:2.

13. Текстовые задачи
Задача. Смешали два одинаковых количества двух различных рас
творов соли и добавили 10 мл воды, в результате получили 30% рас
твора соли. Если бы вместо воды взяли 10 мл 5%-го раствора соли, 
первого раствора столько же, а второго раствора взяли в 2 раза боль
ше, чем в первый раз, то получился бы раствор 42% концентрации. 
Найдите в процентах концентрацию первого из двух первоначальных 
растворов, если известно, что она в два раза ниже, чем концентрация 
второго раствора.

Решение.

Обозначим через х — первоначальное количество первого раствора 
и р%  — его концентрацию. Решение оформим в виде двух таблиц. 
В  первой таблице представлен результат первого смешивания.



Количество Концентрация Сухая соль

I раствор X р% т & г *

II раствор X 2р% Т $ 5 'х
Вода 10 0% 0
Смесь 2х +  10 30% 0,3(2т + 10)

Масса сухой соли в таблице получается умножением массы раствора 
на концентрацию. Массы смешиваемых растворов складываются в 
последней строке таблицы. Последний столбец таблицы дает урав
нение на искомые неизвестные:

Т§0 ' х ^  Tiff!' ж +  0 =  0,3(2х +  10) или рх  =  20х + 100.

Во второй таблице представлен результат второго смешивания.

Количество Концентрация Сухая соль

I раствор X р% тЕи'х

II раствор 2х 2р% П& ’ 2х
Вода 10 5% 0,5
Смесь Зх +  10 42% 0,42(3т + 10)

Последний столбец таблицы дает второе уравнение:

lljg • т + •  2ж +  0,5 =  0,42(Зх +  10) или Ърх — 126.Т +  370.

Получили систему из двух неизвестных:

Г рх =  20т +  100,
Ърх =  126х 370.

Умножим первое уравнение на 5 и вычтем из второго, получим урав
нение 0 =  26т — 130, откуда х  — 5. Тогда из первого урав
нения найдем р  =  40%.

Ответ: 40.



13.1. Задачи на движение

1. Моторная лодка, обладая скоростью движения 20 км/ч, прошла 
расстояние между двумя пунктами по реке туда и обратно без 
остановки за 6 ч 15 мин. Расстояние между пунктами 60 км. 
Найти скорость течения реки.

2. Моторная лодка и парусник, находясь на озере на расстоянии 
30 км друг от друга, движутся навстречу друг другу и встре
чаются через один час. Если бы моторная лодка находилась в 
20 км от парусника и догоняла его, то на это потребовалось бы 
3 ч 20 мин. Определить скорость лодки и парусника.

3. Выйдя со станции с опозданием в 20 мин, поезд покрыл перегон 
в 160 км со скоростью, превышающей скорость по расписанию 
на 16 км/ч и пришел к концу перегона вовремя. Какова по рас
писанию скорость поезда на этом перегоне?

4. Катер прошел по течению реки расстояние от пункта А до пунк
та В  за 3 ч, а от В  до А за 5 ч. За сколько часов проплывет 
от А до В  илот?

5. Из пункта А  в пункт В , расположенный в 24 км от А , одновре
менно отправились велосипедист и пешеход. Велосипедист при
был в пункт В  на 4 ч раньше пешехода. Известно, что если бы 
велосипедист ехал со скоростью, меньшей на 4 км/ч, то на путь 
из А в В  он затратил бы вдвое меньше времени, чем пешеход. 
Найдите скорость пешехода.

6 . Два спортсмена бегут по замкнутой дорожке стадиона. Скорость 
каждого постоянна. На пробег всей дорожки один тратит на 25 с 
меньше другого. Начиная пробег с общего старта одновременно 
и в одном направлении, они оказываются рядом через 2 мин 30 с. 
Через какое время они встретятся, если побегут с общего старта 
одновременно в противоположных направлениях?

7. Два спортсмена начали пробег с общего старта по замкнутой



дорожке стадиона на дистанцию 3,2 км. Один из них проходит 
каждый круг на 10 с быстрее второго. Когда победитель при
шел к финишу, другому осталось бежать еще целый круг. Найти 
длину дорожки, если победитель закончил дистанцию за 9 мин 
20 с.

8. Два автомобиля, двигаясь по кольцевой дороге с постоянными 
скоростями в одном направлении, оказываются рядом через каж
дые 56 мин. При движении с теми же скоростями в противопо
ложных направлениях автомобили встречаются через каждые 
8 мин. За какое время проедет кольцевую трассу каждый авто
мобиль?

13.2. Задачи на работу

9. Двое рабочих, работая вместе, выполнили некоторую работу за 
6 ч. Первый из них, работая отдельно, может выполнить всю 
работу на 5 ч скорее, чем второй рабочий, если последний будет 
работать отдельно. За сколько часов каждый из них, работая 
отдельно, может выполнить всю работу?

10. Первый рабочий может выполнить некоторую работу на 4 ч рань
ше, чем второй. Вначале они 2 ч работали вместе, после чего 
оставшуюся работу выполнил один первый рабочий за час. За 
какое время может выполнить всю работу второй рабочий?

11. Первый тракторист вспахивает поле на 2 ч быстрее второго, а
7 овместе они вспахивают то же поле за lg  ч. За сколько часов 

вспашет поле один второй тракторист?

12. Кинозал имеет два выхода. После просмотра фильма зрители 
могут выйти только через первый выход за 3 мин, а только че
рез второй — за 1 мин. За сколько секунд зрители выйдут из 
кинозала, если будут открыты оба выхода?

13. Два грузовика, работая вместе, должны были перевезти груз за 
6 ч. Так как второй опоздал к началу работы, то к его приезду



первый перевез уже 3/5 всего груза. Остальную часть груза пе
ревез только второй грузовик, и потому перевозка груза заняла 
12 ч. За какое время этот груз мог перевезти каждый грузовик, 
работая отдельно?

14. Рукопись в 120 стр. отдана двум машинисткам. Если первая ма
шинистка начнет печатать через 1 час после второй, то каждая 
из них напечатает по половине рукописи. Если же обе маши
нистки начнут работать одновременно, то через 4 час останутся 
ненапечатанными 32 стр. За какое время может перепечатать 
рукопись каждая машинистка в отдельности?

13.3. Задачи на десятичное представление числа

15. Шестизначное число начинается с цифры 2. Если ее перенести с 
первого места на последнее, сохраняя порядок остальных цифр, 
то новое число будет втрое больше исходного. Найти исходное 
число.

16. Если двузначное число разделить на произведение его цифр, то 
в частном будет 3, а в остатке 9. Если же из квадрата суммы 
цифр этого числа вычесть произведение его цифр, то получится 
данное число. Найти это число.

17. Если из трехзначного числа вычесть число, записанное теми же 
цифрами, но в обратном порядке, получится 297. Цифра десят
ков этого числа есть среднее геометрическое цифр его сотен и 
единиц. Найти это трехзначное число.

18. Если двузначное число разделить на сумму его цифр, то в част
ном получится 4, а в остатке 3. Если же это число разделить 
на произведение его цифр, то в частном будет 3, а в остатке 5. 
Найти это число.

19. Трехзначное число оканчивается цифрой 2. Если ее перенести в 
начало записи числа, то полученное число будет на 18 больше 
первоначального. Найти это число.



1 3 .4 . Задачи на п р оц ен ты

20. Цена товара увеличилась на 25%. На сколько процентов ее необ
ходимо уменьшить, чтобы получить первоначальную цену?

21. Население поселка увеличилось за два года на 10,25%. Найти 
средний ежегодный прирост населения.

22. В  результате повышения производительности труда на 35% цех 
стал выпускать в день 405 изделий. Сколько изделий в день цех 
вы пускал ранее?

23. Шестьдесят экземпляров первого тома и семьдесят пять второго 
стоят 4050 руб. В случае 15%-й скидки на первый том и 10%-й 
— на второй за то же количество книг пришлось бы уплатить 
3555 руб. Сколько стоит один экземпляр каждого тома книги?

24. При продаже двух антикварных изделий, приобретенных мага
зином за 225 руб., получено 40% прибыли, причем при продаже 
первого изделия получено 25% прибыли, а второго — 50% прибы
ли. Определить цену изделий, по которой их приобрел магазин.

25. Вкладчик на свои сбережения в банке получил через год 15 руб. 
начисления процентных денег. Добавив 85 руб., он оставил день
ги еще на год. По истечении года вклад с процентами составил 
420 руб. Какая сумма была положена в банк первоначально, и 
какой процент дает банк в год?

26. Сумма квадратов двух чисел равна 325. Если первое число умень
шить на 70%, а второе на 40%, то сумма полученных чисел 
будет равна 12. Найти значения чисел после уменьшения.

27. В  двух кусках 24 м ситца. Сколько ситца в первом куске, ес
ли 15% первого равны 75% второго?

28. Если числитель дроби увеличить на 12%, а знаменатель умень
шить на 30%, то на сколько процентов увеличится дробь?

29. Частное 2-х чисел равно 2. Если делимое увеличить на 50%, а де



литель уменьшить на 25%, то сумма полученных чисел равна 15. 
Найти делимое.

30. В трех ящиках 48 кг сахара. Во втором ящике 80%, в третьем 
ящике на 25% меньше, чем во втором ящике. Сколько сахара в 
первом ящике?

13.5. Задачи на смеси, сплавы и на разбавление

31. Имеются два сплава золота и серебра; в одном количество этих 
металлов находится в отношении 2:3, в другом — в отношении 3:7. 
Сколько нужно взять от каждого сплава, чтобы получить 8 кг 
нового сплава, в котором золото и серебро были бы в отноше
нии 5:11?

32. Некоторый сплав состоит из двух металлов, входящих в отно
шении 1:2, а другой содержит те же металлы в отношении 2:3. 
В каком отношении нужно взять эти сплавы, чтобы получить 
третий сплав, содержащий те же металлы в отношении 17:27?

33. В сосуде было 10 л соляной кислоты. Часть соляной кислоты 
отлили и сосуд дополнили таким же количеством воды. Затем 
снова отлили такое же количество смеси и дополнили сосуд та
ким же количеством воды. Сколько литров отливали каждый 
раз, если в результате в сосуде оказался 64%-й раствор соляной 
кислоты?

34. Имеются два раствора поваренной соли различной концентра
ции. Если слить вместе 100 г первого и 200 г второго раствора, 
то получится 50%-й раствор. Если же слить 300 г первого и 200 г 
второго раствора, то получится 42%-й раствор. Определить кон
центрации этих растворов.

35. Из бака, наполненного чистым спиртом, вылили часть спирта 
и долили тем же количеством воды. Затем вылили столько же 
литров смеси. В баке осталось 49 л чистого спирта. Вместимость 
бака 64 л. Сколько литров спирта вылили в первый раз и сколько



во второй?

36. Сколько килограммов воды нужно добавить к 30 кг 5%-го рас
твора соли в воде, чтобы получить 1,5%-й раствор?

37. В первом сплаве золота и серебра количество этих металлов на
ходится в Отношении 1:2, а во втором — в отношении 2:3. Сколько 
грамм первого сплава надо взять, чтобы получить 19 г сплава с 
отношением золота и серебра 7:12?

38. Смешали 20%-й раствор соли с 40%-м и добавили 5 кг воды, в 
результате чего получили 10%-й раствор. Если бы вместо воды 
добавили 5 кг 96%-го раствора соли, то получили бы 70%-й рас
твор. Сколько килограммов первого раствора было взято?

39. Имеется кусок сплава меди с оловом массой 12 кг, содержащий 
45% меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому куску, 
чтобы получившийся новый сплав содержал 40% меди?

40. Имеется сталь двух сортов с содержанием никеля, 5% и 40%. 
Сколько стали того и другого сорта необходимо взять, чтобы 
после переплавки получить 140 т стали с содержанием нике
ля 30%?

14. Задачи с параметрами

1. При каких значениях параметра к квадратный трехчлен 
у = (к — 1)ж2 + (к + 4)ж + к +  7 можно представить в виде 
полного квадрата?

Решение.
Квадратный трехчлен ах2 +  Ьх +  с можно представить в виде
а(х — х0)2, если его корни равны х г — х2 =  х0, т.е. D =  0. В
данном случае D =  (fc-f4)2 —4(fc—l)(fc+7) =  0. Решая последнее

99уравнение, получим к =  — ̂  и к =  2.

Ответ: к =  — Щ-\ к — 2.



2. Найдите значение параметра а , при которых неравенство 
(2а +  1)х2 +  (а +  2)х +  ^ ^ 0 выполняется при всех х.

Решение.
График квадратного трехчлена у =  а х 2 +  Ъх +  с расположен не 
ниже оси Ох при выполнении условий:

( а >  О 
\ 0.

В данной задаче эти условия имеют вид 

f 2а -f- 1 > 0
( (а +  2)2 — 3(2а +  1) ^  0.

Решением последней системы является а  — 1.

Ответ: а — 1.

3. При каких значениях параметра а  все корни уравнения 
а х 2 — 2(а -г 1)ж +  а — 3 =  0 отрицательны?

Решение.
При а — 0 уравнение имеет один корень х =  — который удо
влетворяет условию задачи.
Рассмотрим случай а  ф 0. Для того, чтобы оба корня уравнения 
были отрицательны, необходимо и достаточно выполнения условий

Г D ^ O
 ̂ х г ■ х2> 0 
[ х х +  х2 <  0.

Применяя теорему Виета, запишем эти условия в виде:

(  — (а +  I )2 — а (а  — 3) ^  0

< Х1' Х2~  > 0
2 (а +  1) п 

х-1+ т 2=  ~й < °-
Решая эту систему, находим, что а Е [—А; 0). Ответ задачи объеди
няет два случая.

Ответс а 6 [—А;0].



4. При каких значениях параметра а  все корни уравнения 
ах 2 — (2а +  1)ж +  За — 1 =  0 больше 1?

Решение.
При а  =  0 уравнение имеет один корень х =  — 1, который требо
ваниям задачи не удовлетворяет.
Рассмотрим случай а  ф 0. Заметим, что способ решения задачи 3 не 
может быть применим в данном случае, т.к. сравнение суммы и про
изведения корней с 1 являются необходимыми, но не достаточными 
условиями.
Опишем общий способ решения подобных задач. Для того, чтобы оба 
корня квадратного трехчлена f (x )= a x 2+ bx+ c  были больше чис
ла d, необходимо и достаточно выполнения условий (см. рисунок):

iD ^ Q  

а  • f (d )  >  0.

Аналогично, требование того, чтобы корни были меньше числа d, 
означает выполнение условий 

(  £>>0

< хв — — Jr- < d 
\ а  • f (d )  >  0.

В данной задаче условия записываются в виде

{(2а +  I )2 -  4а(За -  1) >  0
2 а +  1 ^ 1  

2а > 1 
а(а — 2а — 1 +  За — 1) >  0.

Решая эту систему, находим, что а  Е f l ;   ̂ .



Очевидно, что тот же результат мы получили бы и решая неравен
ство х х >  1, где х х — меньший корень уравнения, однако такой 
способ является более сложным.

Ответ: а €  (1 . 2 +  У б

5. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
х2 — 2(а — 2)ж +  а — 2 ^  0 имеет решения и все они являются
решениями неравенства ж2 +  9|ж| — 10 ^  0 .

Решение.
Второе неравенство лучше решать графически, построив график ква
дратного трехчлена у =  ж2 +  9|ж| — 10 с учетом четности функ
ции (график симметричен относительно оси Оу). Решением второго 
неравенства является отрезок [—1; 1].
Первое неравенство будет иметь реше
ния, если D  ^  0, причем, так как ветви 
параболы /(ж) — ж2 — 2(а—2)ж+а—2 на
правлены вверх, решением будет являть
ся отрезок [жг; ж2], где х г, ж2 — мень
ший и больший корни.
По условию задачи нужно записать необ
ходимые и достаточные условия того, что

[жг; ж2] €  [—1; 1] или Хл ^
х 1 ^  
ж2 ^  1.

Такие условия имеют вид 

D >  0 
1 ^  жв ^  1 
/ ( - 1) ^  о 

/(1) >  о
или в данном случае

^  =  (а -  2)2 -  (а -  2) ^  0 
- 1  ^ а - 2 < 1 

/ ( - 1 )  =  1 +  2 ( а - 2 )  +  а -  2 ^ 0  
/ (1 )  =  1 -  2(а -  2) +  а -  2 >  0



Решением системы является отрезок [§; 2] и одна точка 

Ответ: а  6 [g;2] U {3}.

6. Найдите число корней уравнения 
в зависимости от параметра га. 

Решение.

6х2 +  2х3 — 18т +  п =  О

Перепишем уравнение в виде 2х3 +  6х'2 — 18х =  —п.
Построим на одном чертеже графики функций у2=  ~ п  и схема
тичный график ух — 2х3 +  6х 2 — 18т. Для этого найдем производ
ную: г/j =  6т 2+12т —18 и критические точки х х=  — 3 и х2= 1 . Ис
следуя знаки производной, нетрудно убедиться, что х х — — 3 — точка 
максимума, а т 2 =  1 — точка минимума, причем ут ах(~3) =  54; 
Упип(1) — —Ю.
Функция ух возрастает на интервалах 
(—оо;—3) и (1;+оо) и убывает на 
интервале (—3; 1). Из рисунка видно, 
что исходное уравнение имеет три корня 
при —10 <  — п <  54 или —54 <  п <  10; 
два корня при п =  —54 и п — 10; 
один корень при тг <  — 54 и п >  10.

Ответ: При п  €  (—оо; —54) U (10; +оо) один корень,
при тг =  — 54 и п — 10 два корня,
при п  €  (—54; 10) три корня.

7. При каких значениях параметра а  уравнение у/а — х — 2 
имеет единственное решение?

Решение.

Перепишем исходное уравнение в виде:

( а  — т 2—Зх+4 
I х С 2.



Построим на одном чертеже графики 
функций Ух — а  (прямая, параллель
ная оси О х) и у2 — х 2 — Зж +  4 (пара
бола) при условии ж < 2. Передвигая 
на рисунке прямую У\= а, приходим
к выводам,' что уравнение имеет един-

7ственное решение при а — ^ и а  >  2.

Ответ: а  =  j ; а > 2.

8. При каких значениях параметра а неравенство
а 2 — 9Xrl — 8а • 3х > 0 не выполняется ни при каких ж? 

Решение.
После замены 3х =  t (t > 0) получаем квадратное неравенство 
9t2 +  8at — а 2 <  0, корнями которого являются числа t\ =  —а; 
to =  %. Рассмотрим случаи:
1) если а  >  0, то t\ <  0 <  *2 и решением квадратного неравенства 

является интервал —а < t < %. С учетом t > 0 получаем 
неравенство: 3х <  ц, откуда х <  log3 a — 2;

2) если a =  0, то после подстановки в исходное неравенство полу
чаем 9Х+1 < 0, что невозможно;

3) если а  <  0, то t-2 < 0 < t\ и решением квадратного неравенства 
является интервал ц < t < —а. С учетом t — 3х > 0 получаем 
неравенство: 3х < —а, откуда х <  log3(—а).

Ответ: а  =  0.

9. При каких значениях параметра а  неравенство
4X+1 —3-2x+1 ^ а2 +  За выполняется при любых значениях х ?

Решение.
Выполняя замену t =  2X+1, получаем квадратное неравенство 
t2—3t — (a2+ 3a) ^ 0, корнями которого являются числа t\ =  —а; 
t-i =  а  \- 3. В отличие от задачи 8, в данном неравенстве придется 
рассмотреть большее число случаев. Изобразим их графически на



рисунке, отметив точки, соответствующие уравнениям t\ = —а — 0; 
t2 =  а + 3 = 0 и D = (2а + З)2 = 0.

является совокупность

совокупность

- 3  3 0 а
“ 2

1) При а  ^  0 '  t\ ^  0 <  t2, решением квадратного неравенства
2х+г < - а  
2Х+1 > а + 3.

Очевидно, что первое неравенство совокупности не имеет реше
ний, а решением второго являются все х  > log2(a +  3) — 1.

О
2) При — £  <  a <  0 корни квадратного неравенства удовлетворяют 

условию 0 <  П <  t ‘2 и решением исходного неравенства является
х <  log2(—a) -  1, 
х  >  log2(a +  3) — 1.

О О

3) При а =  — й получаем, что t\ — i2 =  решением исходного 
неравенства является все х  6 R.

О

4) При — 3 < а <  — я корни квадратного неравенства удовлетво
ряют условию 0 <  £2 <  t\ и решением исходного неравенства

х  <  log2(a +  3) — 1, 
х  >  log2 (—a) -  1.

5) При a ^  —3 получаем, что i2 ^  0 <  t\ и аналогично случаю 1 
получаем решение х >  log2(—a) — 1.

О

Ответ: а — —

10. При каких допустимых значениях параметра а неравенство
х (х +  л/4 — loga 6 ) ^  log 1 36a выполняется при любых

5
действительных значениях х ?

Решение.
Допустимые значения параметра а определяются системой 

f 4 - lo g a6 ^ 0
j а >  0; a / 1 , решением которой являются все а 6 (0; 1)U[ х/б; +оо). 

Исходное неравенство является квадратньш относительно перемен- 

ной х  : а/ -f- уф к — logQ 6 • х  +  (log6 а +  2) ^  0.

является совокупность



График квадратного трехчлена, ветви которого направлены 
вверх, неотрицателен при выполнении условия D  ^ 0, что при- 
води, к „ердвонсхву D =  ^  ^  j  _  4(log6 о +  2} ^ 0

Заменяя log6 а  =  I, после преобразований получим рациональное 
(21 +  I )2неравенство -— ,— > 0, решением которого является интер-

1
вал t >  0 и одна точка £ — — Выполняя обратную замену, 
получаем а  > 1 и а  — 1/\/б, что с учетом ОДЗ дает 

Ответ: а  е  [-^6; +ос) и а =  1/\/б.

11. При каких значениях параметра а  сумма loga 

loga ) больше единицы при всех х ?

Решение.
Рассмотрим сумму логарифмов:

s = 1оь ( ^ ) +1оД т й £ )  =  1°&>(2 + i x ? ) + lo& .(4 + i i i ) -

эта сумма имеет смысл при любых х. Заменим t — -—— тогда
1 +  х

очевидно, что 0 < t У. 1.
Составим неравенство loga(2 +  t) +  log С 4-Н) > 1  и найдем 
значения параметра а, при которых неравенство выполняется при 
всех t G (0; 1].
1) Если о > 1, то логарифмическая функция возрастает. Запишем 

равносильное неравенство
(2 -И )(4  + 1) > а  или t2 +  6t +  8 — а  >  0.

Абсцисса вершины параболы /(£) = t 2-f6£+8—а равна tB——3, 
ветви направлены вверх, следовательно, на интервале (0; 1] фун
кция /(f) монотонно возрастает. Неравенство /(£) > 0 выпол
няется тогда и только тогда, когда /(0) ^ 0, откуда 1 <  а  ^  8.

2) При 0 <  а <  1 исходное неравенство равносильно следующему:
/(£) =  £2 +  6< +  8 -  a < 0.

Аналогично первому случаю, функция /(£) монотонно возрас
тает на (0; 1], поэтому необходимо и достаточно выполнения



условия /(1) < 0, т.е. 1 + 6  +  8- а < 0, а > 15. Полученный 
ответ не имеет пересечений с условием 0 < а  < 1.

Ответ: а е  (1; 8].

12. При каких значениях параметра а  сумма loga(2x — 1) и 
1°ёа(2х -  7) равна-единице ровно при одном ж?

Решение.
Допустимыми значениями параметра являются все а  > 0, а  ф 1. 
Составим уравнение b g a(2a: -  1) +  loga(2x — 7) =  1.
Обозначая t =  2х >  0, запишем систему, равносильную данному

Парабола f ( t )  =  t2—8t+ 7—a, имеет вершину в точке tB = 4, вет
ви направлены вверх, корни расположены симметрично относитель
но вершины, поэтому условию t >  7 может удовлетворять только 
больший корень, которому и будет соответствовать единственное ре
шение уравнения. Необходимым и достаточным условием того, что
бы больший корень был больше 7 является неравенство /(7) < О 
или 49 — 56 +  7 — а <  0, откуда а >  0.

Ответ: а  €  (0; 1) U (1; +оо).

13. При каких значениях параметра а значение выражения
1 Т  cos х  (5 cos х  +  a  sin ж) будет равно нулю хотя бы при 
одном значении х ?

Решение.
Уравнение 1 +  cos х ■ (5 cos х +  a  sin х ) =  0 после преобразований 
приводится к однородному sin2 х +  a  sin ж cos х  +  6 cos2 х  — 0, ко
торое после деления на cos2 х  и замены t =  tg x  превращается в 
квадратное: t2 +  at +  6 =  0. Так как t — tg ж может принимать
любые значения, это уравнение будет иметь решения при условии 
D > 0 или D — а 2 — 24 ^ 0.

Ответ: а  €  (—оо; —2л/6] U [2\/б; +оо).

14. При каких значениях параметра а  сумма loga+3(sin2x +  2)

уравнению:
или f 2 -  8t +  7 -  а  =  0.



и loga+3(sin2 х  +  4) будет равна единице хотя бы при одном 
значении х  ?

Решение.
Допустимыми значениями параметра являются все a >' — 3, аФ  — 2. 
Из уравнения loga+3 (sin2 х  +  2) +  loga+3 (sin2 х  +  4) — 1 по
лучим, что (sin2 ж +  2) (sin2 ж +  4) — a -f 3.
Обозначим sin2 ж — t, 0 < t $' 1, тогда уравнение примет вид

f ( t )  =  t2 +  6f +  (5 — a) =  0.
Условия задачи будут выполнены, если последнее уравнение будет 
иметь хотя бы один корень из отрезка [0; 1] (в отличие от задачи 13, 
где корень мог быть любым числом). В  данном случае исследование 
только дискриминанта недостаточно. Ветви параболы направлены 
вверх, вершина находится в точке iB =  —3, следовательно, на от
резке [0; 1] функция /(<) монотонно возрастает. Для того, чтобы 
на [0; 1] существовал корень, в силу непрерывности необходимо 
и достаточно, чтобы на концах отрезка f ( t )  имела разные знаки 
/(0) •/(1) <  0 или (5 -  о)(1 +  6 +  5 — а) ф 0. Решая последнее 
неравенство, получаем 

Ответ: а 6 [ 5; 12 ].

15. Найти все значения параметра о, при которых уравнение 
l°S i-a  ~  cos ж +  sin — 2 имеет решение.

Решение.
Область допустимых значений параметра определяется системой

Г 1 - а >0
\ 1 — о ф 1, откуда а  6 (—оо; 0) U (0; 1).

По свойствам логарифмической функции перепишем уравнение в ви- 

Де 2 — cos х +  sin ^ — (1 — a)2.
Заменяя cos х =  1 — 2 sin2 ^ и полагая t — sin , получаем 
квадратное уравнение: 212 +  t } 2a — a2 — 0.
Это уравнение имеет решения, если D =  8а2 — 16а+1 ^ 0, откуда

с учетом ОДЗ получаем а  € (—оо; 0) U (0; 1 — ].



Найдем теперь, при каких значениях параметра а хотя бы один из 
корней этого уравнения будет принадлежать отрезку [—1; 1]. Так 
как ветви параболы /(/:) =  212 +  t +  2а — а2 направлены вверх, 
вершина находится в точке iB — — \ > то корни располагаются сим

метрично относительно точки t =  — Поэтому, если меньший ко
рень лежит в промежутке [—1; 1], то больший — тем более. Таким 
образом, достаточно выяснить, при каких значениях параметра а 
больший корень параболы окажется в промежутке [— ̂ ; 1 ]. Это бу
дет в том и только в том случае, если /(1) Тг 0. Вычисляя /(1), 
получаем неравенство 3 +  2а — а2 ^ 0, которое справедливо при 
а £  [—1; 3]. Пересекая этот промежуток с предыдущим, получаем

Ответ: а £  [ — 1; 0 ) U ( 0; 1 — ] .

16. Найдите все значения параметра о, при каждом из которых
о — (5 tg x  +  \ fZ ctgx— 1) 

неравенство ^  ^  { ф ™ ) )  + 3) -  ° ™ ееТ ряш!шш-

Решение.

1) Преобразуем неравенство к виду ^ ГДе

д{х) =  21og5 (х (т г -4 х ))+ 3 , f ( t )  =  t =  t g x € ( 0 ; l ) ,

{x (t i  — А х) > 0  -
/ 7Г гг 0 < Х  <  jr .

х Ф %п, п £  Z, 4
2) Исследуем функцию f i t )  : ее производная

f\ t)  =  5 — 0  — — — равна нулю в точке

t0 =  у  v3/5 <  1, отрицательна при 0 <  t < t0 и 

положительна при t0 <  t <  1, поэтому

/найм =  Ж > )  =  5 ■ 0Л/5 +  v"3 ■ yfi/ji-  1 =  2 ^ 7 5  -  1.

3) Наибольшее значение функции д  достигается в точке х0 =  |г 
и равно рнаиб =  2 log5 (|(тг -  4 • | )) +  3 =  4 log5 |  +  3.



4) При любом значении 0 < х <  ^  справедлива оценка д(х)  <  /(tg х ), 
так как д(х)  <  41og5 f +  3 < 3  =  2 - 2 - 1 <  2 ^ 7 5 - 1  <  /(tgx) ,  
поэтому исходное неравенство равносильно совокупности

а < г™a ^ f ^ a - x )  (при остальных ж оно не выполняется).

5) Исходное неравенство не выполняется ни при одном значении х 
тогда и только тогда, когда выполняется
#наиб ^  а < /найм 4 log5 ^  +  3 ^  а  < 2 v'TF — 1.

Ответ: a  G [ 4 log5 ^ +  3 ;2 ^ 7 5  -  1 ).

Задачи для самостоятельного решения
17. При каких значениях параметра а  квадратный трехчлен

у =  ах -  (а + 4 )ж + а + 2  отрицателен при любых значениях х !

18. При каких значениях параметра а  квадратный трехчлен
У =  (а  ~  1)ж2 +  2(а — 1)х +  2 не принимает отрицательных 
значений?

19. При каких значениях параметра а  графики функций
У\=  2ат + 1  и у2 — (а — 6)ж2 — 2 имеют только одну общую 
точку?

20. При каких значениях параметра а  корни квадратного трехчле
на у =  а х 2 — Зх +  5 — а  положительны?

21. При каких значениях параметра а  корни квадратного уравне
ния (а — 1)з;2 -f ах  +  1 — 0 отрицательны?

22. При каких значениях параметра а  оба корня уравнения 
4а 2х 2 — 8аж +  4 — 9а2 — 0 больше 3?

23. При каком значении параметра а  любое значение ж, удовле
творяющее неравенству ах 2 +  (1 -  а 2)х -  а  >  0 по модулю 
не превосходит двух?

24. При каких значениях параметра а  корни уравнения
(о +  1)ж2 — 3ах  +  4а =  0 принадлежат интервалу (2; 5) ?



25. При каких значениях параметра а  один из корней уравнения 
(а — 5) х 2 — 2ах  +  а — 4 =  0 меньше 1, а другой больше 2?

26. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
х2 — 2 (а +  4)х +  18а  «С 0 имеет решения и все они являются 
решениями неравенства х 2 — 7\х\ — 8 ^ 0.

27. Найдите число корней уравнения - З х 2 +  х3 +  9х =  а 
в зависимости от значений параметра а.

28. При каких значениях параметра а  уравнение у/х  +  а — ж+1 
имеет единственное решение?

29. При каких значениях параметра а  уравнение / 4 х +  а  =  2х 1 
имеет два репгения?

30. В зависимости от значений параметра а  решите уравнение 
у/х — у/а —'х — 2.

В зависимости от значений параметра а  решите неравенства.

31.  а 2 ■ 42х+1 -  5а ■ 4х +  1 >  0.

32. а 2 -  2 • 4х+г -  а  • 2Х+1 >  0.

33.  При каких допустимых значениях параметра а  неравенство 
х ■ (9х +  y /2 4 ^ -]o g /2 ) ^  logo,5 2а выполняется при любых х  ?

34. При каких значениях параметра а  сумма loga ( " У ? )  и
log ( i ± 3 V £  

ga U  +

35. При каких значениях параметра а  уравнение 
1°§а—2 +  cos х  — sin ^) =  3 имеет решение?

36. При каких значениях параметра а  уравнение 
^°£а+1 +  cos х — 2 sin — 3 имеет решение?

37. При каких значениях параметра а  значение выражения
3 +  sin х • (2 sin х +  a  cos х) будет равно — 1 хотя бы при одном 
значении х ?

не равна единице ни при каких значениях х ‘



38. Найдите все значения параметра а, для которых при каждом х 
из промежутка [2; 4) значение выражения logi х — 5 не 
равно значению выражения (а — 2) log2 х.

39. Найдите все значения параметра а, для которых при каждом х 
. из промежутка (0; i ]  значение выражения 42х +  4 • 41 -не

равно значению выражения а ■ 4х +  6.

40. Найдите все значения параметра а, для которых при каждом х  
из промежутка (— значение выражения a2 tg2 x — 4tg  х 
не равно значению выражения 2(2 — а  ■ tgx).

41 . Найдите все значения параметра а, для которых при каждом х 
из промежутка §■] значение выражения о2 tg2 х  — 2 tg ж 
не равно значению выражения 2 — а  • tg х.

42. Найдите все положительные значения параметра а, при которых 
множество решений неравенства а ах2 ■ Хб1*51-6»75 ^ g(3a+2)a: 
содержит числа, меньшие чем —0,1 , но не содержит числа, 
большие чем 3.

43. Найдите все положительные значения параметра а, 
при которых каждое решение неравенства
а“*2+*.81б>25зс—1>5 ^  27(2а+7)х принадлежит отрезку [—6; —3].

44. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых
(4 sin у/х — 8 — 3) — анеравенство — Ъ   т=—     д  U не имеет решении.

а  (1°ё2 х +  7v^loga; 2 — 5)
45. Найдите все значения параметра о, при каждом из которых

(2х +  Зл/2 • 2~х — 5) — а  неравенство   ^  -  ■-j=-— ^ О не имеет решений.



15. Ответы

Алгебраические преобразования

1 . —7-г  . 2. 0 ^  г . 3 . т — п .а +  о 2а +  о

4. 1. 5. 6. 0 . '7. ' y / t - y f i .

S. п р и а > 1; при а < 1;

Алгебраические уравнения и неравенства

1. 0 . 2. —1; 3 . 3. 2 . 4. - 1 ; ^ .  5. 1; —3.

6. 3 ;3 ±  2\/5. 7. 0; —3; ~ 3 8. 2;0,5.

9. 2; 4 . 10. 2 .  11. - 4 ;  | . 12. ( -оо;  - 3 )  U ( - 1 ;  §)

13. [—2; — |) U [1; + о о ) . 14. (—оо; U (2; 3) U (5; +оо ) .

15. (1; 3) U (3; 5) . 16. ( - 2 ;  0) U (2; + о о ) .

17. (—оо; —1) U (^; +оо) . 18. [1;2) U (3;4].

19. (—ос; —2) U (—1; 0) U (1; +оо ) . 20. [2:8].

21. -оо; — U (^; + о о ) . 22. (—оо; | ] . 23. (0,5;+оо)

24. [—2; 1]. 25. ( - 3 ;  0] U [1; 3).  26. [2; 7] U [8;+оо ) .

27. [—2; 1]. 28. [ - 5 ; - 1 ]  U {0 }  U [1; 5 ] .

Иррациональные уравнения и неравенства

I. 20. 2. 1. 3. ±\/б; ± у / П .  4. 2 .  5. ± 4 .

6. 4 .  7. 85. 8. 0; 4. 9. 2 .  10. 5.

I I .  (1; 3]. 12. (0,5; 2]. 13. [0; 2]. 14. |4;+оо).

15. (—оо; — д ) . 16. (—оо; — 6] U ( +о с ) . 17. (5 ;+оо).

18. ( -оо;  - 2 )  U ( - 2 ;  0] U [4,5; + о о ) .



Тригонометрия

1. 1; х ф  + тгп. 2. | ; x € R .  3. 0 ; x ^ |  + 3 f .

4 ' Г ^ ; 5  +  7rfc- 5. 1; ж е Л ,  6. 2̂ 2 .

7- 2 5 ’ 8- § •  9. -^ 1 . ю . - | 4 ; _^4

П . ^ 2 .  1 2 . ^ ^ . .  13. { - Щ  + Жк.

14. arctg(-2) + тгА;; arctg \ +  жп. 15. тг + 2жк; ± |  + 2тгп.

16. (-1 )*+1|  + 2тг&. 17. ± f  + 7rк. 18. ( - l ) * + i I  + 7I-&.

19. f  + TTfc. 20. f +  2j*; ± |  + ^ .

21. тг +  2тг*; ± ^  +  4тгп. 22. J +  ж к -  arctg(-0,4) +  тгп.

23. arctg 0,5 + тг&; arctg 3,5 + тгп. 24. |  + 2тг/с; тг + 2тгп.

25. + тгА:; arctg §  + тгп. 26. |  + тгЛг; -  arctg 3 + тгп.

27. |  + 7rfc; 1  + тгп. 28. тг +  2тгк; §  + 2тгп.

29. ± !  + 2тгА;. 30. ± ^  + 2 f .  31. | + 2 тгА:.

32. ± ^  + 2тгА;. 33. тг£; +тгп. 34. 0.

35. тгА; ~ |  + ,гп. 36. |  + ( - 1 ) " ^  + .

37. |  + тг&; (-1 )п|  + тгп. 38. + тгА:; тг + 2тгп.

39. ± |+ тгА :. 40. (~ l)k+l +  *£  . 41. i f  + тгА;.

42. тгА;; |  + тгп. 43. 2тгк: ^  + 2тгп.

44. |  + 2тг&; 2 arctg|  + 2тгп. 45. 2тгк: |  + 2тгп.

46. ^  + 2лк. 0,4(arctg 5 + Trn). 47. - ^  + _

48. ±40° + 120»*. 49. §  + f ; ± f  + тгп. 50. f ; ^ .



51. f  + Щк; П + 2т, Л  53. f ;  ± 1  + 2 ™ ,

54. TV +  2тгк; ±  arctg  ̂ + 2ттп . 55. j  +  2т г к ;  2п п .

56. ^  -Н тгЛ:; (—l) nJ j  +  ■ 57. - J  +  7rfc; ± ^  +  7гп.

58. | .+  2тгА:; - | d - 7r n .. .  59. | +  тгк. 60. ±|+тг/с.

61. f  +  f p  (—1)П55 +  ™  ■ 62. f + 7Г&; — arctg2 +  7rn.

63. 2тгЛ:; +тгп; - J  +  2тгт . 64. ± ^  +  2™.

65. ( - 1 ) * |  +тгА;. 66. 1; 1  +  7Г&. 67. | +  2тг/й

6 8 - || +  7гА:; ^ : +7Гп; | | + тгш.

69. [ f  +  2vrfc; |  +  2ттк) U (|  +  2тгп; ^  +  2тгп).

Производная и ее применение

1 . — sin 2 . 2. 0 . 3. у =  2 - х ;  у =  х - 3 .

4. 3у =  х - 3 .  5. у =  2х +  3; у -  3 -  2ж .

б. М (1 ;-3 ) ;  у =  2 - Ъ х .  7. М ^О;- 1 ) ;  М2(4; 3 ).

в. 25 _ 9 _ ^ м/с2 . 10 . утах(0) =  2; ymin(2) =  —2 .

1 1 -  2 / т а х (  1 )  —  2 ;  У т т ( 1 )  =  2 .  1 2 .  У г ш а ( е )  —  —  \  ■

13. Утах( 2) =  35; ymin(~4) = —73 .

14. Возрастает при х 6 (-о о ; 1) U (1; + о о ).

15. Возрастает при х  6 [0; -Ьоо).

16. Возрастает при х  €  (—оо; 1 — л/3) U (1 +  л/3; +оо);
убывает при х  € (1 -  \/3; 1 +  \/3 ) .

17. Возрастает при ж 6 (1; +оо); убывает при х  <Е (0; 1).

18 ‘ у =  =  1?; У =  у(2) =  - ю .



20. шаху =  у(3) =  10; miny — у(2) =  —15.
(0$ [0;3]

21. max у =  у(1) =  129; miny = у(4) = 48.
[1;6] [1;6]

г г .  max у  =  у ( \ ) =  V 2 ; min „ =  ( , ( ! £ )  =  - у Д . 

Прогрессии

^ ’ § ’ 3 ’̂ ^' 0,1 ~  d — 3-

4. {bi =  7; ? =  - 2 } ;  { 6г = - 5 6 ;  ? = - £ } .  5. {2; 4; 8} .

6. (2; 10; 50}, {50; 10; 2 } .  7. bx =  6; у -  | .

8. =  9. g =  —2 - 10. 15. 11. л/10-

12. 13. —1; 1. 14. 7. 15. J .

Показательные уравнения

1. 1. 2. 4; --2. 3. *  А - 5. 0. 6. 24.

7. 3. 8 . - 2 . 9. 3 ±  \/ТЗ 
2 10. - К ~-2 ; 3. 11. |.

12. - 3 .  13. °; § 14 VL14. и . 15. 1. 3 
_ 2> 2 ‘ 16. 7.

17. 0; 1. 18. 0 . 19. 2. 20. 5. 21. 3. 22. 15

23. 2. 24. 3 • 25. 0. 26 1
• 2 - 27. 2 .

28. 1; log6 2 . 29. 3, 30. ±4 31. 1; log2(3 + V 2 9 )- l .

32. - 1 .  33. - 2 . 34. ±1; 0 35. 3
2 - 36. - 1 .

37. § .  38. 1. 39. ±л/3. 40. log2 . 41. 0; 1

42. log7 А . 43. ± 3 .  44. ± 2 .

Показательные неравенства

1. (—оо;—1) U (3;+оо). 2. (—оо; 2) U (3; -f-oc). 3. (—оо;2].



4. (0; 1).  5 . х  >  0,5 log2 0,75. 6. (—2 ;+ o o ) .  7. ( 5 ;+ o o ) .

8 . [ Й ; + ° ° ] -  9 ' (—oo; J ) . 10 . [0; 64).  11. ( § ; 2 ) .

12. (2 ;+ o o ) .  13. (1; 4 ) .  14. [ ~ у / 3 ] у Д ] .  15. (—oo; 1 ] .

16. [3; + o o ) . 17. (—oo;2 ] .  18 . [4 ;+ o o ; ) .  19. ( - o o ; l ] .

20 . ( —oo; — 1 ] .  21 . [log2 3 ;+ o o ) .  22 . (2; + o o ) .

2 3 .  [4 —log3 5 ; 4 ] . 24 . [0; 36).  25 . ( - 1 ;  2) U ( 3 ;+ o o ) .

26 . (0; 2 ) .  27 . ( - 4 ; 0 ) .  28 . { 0 }  U [ l - l o g 7 2; + o o ) .

29 . [ 1— log3 5; 0 ] U [ 1+ log3 5; - fo o ) .

30. ( —oo;log2(\/2—1)] U [0 ,5 ;+ o o ) . 31 . (—oo;0) U [^5 + o o ) .

32 . (2 ;+ o o ) .  33. (—1;0)U (3; 4 ) .  34 . [0; 4 ) .  35 . (—1; 1) .

36 . (—1; 0) U (0; 1) . 37 . (—oo; 0) U [ 1; + o o ) . 38. ( 3 ;+oo) .

Логарифмические уравнения

1. - 2 ; | .  2 . 2; 9 .  3. 4 .  4 .  9 .  5. 0,125. 6 .  J .

7. 4 / 2-1 .  8 . 3 .  9. t y b - 2 .  10. 6 .  11.

12. 1 +  j / I? . 13. —5 .  14. - 4 .  15. 8 .  1 6 . ' 2 5 .

17. 2 1 .  18. 18. 19. 27 . 20 . 4 .  21 . 2 .

22. 4 ^ ; 4 .  23. 0,25; 4 .  24 .  3 .  25 . \/3;3. 26 . 20.

27. л Д 0 ;1 0 .  28. J f ; 2 .  2 9 .  ^10; 10. 30. 1; 4 .

31. 10~5; 10 2; 102; Н Г 5. 32 .  10; 100 . 33 . 1; 5; ^  .

34 . - J .  35 .  ^ ; V 2 -  36. - 1 0 0 0 .  37 . 5 .  38 . 10; 10“ § .

39 . 0,01; 10. 40 . 0,1; 100. 41 . 4 .  42 . J ;  3 .

43. 3; 27 . 4 4 .  45 .  1; - | . 46 . 11. 47 . 4 .

48 . - 1 .  49 .  - 3 .  50 . 10. 51 . 52 . 0;



53 . - 2 5  . 54 . 1; 5 . 55. 1 (Г 2; 1 (Г3 . 56 . 10; 104 .

57. - 1 0 0 0 .  58. 1,1; 11. 59 . 9; 60 . 3; | .  61. л/З.

62. 1; 3 .  63. 10; 10“ 4 . 64 . 10±х; 10± 2 . 65 . 3; 273 .

66. 3±х/2. - 6 7 .  -д; 9 .  68. у 2 ± 2 т т к .

Логарифмические неравенства

1. (1; 2)и(3; 4 ) .  2. ( -о о ;  3)и(4; +оо) . 3. (0; J  ] .  4. (3; 4 ) .

5. (|; +оо) . 6. ( i ;  §] - 7. (1; 2) U (3; 4 ) .  8. (2; 3 ) .

9. (4; 6 ) .  10. j - i p  - 3 )  . 11. (—1;0) U (1; + о о ) . 12. [2; 3).

13. [ - § ; - ! )  U ( - | ; 0 ] .  14. (—оо;2) U (9; + о о ) .

15. (2 ;3) U [5; + о о ) . 16. ( £ } и ( 1 ; + о о ) .  17.

18. ( - 3 ; - | )  U (| ;+ о о) . 19. [—1; 1) U (3; 5 ] .

20. (—оо; —1) U (4; + о о ) . 21. [—7; 3 ] - 22. (—3; —1).

23 . ( - 7 ; - 2 ) .  24. (3; 4) U (6 ;+ о о ) . 25. ( - 7 ; - 6 ]  U [ 1 ;+ о о ) .

26. ( J ; ^ ] u [ | ; + o o ) .  27 . (1; 1,04) U (2 6 ;+ о о ) .

28 . { —2 }  U [ - § ;  —1) U { 2 }  . 29 . [ - 3 ; - 1 )  U (5; 7 ] .

30. ( | ; | ] .  31. (—1; 1).  32. (2; § ) .  33 . ( § ;+ о о ) .

34. ( § ; 2 ) и ( 7 ; 8 ) .  35 . ( -о о ;  - 5 )  U ( - 5 ; - 1 )  U (3; + о о ) .

36. (2 ;+ о о ) .  37 . (0; 27).  38. (0; ^] . 39. ( 3 ;+ о о ) .

40 . [2; + о о ) . 41 . (1 ;+ о о ) .  42 . (3 ;4 ]  U [6; + о о ) .

43 . [0; + о о ) . 44 . ( - о о ; - 2 ) .  45 . (0; 0,1 ] U [ 100; + о о ) .

46 . (1; |) U (3 ;+ о о ) . 47. [д; 4] . 48 . ( ^ ;  |) U (|; 4 ) .

49 . (0,1; 1) U (1; 10). 50. (0; £] U [|; +оо) .



51. ( - g J - j f )  U (l;4-oo). 52. (0; 10). 53. (1;+оо).

54. (-оо; 3] U [4;+оо). 55. [2; 4]. 56. а ^ 1 0 ^ ; 11.

57. х > 1 + \/1 + а при 0 < а <  1;
2 < х < 1 + \/1 + а при о > 1 .

Векторная алгебра

1. Уб8; -2Д/17; —3/4/17; —2/%/17. 2. 6; 14.

3. 135°. 4. 90°. 5. -1 0 . 6. (48; -64; -60 ).

7. (1 ;2 ;2 ). 8. - 3 .  9. ( j j j ;  jg ) •

Планиметрия

1. 2. 2. 18. 3. 216. 4. 40. 5. 10. 6. 70.

7. 1,5. 8. 31,25. 9. 600. 10. 42. 11. 36. 12. 15.

13. 5. 14. 126. 15. 15,4. 16. 3 . 17. 5 . 18. 20.

19. 30°. 20. 1,6Д. 21. 144-/3 ■ 22. 32\/2. 23. 50.

24. 96. 25. 140°. 26. 80°. 27. 70°. 28. 5.

29. 30. 1 : 3 .  31. 12. 32. ^ . 33. 12.

34. 420. 35. 8,125. 36. 288. 37. 58°. 38. 67°.

39. 12. 40. 18. 41. 8 . 42. 12. 43. 25. 44. 84.

45. 15. 46. 14.

Стереометрия

1, V — *1 ■ 2. V  = d3 sin a: sin /3л/cos2 a— sin2 /3.
2 t g f

24Q sin tv /---------------------------- 3/ SFs in ^
3. S  = — 4---2. 4/ 1—4 sin2 & . 4. о = {/ 2sin а  V 2 w у'б cos а —3



b3 sin a  sin ^  у  cos2 ^ —sin2 /3
5. \r ^  ■ ' 1 ' • rj ' """'   1 •si np

6. V = £ ( ^ - 4 < i W a )<icMi«. 7. У =  °83(l+ cos” )a  ■

8. V  =  2 ^ 1  d3 sin2 a  cos a .  9. S  =  .
o ycos a

m 3 tg2 тг tg (3 о „ ,------- -̂-----

10 - y  =  ' 2(1+ tg W  ' S ‘ ! , V № '

12. f i  =  _ S p “L 13. t g a = 4 + f l .  14. , 5 = ^ Щ -  
a  v 2 sin S  a In  a n  a

cos a

■7

15 у  _  I3 cos a  cos /3 y s in 2 a -  cos2 /? Q _  a2y 3 tg 2 a —1
r~r " " " ’ S\J (cos2 a +  cos2 (3)3

17. a  =  18. S  =  ■

19. S  =  H 2 tg a  sin a . 20.

n-> T7   I3 sin2a\/sin2 /?— sin2 a  00 v  a3 a  /T ~ Ja ~ ~ 7
2 ! .  V — 3 sin^7tg79 • 2 2 ‘ ^ - T s m 7 V 4cos 7 " 1

2 3 _ g = a2(Si n 2 a + Sm /3)_ 24 F  ^  1 a3 sin a  tg/? .
2 cos"1 a  о 2

25. T/ =  sin a  cos a  tg j3. 26. sin a  =  -

27. V =  r^ rH (r+ 2R ) . 28. У — | 63 sin2 ^л/cosa.

Q2V'cosa 
I sin /3 sin тг

32. /sina; ^ Z \ / l+ sin 2o:; tg (3 =  y/2tg o :.

33. У =  rj;H3 sin a  ctg (3 ctg 7 . 34. У — | a3 cos3 tg 9 .

29. S  — a 2 sin3 a . 30. 5  - .  31. R ^ l H  tg24 sin /4ят У 2 °

35. 5  — 7r/i2 s in o (c tg a + ctg /3)(ctg cH-ctg/?-+smW '



rr 7гс3sin2a  sin2/? 0~ тл_ тга'^усозn с  7га (\/2s in - j+ l )
36- 3sin2(a+/3) ' 12s i n f  2 v ^ s i n f  ’

n 7ni2( l+ s m a )  on T/_  7rm3 sin2 a  cos а
3 8 - 5== sin o co s^ a”  ’ 3 9 ’ 3(J +  cos o )3

<п о /?2 tg o y / l -  tg2 n l:g2 .:i . „  7ra3 t g y  . 7tq2-cos2 ^
cos (3 ‘ ' 24 sin3 а  ’ 2 sin2 a  cos <p ’

2+„л 7ra2 f s in ^ 4 -s in ^ )
42. 5    f  ..... -9..  ■ 43. 5  = ----- *----- ---------Л *- .

4 cos (3 V tg2 /3- tg2 a  4 sin2 a  sin P

44. F  =  sin4 a  cos2 a  . 45. tg t| =  | ; cos a  =  ^  .

46. s i n a ^ .  47. 1/! =  V t g 2f .

4 8 , а = з @ с « ^ м й 1 49, я = 3 ® .
V Зл/З YTTtg2^

50. a  — arctg ^ •

Текстовые задачи

1. 4 км/ч. 2. 12 и 18 км/ч. 3. 80 км/ч. 4. 15 ч.

5. 4 км/ч. 6. 30 с. 7. 400 м. 8. 14 мин. 9. 10 и 15 ч.

10. 8 ч. 11. 5 ч. 12. 45 с. 13. 10 и 15 ч. 14. 10 и 12 ч.

15. 285714. 16. 63. 17. 421. 18. 23. 19. 202.

20. 20%. 21. 5%. 22. 300 изд. 23. 30 руб. и 30 руб.

24. 90 руб. и 135 руб. 25. 300 руб. и 5%. 26. 1,8 и 10,2; 3 и 9.

27. 20 м. 28. 60%. 29. 8. 30. 20 кг. 31. 1 кг и 7 кг.

32. 9 частей первого и 35 частей второго. 33. 2 л.

34. 30% и 60%. 35. 8 л и 7 л. 36. 70 кг. 37. 9 г.

38. 2 кг. 39 . 1,5 кг. 40. 40 т и 100 т.



Задачи с параметрами

17. а < - - ^ = .  18. ( - o o ; - 3 ] U [ l ;+ o o ) .  19. а =  ± 6; а =  3.

20. (0; J]U[g; 5). 21 . а > 1. 22. (0; g). 23. а € [ - 2 ; - £ ] .

24. а е [ - ^ ; - 2 ) .  25. а е ' (5 ;2 4 ) .  26. а б [ 0 ;2 ] .

27 . а £  (—27; —13) — 3 корня. 28. а =  | ; а >  1.

29. —3 <  а  ^ —2 30. Если а < 4 : решений нет,
если а ^  4 : х =  ?| +  л/2а — 4.

31. Если а ^  0 : х  €  12,
если а > 0 :  ж е  (—оо; — log4 a — 1) U (— log4 а; +оо).

х  €  (—оо; log2( —а) -  1), 
решений нет, 
х €  (—оо; log2 о — 2).

33. а = - щ ' ,  а ^ ^ / 2 .  34. о €  (0 ; 1 )  U (1 ; 6] U (12; +оо).

35. а €  [ | ; 3 )  U ( 3 ; 2 + ^ ] .  36. а е  [ - | ; 0 ) и ( 0 ; ^ - 1 ] .

37 . а  £  ( —оо; —4д/б) U (4\/б; + о о ). 38 . о €  ( - о о ; - 2 )  U [1,5;+оо).

39 . а €  ( - о о ; - 1 ]  U (3 ;+оо). 40. а е [ 0 ; 2 ] .  41 . а е [ - 1 ; 0 ] .

42 . а € [8 ;  30). 43 . о е [ | ; | ] .  44 . а 6  (1; 2 ^ 9 8  -  5].

45 . о € [ - 1 ; 2 ^ 1 8 - 5 ] .

32. Если а <  О 
если а  — О 
если а  >  О
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