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I. Разложен® светового поля по плоским волнам

Электромагнитное поле светового сигнала имеет две поперечные 
компоненты электрического и магнитного векторов. В скалярной теории 
обосновывается возможность независимого использования каждой компо
ненты электрического или магнитного векторов, поэтому мы в дальней
шем будем описывать световое поле комплексной функцией v<x„t) 
и называть ее скалярной комплексной амплитудой светового поля, i  =
= ( x.y.z ). Распространение светового поля в пространстве описыва
ется волновым уравнениэм

2
( ч 2 - с-2 - ) VCX ,t) = О (1)

где с - скорость света в свободного пространства,
„ д2 s2 -2,Vй = - - оператор Лапласа ш  лапласиан,

аж «у въ

Далее, пока не будет специально оговорено, будем рассматривать свето
вое тюле одной монохроматической составлявшей, то есть будем считать, 
что свет имеет одну частоту электромагнитных колебаний  ̂ и одну 
длину волны к , wx = е. Для такой монохроматической волны временная 
зависимость может быть выражена в явном виде

¥(ж, t) = U(x) e-12"1’* . (2)

Подставляя (2) в (I), получим уравнение Гельмгольца

< ч2 * м2 > о<5> = о , О)

описывающее распространение пространственной части комплексной амп
литуды в пространстве, к = 2гг/к -  волновое число света..
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Даже представим функцию и<х) как результат 'гоеобразования Фурье

ОС
U(x,y,z) = JJ A(a,/3,z) exp fik(ax + Py)] do dr- . (4 )

—a.

Физически- преобразование (4) - зто разложение поля по плоским вол
нам в плоскости х ( рис.1) . а частотные переменные а и п 
пропорциональны углам Эйлера ( a = ein е » ft = а±п у ), задающим 
направление распространения плоской волны» А<а„в.К) - амплитуда 
пространственного спектра плоских волн на плоскости z .

Наша даль теперь состоит в 
получении связи между амплиту
дой света на плоскости а 
0(х,у,х) и амплитудой света
H3 ПЛОСКОСТИ ж=0 UQ(x,y) II).
Дет этого подставим (4) в (3) 
и подучим уравненда для
A{a,/3.z) :

З̂ А(а.ft,») + k2( j  _ а2 _ ftZ ) А(а,/3,х) = О . (5)

решение которого записывается в виде

+ . 2 „2 
е "  ^  ( 6 )

Это - уравнение распространения плоских волн вдоль оси z.
Знак ■+“ перед квадратным корнем выбирается в случае, если волна при
ходит к плоскости я слева, знак , если волна приходит справа.
Для направленных световых полей и пучков света от квазиточечных источ
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ников всегда известно направление распространения0 ж поэтому дая оп
ределенности в дальнейшем будем вьКйфать знак,

Из (6) следует условие на хфастравстаеннш частота а ж ft

а2 + ft2 < 1 ' (Т)

В случае, если а2 + /э2 > i , то вместо (6> будем ишть

A(a,ft,z) = Ао(а,/?) е f̂t*-- 1 . (8)

Амплитуда (8) описывает затухающ® по экспоненте световые волаы, 
которые не распространяются да»© в пространстве го оси » 
поэтому исключим их из рассмотрения.

Амплитуду сгоктра плоских волн в шоскостж. а=о предстала в 
ввдз интеграла Фурье

A (a ,ft) = JJ О (х,ж ) ess» t-ikC «* + ftv- >3 . (8)
-со

Даже, используя (4 ) ,  (8 )  и <9> , голучш

и<*,У,я) = Я Я  0о(*'.у*з *
—со

* е>Ш а *  * <*»> dcdPcte'dsr' =

Я  ио С х% у ') Щ х -л ',  у - у ',  2 ) dx'dsr' (10)
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где

H(x-x'.y-y'„z) = ff eikz/l-a2-^2 elk ta(x-x')-♦/»(»-»')) . (XI)

Интеграл <I0> является конечной цель», Он связывает комплексную амп
литуду 0о(х,у> В ПЛОСКОСТИ ж=0 И ХОЮЛЭКСНУЮ амплитуду 0(х,у,а) 
В ПЛОСКОСТИ я (рис Л  К

Далее покажем» как разложение поля по шюекмм волнам (10) можно 
свести к интегралу Кирхгофа» который боже часто используется в опти
ке, Рассмотрим комплексную амплитуду сферической волны

которая является частным решением уравнения Гелшгольцг (3). Разло
жим эе в спектр пжосют волн по формуле (4>:

p(x»y,s) = ^ , а2 = ж2 + у2 + z2 {Х2)

iks/lZc.2-)?2 вШ «  ЧУ»») (ХЗ)

Так как сферическая волна в плоскости s=o имеет амшш-уду

S>(s.sytO) ' = <145

го можно на&ти функцию А (а./») аз СООТНОШ0НЙЯ (13):

CD
А (а,/») = // р(х.у„0) е~Ш а ж  * Г**} dxdj- =

-to
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со 2nr iki0
= j j  -т - e_itop ^ ^  ***> . (is,о о

где x = г со BP , у = г Biap , а -  р со®-> , ft -  р tsXzs-' .
Используя известные соотношения

2тт
J е*5> { it со ер ) dp = 2п 3 (t> , (16,

X в±аГ JQ(b r ,  dr = ( Ь2 -  в2 Г 1/2 , Ь > в , (17,

где JQ(x ,  -  функция Бесселя нулевого порядка, получи* вместо (15) 
следующее выражение

-  2nt
А «*,/?> =  »— =— 21/2 - <1в>k { 1- - л2)3-/2

Итак, разложение сферической волны m  плоским волнам шеет вид

® ikx ( 1 - а2 - ft2)1̂ 22п э
^  i k ( 1 -ал- Г  ■ Я  ...................j  -т а  < » >

Левые части формул (II) ж (19) связаны между собой

а г в1*®, а1*® *В 5?т „ 0Ш
= ва![—  ] =lk -g- ^  - -^oikH й  . (20)

Условие сведения интеграла шосетж волн (10) к интегралу йищгофэ 
(интегралу сферических волн) слэдупвэе:

к »  1/H ИЛИ Н »  X . {21)
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0ВТогда приблиаанно иожно затенить ш * я ж a i , 
вторы» елагазмш в (20) можно пренебречь, ж приближенно получим 
шесто (20)

е1кВ
2йК<х,ург ) = к -g— „ (22)

го которого следах окончательное вырашню для интеграла Кирхгофа

® e4kB
0{ж»у»а) =k/2*f/ 0о( * ' . у ' )  ~g— dx'dy' » (23)—S©

а =/чх-х' )2 + (у-у* )2 +■ ж2 ..

Физический с*ысл интеграла Шрггофа (23) раскрывает прквдда Ггагенса- 
-Френеля, который утвврвдавт* что световое па» на плоскости ж явля
ется сушртюзицша (алгебраической судао®) сферических волн от вто- 
давык .точечных жетотгаюв с учетом ш  ашшшуда , рагашзшннш: на 
вескости *=о.

Условия (21) в шжграншоа области зкшвадантао уеловж

а2 + /?2 «  1 . (2 4 )

В этих стктр&аьшж горетювнш: удобно шшеэтъ в ш  часто встрэчаю- 
щюся в оптю® гряЗлиаюния.
I. ПриЗлишние плоских волн С?) «2 + Р2 < i -
2: Ири&нЕкенго сферических волн <24), а2 + /?2 « i , ■
3. Цшймшн» хэоштршчвскоа ояшки (лучевое приЗлиженш} :

А~2- /?2 {а2 ♦ р2)2

2
а2 4- ft2 « X/z « 1 . <25)
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При условии (25> уравнение (в? д а  спектра шоснж волн перехода: 
в уравнение распространения луне®

1кжA(a„fi,z) = &о(а,/)) о

4. Приближение Френеля (приближение параболических волн)

+ ::Г  . _
кz -- 5----  « п и ™  2,2 + Р2 у АК/* -

(26)

(27)

При условии (27) разложение ш  сферическим волнам <23 > перехода в 
разложение по параболические волнам» а уравнение распространения 
спектра плоских волн <в> заменяется на слезщтт-

,2 + fJ2
А(a ,ft,я} = А (а»/?) вжр jibs ( .1 - )

5. ЩмЗлшевда Фраунгофера (прайлизшние дальней зоны)

• . Л 4-/3 9 ■ ' J? '
tos  -----   »  w ИЛИ. ■ Х/я «  г» -г ft « I

Соотношения между областями 
переменных {а,Р) , в кото
рых выполняется перечислен
ные приближения» показаны 
на рис,2 и обозначены соот
ветствующими цифрами.

(28)

Й5С .-2
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2. Параболическое приближение и гауссовы пучки

При рассмотрении пучков когерентного света от лазера, мод сво
бодного пространства пт гауссовых пучков, жт любых других свето
вых полег с небольшой расходимость» всегда можно выделить, из комплек
сной амплитуды быстро шнявдуюся от я составляющую, если ось г
выбрана вдоль направления распространения:

0 {sc,3T,!E) = Ж(х,у,я} eika . (28)

Если дааэе подставить (29) в уравнен» Гельмгольца (3), то подучим 
уравнение для медленно меняющейся по а амплитуда K(x,y,z> :

0^Я(х,у„х) + 2ik 0S(x,y,z) + 72 К{х>у z) = о (30)
2 ' вя ' . Х

т т  ч2 = -  + -  -поперечны* лапласиан,
А #У“

Пусть шдаэнно даняющаяея ашлигуда удовлетворяет условию

0 №
I ~ 2  I « 2k ! ^  I . (31)

0Z

тогда шесто сзо> пояучш параболическое ( или'параксиальное) урав
нен» распространения света

( 2 ik  §ж + Ч2 ) g ( x . r . z )  = О . (32 )

Далее получим некоторые простые результата, ограничиваясь одномерным 
случаем. Представим комплексную амплитуду через действительную амплиту
ду и фазу :
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K (x . z )  = к е±г> , & - m  , Р - аг-g g (3 3 )

и подставим (33) в уравнение (32). Получи» систему двух уразненш

йдК д \

<34}

*2А
ё*х

Г -»2
L ^  J

а%>
а А 5 ^  =  0

Первое уравнение системы (34) можно представить через фушади» интен
сивности света I(x,z) = А (х,*> ;

0I(X„Z)
a z + I(x,z)

а рСж.ж) »£<ж,ж) вр<х.г>
£ ж

= к Iz(x,z) + £1Сх»а)®ж(ж„я>Зж = О .

s i
где введены обозначения : 1ж - j а т.д.

Решение уравнения (35) при 1 * 0  можно подучить в. виде

.(38)

р (x„z) = *> (ж) - к/ I i{x'aa)ds"J I (x“,*)dx“

«>!<*>/ I г(х".ж)с5х'
О

(3 6 )

где V 0(z) , pĵ z) - постоянны® величины для каждого фиксированного а. 
Решение (38) показывает, что при любом ж фаза светового поля p(x.z)
связана однозначно с интенсивностью i(x.s) и ее производной iz(x,z).

Покажем, что оггределенные интегралы
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J I(x,s) tbt = J Q , f  f>x(x,z) Kx.z) dx = ,
<37)

f С P^(x.x) I(x,z) + (x,z) 3 d* = J2 ,

гда подстрочными индексами обозначены соответствующее производные, 
являются инвариантами для уравнения (32), то есть jo , ах и j,2 
не зависят от я , Действительно,

Ооазздаве равенство следует аз ограниченности полной энергии света 
и стремления поэтому интенсивности к*»*) к нулю при ж » + » для 
любого фшгафованнаго а. Инвариант <зо - это полная энергия светово
го поля в любой плоскости» перпендикулярной направлению распростране
ния, Для второго инварианта доказательство такт основано на
шпвгрироБанш по частя*:

Joz ~ -Г J tPx(x,x)I(x.,x)Jx <±х =

- ~ I J d tPx;x,*)i(x,z) j = - | [pxi з s - о .

W

Jlz = / *ws 1 &  + / ** r= ** = ~ £ / рж 1}x &  *Н»

+  I ,  1  • * *  *  -  E  [  4  1  £  -  f / ж  *  * *  *  ]  +  .
(38 )

w

Первые слагаемые в квадратных скобках равны нулю » так как I * о 
п ш  для производной фазы по а в последнем интеграле в (38)
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воспользуемся вторым уравнением системы (34), тогда вместо {38} полу
чим;

Аналогично» но более громоздко» доказывается» что производаая третье
го инварианта j2 по ж также равна нулю.
Используя далее инварианты (37) и вводя понт» среднего радауса 
пучка света

можно показать, что ш т г  место уравнение

где г - постоянная» независящая от s. Уравданш {40} жзет общз© 
.решение вида;  ■ ' /

Е2 (й ) = у2?,2 + В? . (41 )

Уравнение <41) справедливо 
для любыж параксиальных

R̂ SS) = j”1 J . ж2 1<Ж»8) (39)

световых пучков» распростра
няющихся в свободном про
странстве. Из него сдедает, 
что при z=o пучок имеет Вас. 3.
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минимальный средний радиус »о (рис.З), а три z » ro/j- радиус 
растет линейно h<z) * у а с коэффициентом расходимости г .

С помощью системы уравнен® (34) могут быть получены также гаус- 
совые моды свободного пространства. Для этого будем искать такие 
световые пучки, которые распространяются сохраняя вид функции комп
лексной амплитуды, а изменяется только их масштаб. Пусть такие пуч
ки описываются комплексной амплитудой:

Е0(х/Ив<Г) )
8 U ’Z) = 0м1)/2---- ’ !42)

В. (ж)

Подставляя это выражение в одномерное параксиальное уравнение распро
странения ввда

йЕ{х,ж) Лох.а)
21k   + — -X--- 7 - 0  , (43)

От, Огх

подучим

d^E (с )  dB (a) dE (а )
— 2 --- * r_ik £ Г ~  }а  *  {n+l)t-ikB<z))K (а) = О . (44)

d a  da

dB (z)
Пусть -Ik   = 2 тогда B(z) -= а + 2 iz/k , (45)

dz '

где а - радиус "перетяжки" гауссового пучка, что будет выяснено в 
дальнейшем, С учетом (45) вместо (44) получим:

dZE (a )  dE (a )
о ----  4 2a — —  4- 2<n+l) К (a )  = О , (46 )

d a  da °
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ГД8 <=■=* CB(z)3 1/2.
Проверим, что пучок Гаусса-Эршта с комплексной амшигудой

■ -а2К (а) = е Н (а) , (47)О Ш

где нп(х) - полином Эрмита а-го порядка, удовлетворяет уравнению 
(48). Действительно, первая и вторая производные в (46) будут иметь
ВИД:

Еоа = С -ах^С а ) + ^ Н п{ « )  3 е ^

2. d d2
Soc« = f -2Hn(«>  * V >  + 1  A ( e > 1 e -sac*

После их подстановки в уравнение (48) и использования рекуррентных 
соотношений

f ^ C x )  = НпН^Сх) , Нга(х) = 2хНп(х) - 2{й-1)Нп_2(х ) , (48)

получим вместо уравнения (48> тождество.
йгак, частно© рэшенш (42) в виде мода Гауеса-Эршта уравнения (43) . 
окончательно записывается в вида;

. К (x,z) = е / ( }Н (x/yfiu)) B_{n+1)/2(z> , B(z)=a2+2is/b„ (49)n n

Из (49) следует, что существуют такие сватов» пучки, которые распро
страняются в пространстве, вдоль оси z так, что сохраняется их ввд, а 
изменяется только масштаб. Так как многочлены Эрмига представляют со
бой полную систему ортогональных функций, то любое решение уравнения 
(43) может быть представлено в виде линейной комбинации частных ре
шений (49).
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Аналогичные результата можно получить для аксиально-симметричных 
световых полей (пучков). Для этого параболическое уравнение (32) 
запишем в цилиндрических координатах

SE(r,a.z> , . м ,21к | *г J *) + 1 ~ 5 ~  = О . (50)
X* &&

где ж = г «гае, т - г sin® , с~а . Для аксиальных пучков Ktx.y.s) =
= к (r.z) и вместо (SO) получу уравнение

9 %  в2 & в К 2 2 ?2ik ~  *    4 * —  - О . И= к + у*. <51)
•$ V

Будем искать рваюнию этого уравнения в виде специальной комбинации 
переменных [3}

к
(52)В(г.Ж) =  ° ~ -- Г7Т W |   } .

, , П, 1 а (1 + i»>J(14-10)

где в я 2ж/(Ьа2) - фреведевскш параметр» а - эффективный радиус
пучка при я = о , ко - постоянная. Структура решения (52) напоминает 
рэшнйв (44) » то есть оно строится в виде шдовых пучков» распространя
ющихся в пространстве » сохраняя подобие.

Подставим (52) в (51) и получим обыкновенное дифференциальное урав
нен» ДЛЯ функции Н(г):

дРыт ) dW{T )
 JT" 1 -S- Г ) ■ + ( • + !  ) Щт.); = О ,  (53 )d т ’

г2
где т = —5  » в = 0 . 1 . 2 ,- ...

а (1 -5- 1D)
Частными решениями уравнения (53) являются функции Гаусса-Лагеррз



17

Wm (T> = e T Ч»(Т> • (54)

где Lm(x) - полином Лагерра порядка ш £2 ] , Так как эти полиномы 
составляют полную ортогональную систему функций, то общее решен» 
уравнения (53) может быть представлено в виде их линейной комбинации

г2 00 Сш г2 'E(r,z) = exp Г - -=  1 J - — • Ь ( -=-------- } . (55)L а (1+tD) -1 И=0 ( 1 + Ц>> а ( 1+1DH

Из (55) при ш = о получается комплексная амплитуда гауссова пучка

2iz . „ 2iz .К (r.z) = С [ 1 + — г ] А ехр {- (г/а) (1+ — —  )-х > . (56) 
ка ка

Из (56) видно, что радиус гауссового пучка растет с расстогшшм в со
ответствии с формулой

В (г) = а У1 + (— „>2 , а = ВДО) . (56*)
ка2

Сравните формулы (56*) и (41). Радиус кривизны в волнового фронта 
гауссового пучка меняется с расстояншм следующим образом

/ 7  + 0 2z
G (z )  = а ------------------------ , D = ------- д

у . ка (57)
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3. Когерентные френелввские изображения

Вернемся к параболическому уравнению (33) и подставим в него 
амплитуду Ktx.y,*} в вида преобразования Фурье

да
Е(х,у,а> .= JJ AC? ,v ,z ) e1(xf + rn> dfdf? . (58)

-да

Тогдаполучим обыкновенное дифференциальное уравнение для ас?

2ik “5“  - k2C?2 + >?2 ) A = О . (59)

Решение этого уравнения имеет вид

2 2А{? ,T?,Z) = А0(?,П) exj> [ - ££ { ?/: + j?Z) 3 , (SO)

да
где feoC? ,0) = Я  я0<х*у) o~i{xr +у!,) dxdy

- д а

Подставляя (60) в (58) и используя известный интеграл

°° - 2 /   ib 2г гвх 1Ьж . / л . _ ____j  *  в «Зж = У -  ижр Е ~ ^ ~  3 » (81 )—да

ПОЛУЧИМ Як го ik '
В (х ,у , * )  = —  jj"80(x % y ' )  exp { ( x - x ' ) 2+ (y - j r ' )2 ) ) d * 'd y '.  (62 )— ®

Последнее преобразование называется преобразованием Френеля [43 и 
будет нами использовано многократно в дальнейшем. Преобразование 
Френеля можно также получить из интеграла Кирхгофа (23), используя
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параксиальное приближение (27). Это будет соответствовать замене 
сферических волн в принципе Гюйгенса-Френеля на шраболичесжш волны. 
Итак, мы получили выражение (82), которое описывает распространение 
монохроматического когерентного светового поля в параксиальном при
ближении вдоль оси z о Заметим, что это преобразование Френеля 
легко свести к преобразованию Фурье. Действительно: '

лТс  i k ( x 2 +  у 2  ) / 2 z  “  i k ( x ' 2 +  y ' 2 ) / 2 z
K ( x . y . z )  =  e  f f  E o ( x ' , y ' )  e  *—CO

(63)

*  e x p  C - i k (  X X *  +  y y ' ) / z j  d x ' d y '

Из (83) видно, что преобразование Френеля есть, с точностно до 
экспоненциального фактора параболической волны, преобразование 
Фурье от исходного светового поля, умноженного также на экспоненци
альный фактор параболической волны. Соотношение (83) часто использу
ется для численного расчета, чтобы вычислять преобразован® Френеля 
через алгоритм быстрого преобразования Фурье (БШ).

Для того чтобы далее получать фрвяелэвскш изображения, восполь
зуемся известным из геометрической оптики уравнением тонкой линзы

где а - расстояние от 
.объекта до линзы, ь -
- расстояние от линзы 
до изображения, £ -
- фокусное расстояние 
линзы (рис. 4).
Если а > f , то изо
бражение действитель
ное, перевернутое и 
масштабно измененное в ь/а раз.

Рис. 4



Подучим даже с помощью преобра
зования Френеля связь комплексных 
амплитуд в плоскости объекта 
Fo(u,v) и в плоскости изоорзже- 
ния Fi<«,y) [53 Комплексная
амплитуда света в плоскости перед 
линзой находится с помощью преоб
разования Френеля < рис. 5):

Рис. 5

“ « • » )  = \ Я  F (U.V-) *—сг

*  ехр ] Ц ч (? - li ) 2+ (7 ;-v )2}ld«<iv . (65 )

Функция пропускания тонко® сферической линзы в параксиальном прибли
жении

->■(? .4 ) = Р<г .TI) exp “  ( ?2 + п2 ) | . „ (66 )

Г 1. <? .д) « о 
V (t .v )  ~ < - функция зрачка линзы.

1 О. (? .77) С о

о - форма апертуры линзы или форма даафрагш» ограничивающей линзу. 
Тогда поле в плоскости за линзой будет равно:

U'(f.7?) = Т(? ,JJ) U(s ,7>) . (67)

Даже с помощью преобразования Френеля находится комплексная ампли
туда светз в плоскости (ж,у) , отстоящей на расстоянии ъ от линзы:
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Подставляя в (88) выражения (в5)-{87)„

. 2 со jt ts*к г__. -н p(il.V.f ,57)
Fi(x>y) ~ ab Я Л  ?0<̂ ,v)P(f ,b) e " duriwdt?> . (69)

-C D

<?-u) + (n-v)  ̂ ? + n“ (t-x.1 + (ч-у)-1,4 ) =    _    + —    -------

2  2 7 ^u + v ' x + у"* „_  -  +    + { J + 1 _ 1 ){?2+ 42, _ (705

~ 2 [ * ( I -  X ) * - ' | *  I  > ] -

С учетом уравнения линзы (64) окончательно палу

7 ife- 7 о ™ *>
s оь + у  ̂ (Ti + v 'Fj Cx.y) = -- е>. - J/Г Cu,y>« «(«Не, y^Wod», (71)

где » г “ 1
' у+^о/л, y-tbv/a) =//Р{? ,V )ежр| -jj-fcr {X+ba/&}+4 {y+bv/& )} j d ? * , .. (72 )

функция. .«(х,у) называется функцией импульсного отклика оптической 
системы ш к  функцией размытия точки» Она равна Фурье-образу от функ
ции зрачка лине.: В функцию зрачка (66) могут также входить аберрации
линзы, которые приводят к фазовый модуляциям волнового фронта. При
учете аберраций функщо орзчк» становится комплексной»

Проанализируем подробнее формулы \ Л) и (72). Пусть в плоскости 
объекта находится точечный источник света

Fo(u,v) = к <S(u)5(v)
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тогда в плоскости изобраюния сформируется световое нож, пропорцио
нальное функции импульсного отклика { в этом заключается ее физичес
кий смысл)

п ib о ~

А1Г  5 г <х*ч у 5 Fjlx.y) = ~g~. е с £>(х,у) . (73) -

Если шрес^означш-ь

[ = S - < A  А ]FJ (x .sr) = F ^ x . y )  exp  j- ~5£~<x + У >1

г ^  2 2 'F^(u,v5 = ч > exp j jjJJ (w ■* v ) j

то к ш з rare эалъв- . преобразованш V i )  представить в вшв янтэгра-
ж а с ш р п ш

*2 "¥Цх,ж) - Т 11 Г(#,*) ОС» ♦ аж/Ь. v ■*■ ту/Ь) dud» . (74)* «if- ■ .£ С

Если фргщйа шг?льсиого отклика зависит рт .разноетя  (суины? времен - 
ш .  как это имеет иесто в зашей случае (72,), то говорят, что опги- 

сиетеияГвюкяшжячвекзя. в бешю обда» сдучэе-, когда отсутст- 
'  параксиальное прийлшвнив, структура рветэния сохраняется, но 

шесто <74) следует использовать .

FJ(JC.JT) = JJ tjrt,») fl(u,*;i,») dhattr , ?7 5 )

Поогеди:-^ в ® ,  связы ? »  комаавкезае ашиштуяы'света'в плос
костях шьжга * его изобргзшия, верно доя жзой когерентной опта- 
ческой-ежггаш. Но выравдяш для функции импульсного отклика (72) в 
этой, случае уже не зиеет -зестз.
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В качеств© примеров найдем функщи импульсного отшка для трех 
простых случаев: для линзы с неограниченной адартуро* и дата лйез, 
ограниченных квадратной ж круглой апертурами.
I. Неограниченная линза;

■-Наг/Ь -ikyrr/b0(х,у) = f е <Ж f
—СО —<

2. Квадратная диафрагма: Р(? ,п) = теetc?/®?) тесЛСп/wj

dr; = (|>2 <S(x><S(y). (7 5 * )

-ifcsT/b . -ifeyn/b
0{x,y) = J e  df J e *) =

Шш
(78)

где  s ix ic (x )  =  в !м  x  /  ж ( рИС, 6 ) .  ПйРВЫЙ НОЛЬ ФУНКЦИИ Btxss
равен

Х0 = ХЬ/(2») . ' (77)

3. Круглая диафрагма: р к .ч ) = Р (?2+ ь 2) = р « »  = c i r c i  (>/ю
2л Е

О(р) = f  #  Г rdr ехр ! ik®P sosCs» -  ь> )/b 1 =о о L J



В
=J Jo itavVb) rd r = В2 J, (k&>/b) (kSo/b)-1 , (78 )

О

Где ? = г сое *5 , п ~ т oin р , х = р cos р , у ~ с sin »■> .

График функции 2Jj{r)/p показан на рис.? . Первый ноль этой функции 
равен

Р с  = 1 .22  Х Ъ /(2В ) . {7 9 )
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Из приведенных примеров видно, что ограничение линзы диафрагмами 
приводит к уширвнию изображения точки, то есть вместо бесконечно 
узкой 6-функции (75*) получаются функции (78) или (78), ширины кото
рых ( при определении ширины функции как расстояния до ее шрвого ну
ля) равны соответственно: 2жо к 2pq . Из формул (77) и (79) также 
видно, что функция импульсного отклика уширяется пропорционально 
длине волны света и расстоянию от линзы до плоскости изображения , но 
обратно пропорционально линейному размеру ограничивающей апертуры 
( к иди v >.
, Из рассмотренных конкретных случаев можно сделать общий вывод..о-том, 
что из-за дафракщи когерентного света на диафрагме изображение объек
та оказывается "размытым", так как уширяется изображение каждой точки 
объекта. Если линза имеет неограниченную апертуру или такую, что 
можно пренебречь дифракционными эффектами, то из (71) и (75) следует:

F ,< * .y )  = к ^ а Ь ) " 1 * 2)/2b JJ Fo (u .v )  е 1 к ( Л  v 2 >/2*  *
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# (b/a)^ <5 (ж -§■ Ъа/в.)6(у -s- Sw/ajdadv =
2 2

= ab-1 e ik (x  + y ) FQC-ax/bt,-ay/b ). (80 )

Из (80) следует, что модули компюксвдж амплитуд света на объекте и 
в изображении равны с точностью до масштабного множителя

IF-^x.y)! = ab 1(Fo(-ax/br - ay/b) i . (81)

В этом случае изображение тождественно объекту, только перевернуто 
и масштабно изменено.

Оптические системы характеризуются своим поперечным разрешением, 
которое связано с размерами апертуры лшзь». По критерию Рзлэя две 
точки в плоскости изображения разрешаются,'если "провал" интенсивнос
ти составляет болэе 20® от максимального значения интенсивностей в 
изображении этих точек» На рис. 8 показана поясняющая схема.

Пусть в объектно® плоскости ищется два точечных источника, разделен
ных расстоянием 2 1 : .

Fq (u )  =  <5(в -  1 ) + 6 ( 1 j  +  1) , (8 2 )

тогда изображения этих источников будут пропорциональны функциям
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размытия точки (73), которая для линзы, ограниченной диафрагмой с 
радиусом w , равна функции einc (76). Ширина каждого изображения 
пропорциональна \ъ/w (77), а расстояние между максимумами интенсивно
сти двух изображении равно 2Ы/а. Тогда условие хорошего разрешения 
изображения двух точек можно записать в виде

2Ы/а » Xb/M . (ВЗ)

То есть расстояние 21 между источниками должно быть иного больше 
ширины функции импульсного отклика, но вычисленной не в плоскости 
изображения, а в плоскости объекта:

Ха
21 » —  . (84)

Рассмотрим даже как преобразуется пространственный спектр свето
вого шля при переходе из плоскости объекта в плоскость изображения. 
Для этого от обеих частей уравнения (74) следует вычислить преобразо
вание Фурье

ОС
Fjte.n) = J-J F'(a,ft) e~i(c* * =—OD

iX>

= ffff Ca, v)*~*(ut w ;  >C(ъ-<* , v-f, )e 11' " >• 1 * y " ‘oartvu • > =—®

= r0<**n> Fo *■-*•-” > » a -  -«x/b , ft = -ay/fc , (85)

где • F0 й Fn _ Фурье-образы от функций к* , к- и п 
соответственно, йз (72) следует, что Фурье-образ от функции импульс
ного отклика пропорционален функции зрачка :

S{? ,») = Гс (Ч.-П> = P(f,w) , {86}

\
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где . Н(?,т>) - частотно-передаточная функция оптической системы.
С учетом (86> окончательно получим, что пространственны! сдактр 
изображения равен пространственному спектру объекта, умноженному на 
функцию зрачка:

F±(? ,r?) = Р<? .77) . (87)

Из (87> видно, что размытие изображения происходит из-за того, что 
диафрагма (зрачок оптической системы) ограничивает (фильтрует) высо- 
кие пространственные частота объекта, которые поэтому не дают вклада 
в изображение. То есть при получении изображения с помощью оптических 
систем с ограниченным зрачком происходит потеря информации об объекте.

Рассмотрим кратко, как описываются аберрации оптических систем, 
которые на практике приводят к еде большей потере информации об объек
те при получении его изображения. При формировании изображения в каж
дую точку его от плоскости линзы распространяется сходящаяся сфери
ческая волна. Аберрации линзы - это деформахда сферического фронта 
волны. В рамках Фурье-оппош ш  параксиального йриЗлдаенда аберра
ции описываются с помощью представления функции зрачка в вида

Р<е»7?) = &{?»!?) exs? £!#>(? ,J?>3 , (88)
Н

где P it „г!> = )  с  оовш в. . - . .
®tu=l

Первичные аберрации или аберрации Зевдзля ( малые деформации сфери
ческого фронта) имеют свои названия:2Р 1 - т cos в - дисторсия , = г кривизна ШЛЯ, *>3 =

- р2 соа2е - астигматизм , t>4 = г3 сое в - кома , ч>ь - т* -

- сферическая аберрация, (г,е> - полярные координаты в .плоскости 
линзы. Более общее описание аберраций: принято проводить с помощью 
ортогональных, полиномов Цврнияе, линейной комбинацией которых можно



представить любые деформации волнового фронта-. 

8
r lr .e y  = У  Е® (г) совСв̂

®Тй“А
} , - (69)

где ^  (г„еу -  м  в1̂  - полиномы Шрнзиш ,

н® (г) - радиальные полиномы, удовлетвордадаз условию ортоговалькос-в
'ГИ:

X *£ <г> К  ^  «**■ = 5(^1) ^  • <9°5о

<5^ -  сш вал йровежера, Эти ношнош представимы в виде ряда

t in - а)! sr*1-2®
й г )  = }  С-15®  ---— ----------- — ----------------• <91)Ъ  4=0 я! С5- -  - в)! - з)!

где ж ~ (п-®>/2 . При я=о ж а = 2р радиальные полинош равны 
полиномам Лежзщра Р <*0 :

( г )  = Рв(2 г2-1> . <82)
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4» Изображения случайных полвй

Когерентное световое поле отражаясь от поверхности объекта, обла
дающего микродаровностями (шероховатостями), приобретает случайные 
деформации волнового фронта и становится промоделированным по фазе.
По мере распространения в пространстве фазовая модуляция поля перехо
дит в амплитудную модуляцию, и отраженное от объекта когерентное све
товое гож приобретает пятнистую структуру в распределении интенсив
ности, спекл-структуру. Такое поле далее мы будем называть случайным 
световым полем и описывать также комплексной амплитудой F(x,y> , но 
амплитуда и фаза которой являются случайными полями от аргументов .

Получим выражения для средней интенсивности и корреляционной функ
ции амплитуда в фокальной плоскости линзы ( рис. 9) [6,7]. Пусть 
случайное световое поле, которое образуется при отражении плоской мо
нохроматической волны от шероховатой поверхности или при прохождении 
через прозрачный диффузор (случайно рассеивающий объект), ограничено 
диафрагмой s , пропускание которой описывается формулой

и которая расположена на близком расстоянии перед линзой (рис. 9).
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Тогда комплексная амплитуда света в фокальной плоскости линзы, рас
положенной на фокусном расстоянии ( f - длина фокуса) за линзой, опи
сывается Фурье-преобразованием от исходной амплитуды поля FQ(x ,y )  :

- ik(?2+ T)2)/2f ® -ik(xf+yr?)/f
5(?,И) = f е JJ P(x,y)Fo(x,y) e dxdy. (93)—00

Корреляционная функция амплитуды по определению

G<? ,17;? ',17') = < Fs(?,^) F*(f',r?') > , (94)

где - знак усреднения по реализациям статистически подобных
случайных полей. Предположим, что исходное поле статистически однород
ное, то есть его корреляционная функция зависит от разности аргументов

К (х -х '„  у - у ' )  = < F0 (x ,y )  F * (x ' » y ' )  > . (95 )

Тогда корреляционная функция светового поля в фокусе линзы (34) будет

.2 ikU?2-? '2)+(г}2-7?'2)3/2£
G (f ,V-Л ' Ж )  = е *

fT
(96)

, ik(?x-f 'х'+г)у-т? 'у' )/f* JJJ"JP(x,y)P (х',у' )К(х-х' ,у-у' ) в dxdydx'dy'.

Перейдем к разностным переменным

? -? * = , 7>—Г? ' ~ Av . f +£ ' = , 7?+7>' -
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х-х' = А, . у -у х+х' = 2Е^ , У+У' = УСу ,X У

тогда вместо (96) будем иметь

Я Я  Р(2,+ Д̂ /2, Еу+ лу/2)*

<97)

* Р^С^-Д^/г, Е^-Ду/2) К(Лх ,Лу ) е йй^йДу dẐ dEy.

Предположим,что масштаб корреляционной функции к<х,у) или средни® 
радиус корреляции исходного поля г к много меньше, чем масштаб фун
кции зрачка Р(х,у) или размер диафрагмы„„ т.е. в отверстие формы 
s попадает много периодов модуляции случайного поля. Тогда приближен
но можно считать, что

РСЕ^+дуг.Еу+Лу^)?*^^-^^,^^^) * j PCE^.Zy) I2 = PCZ^Ey).

Это равенство будет нарушаться только в точках, близких, к краям диаф
рагмы s . При таком предположении интегралы в (97} разделяются, и
мы будем шетъ:

G < V V W  = }2 е
(98 )

8Д х . у
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Проанализируем полученное выражение (88). Фазовый экспоненциальный 
множитель перед интегралами не влияет на модуль корреляционной функции. 
Заметим» что несмотря на то» что исходное поле было статистически 
однородным (85)» световое поле в фокусе .линзы не является однородным, 
так как корреляционная функция G(f ,v) зависит и от разности» и от суш 
мы своих аргументов (98). Модуль корреляционной функции является при
водимой функцией» т.е. он представим в вида произведения

I G (Af ! = lGt (Af ,д!7)! iG2(£f ,£7))! , (99)

k “ - Ш Г А г+у а )/±где G1(A? .д^) = I  JJP(Ex »Ey )e -X - -у -n dJ ĉCy ■ <100)

V -1 k(i»E.+iX )
g2(Î »z l) = I : •* - (101)

“* S ' —GO

Функция Gj » зависящая только от разности переменных» является Фурье- 
-образом от функции зрачка или от апертурной функции диафрагмы» огра
ничивающей исходное световое поле (100), а функция а2 , зависящая 
только от суммы аргументов» является Фурье-образом от корреляционной 
функции исходного поля (101). Масштаб функции gx определяется линей
ным размером , в диафрагмы s ж примерно равен 2>»£/d » а масштаб 
функции g2 по порядку величины равен >»f/rk . И так как по предпо
ложению • ,

D »  , ТО ' ДАf/B «  Xf/i?k ,

т.е. корреляционная функция в случайного шля в фокусе линзы 
имеет два характерных масштаба: быстрые осцилляции с триодом -2А£/в» 
амплитуда которых спадает с ростом к и п и имеет огибающую функцию, 
спадающую на расстоянии хт/гк.

Пример 1. В качестве примера найдем корреляционную функцию поля 
со следующими параметрами:
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Р(х) = rect (2x/D> » K(x) = exp [-(x/r^) ]

Согласно (98) получим

G« -? ' -f+f ') k ik(?24 ' 2)/2f C/2 - ±k (f -f )x/f
f e / e-D/2

dx *

{1021

<ж/х-. )* -ik{?+? ' )x/2f kDr, ik(? 2-f '2)/2f
e dx = — — e* J  -•”*<20

* siacjkD(?4 ' )/2fj expj- (krk/2f)2  ̂ 2 
> 1 -2~ > (103)

. График модуля функции (103) 
от разности аргументов показан 
на рис.10»а » а график от сум
мы аргументов - на рис.10,б. 
Средняя интенсивность случайно
го светового поля определяется 
так:

И? ,7>) = s {?=? ',п=п'}, 

и с учетом (98) равна:

- ,2 ®

К ?  , » )  = ~2 Я  K< W  *£ —со ^

Рис. 10 * ехр[-1к(?Дх+77Ду)/Г] (1Лхайу. (104)

Окончательно реализацию интенсивности случайного поля в фокусе 
линзы можно представить себе как неоднородный случайный процесс
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со средним радиусом корреляции, 
равным 2хf/D? и с огибавшей, 
которая спадает на расстоянии
Xf/2rfe < рИС. I I ) .

Пример 2. Пусть на входе 
в Фурье-анализатор (рис. 9) 
имеет место случайное свето
вое поле, описываемое как 
белый шум, т.е. 6-коррелиро- 
ванное:

К(\Лу) = 10<5(Дх)6(Ду) , Рис. II

тогда средняя интенсивность в фокусе линзы будет согласно <104) посто
янной:

К? ,4 ) = I 0 ~2 - const , (105)

что означает, что только 6-коррелированное однородное случайное поле 
остается однородным случайным полем в фокусе линзы. Но оно уже не 
будет а- коррелировало, если размер диафрагмы D конечен. Если же 
D * в> , то поле в фокусе линзы будет так же белым шумом, как и исход
ное световое поле. Корреляционная функция в фокусе линзы для исход
ного &-коррелированного поля имеет вид

-1к(хД_+уД )/£
в(Д? ,Д?}) = J/ с < Ч dxdy , (106)

— CD

где JQ(x,y) = -2 iQ Р(х,у> - приведенная интенсивность «s-коррели-

рованного поля, а само соотношение (106) выражает теорему Ван-Цигтерта- 
-Цэрнике, которая гласит, что корреляционная функция спектра чисто 
случайного сзетового поля равна Фурье-сшктру от плоской волны, запол
няющей ограничивающую диафрагму.

ИЧяМ
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.Пример 3. Пусть на входе в Фурье-анализатор (рис, 9) имеет место 
статистически изотропное случайное поле с корреляционной функцией

< Fq ( х ,у ) F * ( x ' , y ' )  > = К ( ( х - х ' ) 2+ (у - у - )2 ) = К {г ) , <107)

тогда средняя интенсивность в плоскости пространственного спектра 
(в фокальной плоскости линзы) будет также статистически изотропной.
Из (104) будем иметь в этом случае

2 ю -iктр cos(p-e)
К* ,Ч) = -о J J dр К(г) в =

х "  О  О

2 00
- ^  Г «г) Л (krp/f) jrdr = I(p) , (108)

о °

ГДЭ р ' f* "  *  п , Д^= г соав » г  elti&  , К -  Р  соер » п -  Р sinр ,
Ло(х) оуякция Бесселя нулевого порядка.

Далее подучим выражение для средней интенсивности спектра дда 
светового поля, представляющего собой произведение-детерминированной 
Функции а (х>  и случайной составляющей fq(x>. Для простоты рассмот
рим одномерный случай:

CD
ш >  = «  * в а ) f*<? > > = f  Я  s (x > e * (* ' x f o (x > f*< x - )> *—со

(109)

- i k {x - x ' ) ? / f  . °° а -1КД
# е dxdx' = | JJ е (Е+Д/2)в (Е-Л/2)К(Д) е d£dA ,

—00

где Е = (х+х')/2 , а =х-ж' , К{А) - корреляционная функция одаород-
асго случайного поля. Вшдем автокорреляционную функцию дэтерминиро-- - 
вашой части исходного ПОЛЯ:
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Я(Л) = | J g(2+Д/2) в*(Е-Д/2) d£ , (110)

тогда вместо (109) будем иметь

-ifcfД/f
Kf) = J К(Д) о(д) в зл . 'N~ (ill)

Из (III) видно, что средняя интенсивность пространственного спектра 
комбинированного светового поля является Фурье-образом от произведе
ния функции автокорреляции детерминированной части на корреляцион
ную функцию случайной части исходного светового поля.

В спектральных координатах В;.грзжениз ( I I I )  записывается з виде 
интеграла свертки:

~1К;Д/£ ' 1жД '' ivi'A1(f) = J «1Д е j F (w)e dss J IFn(w')s d»" -
— GO — CO —<30

J/ Fk(w) rn(„') 6(w + w' - kf/f)dwcte' = (112)
— CO

= X F^(kf/f - w > dw
— CD

где и - спектральные плотности корреляционных функций 
К£х) и п(х> соответственно. Из (112) видно, что средняя 
интенсивность пространственного спектра для комбинированного поля рав
на свертке спектров автокорреляции детерминированной часта поля и 
корреляционной функции случайной части поля.

Пример 4. Найдем корреляционную функцию комплексной амплитуды 
гауссового случайного поля,. Гауссово поле g<x> однозначно характе
ризуется заданием дисперсии, среднего значения и функции корреляции:
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<g(x)> = a(x), <g2(x)> = o2(x) , <eix)g*(x')> = G(x,x') -

Для однородного гауссового поля будем иметь

а(х) = а 2 G{x,x') = G(x-x')о

Такое поле формируется сразу за фазовым диффузором со статистически 
однородными микронеровностями, если его осветить плоской монохромати
ческой волной (рис. 12).
Функция пропускания такого __________________ __
диффузора имеет вид

где Р(х) = k(n~l)z{x), 
к - волновое число света, 
п - показатель преломления 
материала диффузора, х (х )  -  

- функция, описывающая из
менение высоты рельефа. 
Корреляционная функция поля 
вычисляется по формуле:

уз га ср орэт оор

Рис. 12

G(x-x') < е1<р(х) e~ip(x* ) > _> = 1 + ip(x) - iP(x') -

-  < P 2 ( X ) >  - <p2(x')> -fr 2<*>(x)*>(x')> + i<p(x)*;2(x' )>/2 -2

- i<p(x')p2(x)>/2 + .... (113)

При условии, ЧТО <p(x)> = О, <<p2(x)> = ̂ 2/2 , <p(x)p(x')> =
= <r2p(x-x' ) / 2 и с учетом того, что все корреляционные слагаемые 
в (ИЗ) нечетной степени равны нулю, вместо (ИЗ) получим
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G (x -x ')  = exp С 1 -  p ( x - x ' ) )  ] . (114)

Формула (114) часто используется для расчета корреляционной функции 
гауссового поля в плоскости спектра или в плоскости изображения.

Далее получим корреляционную функцию случайного светового поля в 
плоскости изображения. Исходя из полученных ранее формул (71).(72) и 
(74) для комплексной амплитуда света в плоскости изображения, полу
чим выражения для корреляционной функции поля в изображении,т.е. 
далее мы будем рассматривать характеристики когерентного изображе
ния объектов со случайными микронеоднородностями ( изображения 
шероховатых поверхностей или диффузоров). Перепишем еще раз формулу 
(74) для амплитуда света в плоскости изображения (опуская штрихи):

00

Fi (x ,y )  = JJ Fq(u,v' D(u ,,v -y ) dudv , (115)
-0 0

здесь также сделана замена ах/ь =*• -х , п - функция импульсного от
клика линзы. Пусть теперь функция fq(u ,v ) есть комплексная амплитуда 
случайного светового поля с функцией корреляции

K (u ,v ;u ', v ')  = <Fq(u,v)F*(u',v')> , (116)

тогда для функции корреляции в плоскости изображения будем иметь 

G ^Cx.y;*' , у '  ) *  <F;j( x , y )F * ( x ' , y ' ) >  =

(117)С©
-  J’j ’JJ K (u ,v ;u " , v '  )0 (u -x ,v -y  ,v  ' - у '  )dudvdu'dv' .—OD

Пусть объектное световое поле статистически однородное, т.е.

K (u ,v ;u * ,v ') = К( u -u ', y - v " )  ,
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тогда вместо (117) в разностных координатах

U-U' = Дц , v-v- = Ду , u+u' = , V+V' = 2 ^  ,

* - х  = Лх . У -У ' = Ду , х+х ' = 2 ^  . У+У' = 2£у

будем иметь
00

в(Дя.лу;Ех.Еу) = Я Я  « V V  °<2и-^+ди/2 , Ev-Ey^,/2-Ay/2)*

(118)

* П*{̂ - ^ - Ди/2+Лх/2 ■ V V V ^ j / 2» .

Введя автокорреляционную функцию импульсного отклика

CD

И (Л .,А  ) = Я  ^{?+Д /2 ,т?+Д /2) /2,г?-Д /2) , (119)—00

где ? = Ец - . т> = Еу - Еу , д? = д^ - дх , д̂  = av - ду ,

получим вместо (118)

W

Таким образом, функция автокорреляции случайного поля в плоскости 
изображения зависит только от разности переменных, т.е. изображе
ние однородного случайного поля также однородно. Из (120) видно, что ■ 
корреляционная функция поля в изображении равна свертке корреляционной 
функции объектного поля с автокорреляцией импульсного отклика линзы, 

Средняя интенсивность в изображении постоянная:
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И х ,у )  = G (0 ,0 ) = JJ EH ,tj )W(f ,n ) df tin = const, . (121)
— CD

Проанализируем формулу (120).
I. Пусть в объектной плоскости изображающей системы находится 6-кор
релированное случайное световое поле

К(Д ,Д ) = I <5(Д )<5(Д ) и v о u v

тогда в плоскости изображения сформируется световое поле, пропорцио
нальное автокорреляционной функции импульсного отклика

<3(Дх ,Ду ) * «(Лх .Лу ) - (122)

Функция импульсного отклика для линзы, ограниченной зрачком 
Р(х) = reel,{2.-K/D), С уЧОТОМ (73) раВНЭ;

П (х ) = В sinc(Sd)x/2b) ,

где ь - расстояние от линзы до плоскости изображения, к - размер апер
туры линзы, тогда автокорреляция шпульсного отклика будет равна:

CD CD

W(?) = /  П (х ) 0 * ( х - { )  dx = D2/  sinc(kDx/2b) *
— CD — СО

*  slnc^kD(x~? )/2bjcbt = D2e in c (k K /2 b ) . (123)

Из (123) следует окончательное выражение для корреляции поля в 
изображении:

Й(ДХ ) ~ В2в1пс(кВДх/2Ь) .

На рис, 13 графически проиллюстрированы последние соотношения. На 
рис.13,а показано, как формируется функция шпульсного отклика о<х).
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На рис Л 3,6 показано, что 
изображение случайного одно
родного поля также однородно 
и имеет постоянную среднюю 
интенсивность.
2. Аналогичный результат по
дучается, если ширина корре
ляционной функгщи исходного 
поля ^  , равная радиусу 
корреляции , много мень
ше ширины автокорреляцион
ной функции импульсного от
клика линзы sw , которая 
равна \f/D , т.е. sk« s .
В зтом случае микроструктура 
шероховатой поверхности, сфо

рмировавшей исходное случайное поле с радиусом корреляции rk, не бу
дет разрешаться оптической системой, а в плоскости изображения 
сформируется случайное световое поле с функцией корреляции (122),. мас
штаб которой полностью определяется шириной функции импульсного откли
ка линзы.
3. Если же, наоборот, \ »  • то линза разрешает микроструктуру
поверхности, и корреляционная функция поля в плоскости изображения 
пропорциональна корреляционной функции исходного шля

6<As ,Ay ) % Х(Ь&ж/а , ЬЛ^/а) (124)

и ее масштаб равен радиусу корреляции объектного поля, умноженному 
на фактор увеличения: sQ * .

Рис. 13
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Рассмотрим случайный транспарант, расположенный вплотную к лшзв. 
Введем понятия, характерные для описания некогерентных оптических сис
тем. Оптическая передаточная функция (0Ш) системы равна автокорреля
ции функции зрачка линзы

С »

Н (ж ,у ) = Р (?  , r > )* P * ( f  , 4 )  =  J J P (?  ,7? )Р * (?  -х ,т ? -у  )d?dn . (1 2 4 .1 )

— СО

Фурье-образ 0® назьшается функцией размытия точки (ФРГ)

S(? ,ч ) = г | н (х .у ) ]  = jO(? .77 > [ 2 , (124.2)

гд е  а>

П(?,1?)= ff Р(х,у)ехр t-ik(xf+yH)/f]cfatdy- ФУНКЦИЯ ИМПУЛЬС

НОГО отклика линзы.
Случайный фильтр пусть имее пропускание в виде:

т ( ? , Ч )  =  т  +  т (? ,т ? ) ,  (1 2 4 .3 )
О  А

где т =<т(г,т»)> , <т.(гг,ч)>=о , а2- <т2((,т>)>-т .О Х  О

Для корреляционной функции однородного случайного фильтра получим:

G(?-?',r>-h')= <т(? ,т?)т*(£ ',«')> = + с-2К(?-{',7?-П') ,

где K(f ,т,) - корреляционная функция для пропускания ,»).. 
Усредненная 0® системы "линза+транспарант" будет равна:

<Н(х,у)> = <(Нот)*(Н* т*>> = Ho(x,y)G(x,y> . (124.4)

Из (124.4) видно, что усредненная О® равна произведению О® линзы 
без транспаранта на корреляционную функцию пропускания транспаранта. 
Используя (124.3), можно проанализировать как случайный транспарант 
искажает изображение.
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5. Частично когерентное изображение

Рассмотрение случайных полей позволяет органично перейти к рассмот
рению более общего случая световых полей с частичной когерентностью 
или изображений источников частично когерентного света.

Введем некоторые предварительные понятия. Поле от частично когерен-' 
тного источника света по-прежнему описывается комплексной амплитудой 
з точке пространства р и в момент времени t : 0(P,t) *.
Это световое поле обладает некоторой спектральной плотностью, которая 
имеет ширину, равную спектру излучения источника - av :

Ж -2nivt
X U(P,t) е dt . (125)

о

Av много меньше средней частоты излучения v :

со
Аг> « V  , v  = J  v  U (P , v ) йу ,

то говорят, что световое поле - квазшонохроматическое, и все предыду
щие формулы верны для такого шля, если заменить волновой вектор к 
или длину волны х на их средние значения : к или х .

Если ввести понятие временной когерентности светового поля тс как 
временной задержки , в течение которой поле остается полностью когере
нтным, то она оказывается обратно пропорциональной ширине спектра поля:

тс :s 1/Av , ' (126)

т.е. чем уже частотный спектр светового излучения, тем большее 
время в данной точке поле остается когерентным ( ниже будут введены 
эти понятия боже формально).

Функция взаимной когерентности определяется как усредненное по 
статистически подобным реализациям произведение амплитуд поля в

0(Р,^) = 

Если ширина спектра
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разных точках пространства и в разные моменты времени:

Г 12(т )  -  41 U*CP2. t )  > . (127)

Вводится также нормированная функция когерентности, которую называют 
комплексной степенью когерентности:

Г 12( Т  }
Г12(т) = .........     , (128)

У Г  (О) г22(0)

о < у12 < 1 . При Y = 1 - свет называется полностью когерентным,
а при г12 = о - свет полностью некогерентньш. Реальные световью 
поля находятся в промежутке между этими двумя идеальными состояниями. 
Если формально ввести понятие временной когерентности как

гс = Х ir12(T)'2
О

то для полностью когерентного света время когерентности будет беско
нечно большим: тс <* <*> „а для полностью некогерентного света : о
Для квазимонохроматического света, который мы будем рассматривать в 
дальнейшем, выражения (127) и (128) принимают вищ

Г12{Т ' "  Л12 *
-2п ivT

(129)-2п гмг
r 1 2 ^ T  }  ~  Р 1 2  е

где д12 = г12со> = < W P 1,t) o*(P2.t) > - взаимная интенсивность
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в и12 - у12(0) - комплексный коэффициент когерентности.
Нетрудно показать, что уравнения для распространения взаимной ин

тенсивности аналогичны 'уравнению Гельмгольца (3):

Ч1 J12 + * Ч 2 =0 ’ *2 J12 + ** J12 = 0 * <130>

где • 72 “ -яап̂ асианы в точках Рг и ?2 соответственно, 
'следовательно, в параксиальном приближении для функции взаимной 
интенсивности можно записать уравнение распространения через преоб
разование Френеля (S2) :

U (x ,y ,z )  = J/ U ( х ' . у * )  h (x - x ',  у - у ' }  d x 'd y ' ,

h(x,y) = k/z exp j ik(x2+y2)/2z|ĵ ik(x2+y2)/2zj

J (x ,y ;x * ,y * )  = < U (x ,y .zJ U ^ C x '»y ',z )>  =

00

= JJJJ *J0 (f  ,h;? *,r> ')h (x~ { ,y -7 > )h * (x '-f ' , y ' - P ' 'dr,' , (131)
-C D

где. JQ(f ,r?.f',r>-) - функция взаимной интенсивности в плоскости z=o. 
Из (131) видно,что уравнение распространения для функции взаимной 
интенсивности хвазимонохроматического света совпадает с уравне
ниями для корреляционной функции случайного поля (94), (95). Поэтому 
можно сделать вывод, что световое поле, поровдэнное пространственным 
источником частично-когерентного квазимонохроматического света, описы 
вается так же, как случайное световое поле, сформировавшееся после .от 
ражения когерентного монохроматического света от шероховатой поверх
ности.
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Теорема Ван-Цкггтерта-Цернике .для частично-когерентного света форму
лируется следующим образом. Пусть исходное полз - чисто веногерентное» 
то есть взашная интенсивность при z=o имеет вид:

JQ(? Ч'> = К? ,1?) <5(?-е-) 6(r}-v~) , (132)

Подставив (132) в (131), подучим

2 в
J(x,y;x',y') = \  JJJ/ К? *

Z  — СО

ik t(?-x)2+d7-y)2]/2z -ik C(f'-x')2+(7?'-y')2l/2z
* 0 e df <k?f'dr?' =

ik «ж2-х'2)+(у2-у'2)3/2ж
в *

■® ik re : <-*')■№(y - y ' ) l  .
* Я  e . . <133}“Ш

Итак, взаимная интенсивность света на расстоянии г от источника 
полностью некогерентного света равна, с точностью до экспоненциального 
фазового множителя, Фурье-образу от распределения интенсивности го 
источнику.

Рассмотрим даже дифракцию частнчво- 
-когерентного света на транспаранте 
(рис. 14) Юз. Получим выражение для 
средней интенсивности на расстоянии z 
от транспаранта в параксиальном приб
лижении. Функция взаимной интенсивнос
ти на выходе транспаранта J. связана 
с взаимной интенсивностью на входе



очевидным соотношением

Jt<X,y,X',y' ) = Т (x,y)r*(x',у') ,Х . y'i , (.134)

где т(х,у) - комплексная функция пропускания транспаранта.
Далее можно записать

2 **
•К? «Я> = ~9 JJJJ Jt(x,y,x',y* )h(x-f »у-7?)Ь*(ж'~? „у'-я Jdxdycfe'dy" =z“ *-OD

2 » , U35> 
-~2 Я Я  )T(x,y)T*(x',y')h(x4 ,y-H)h*(x'-? ,y'-!?)dxdydx'dy' .
% ~CO '

Если размер источника в много болью площади когерентности 
sc = яг2 , гс- радиус когерентности шля, который равен его радиусу 
корреляции rk , то источник называется квазиоднородным, и его взаим
ная интенсивность представима через коэффициент когерентности в виде

Ji(x.y,x*,у*> = А(х,у)А*(х'.у')м4<ж-х',у-у') *

*  К Е, • £у) , \У  • С136)

Суммарно-разностные переданные. £ и а были введены ранее. Пусть 
яркость источника света постоянная , т.е. к  ^  • "£*> = 10 , 
тогда вместо (135) получим

W • '
К? , v ) = io(k/z)2JJJJ т*(^х+Дх/2 .Ду^Ду/2) *

* П1(Аs .*y> expj^l|( ?Дх + чДу -  ГхДх -  £yAy )J • (137)
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Чтобы пренебречь зависимостью в показателе экспоненты в (137) от 
суммарных аргументов,надо потребовать выполнения неравенств

2л 2пTS  V x  < "/2 , 5̂ - £уДу < я/2 ИЛИ

z > 2ШсА  , (138)

где D - диаметр апертуры транспаранта» dc - диаметр зоны когерен
тности излучения,

При условии (138) шесто (137) получим

2  Л  1 к { ? Д  + 7 > Д  ) / z

К*,а) = IQ(k/z) JJ и(Ах»Лу) ' W V  е ^х^у» (139>

где со
W< W  = Я  V Ay/2) »

W(x,y)- функция автокорреляции пропускания транспаранта. Выражэнж 
(139) составляет содержание теоремы Шелла и означает» что средняя ин
тенсивность частично-когерентного света на расстоянии ж от транспа
ранта равна Фурье-образу от комплексного коэффициента когерентности 
в плоскости z=o » умноженного на функцию автокорреляции пропускании 
объекта. Условие (138) означает» что если dc > в , то z > 2D2a , и 
плоскость наблюдения находится в зоне Фраунгофера (в дальней зоне) 
для апертуры всего объекта. Если dc < D , то % > 2Ш,А» и плос
кость наблюдения находится в дальней зоне для каждой ячейки когерент
ности источника.

Рассмотрим два частных случая» следующих из формулы (139).
I. Пои когеоентном освещении объекта ц.(Д ,д у -  I » тогда4 - i 1 X у О

имеет место условие dc > в» и получш формулу для распределения 
интенсивности когерентного света в дальней зоне дифракции
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„  tk (? A  +г,Д )/ z
l i t  , 4 )  =  I  (k / z )  f f  ЩА A )  e  У dA_dAv  =° i i  x y

О 00 i k { x f  +yi? )/ z  „
=1 < k / z )“  i f f  т ( x , y )  e  * H iy  I . (1 4 0 )-0D

2. В другом крайнем случае при полностью ташгеревтном освещении 
объекта dc « в , тогда ширина функши автокорреляции объекта 
sw пропорциональна в , а ширина коэффициента когерентности р± 
пропорциональна d , т.е, w « в2 й вместо <139} получим

9 - “ Ш ?  А +»*>/*
Ш . П )  =  I ^ t f W z r #  й А<Дзс,Ду )  в  *  dA^dfty . <141)

В проюаутачной случае выратаи» <139) в частотных обозначениях можно
переписать в ввда свертка

1 {* » Ч )  =  cosset SF  ̂ ®  , (1 4 2 )

где - Фурье-образы автокорреляции объекта и коэффициента
когерентности, © - знак интеграла свертки. Замени, что =
= 1т(х,у)12.

Получим далее выражение для взаданой интенсивности в фокусе линзы. 
Опять предполагаем» что свет квазимонохроматический av «  и . 
Распространение взаимной интенсивности до линзы,расположенной на 
фокусном расстоянии f от источника частично-когерентного света, 
описывается преобразованием Френеля ( поясняющая схема показана на■ 
рис.15 У.
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J ^ C x .y .x '„ у ' ) = (k / f ) *

*  e

к ? ? 9 9
- 4 i f t ( x  + y  ) _ ( x  + т  ) 3

*tftf *

'2+n'2)-(f2+w2)]* e * Рис. 15

* зi| { x ' f  - + y ' » ' - x l  -yv  )
df docST 'dn ' (143)

После прохождения светом линзы» согласно (134)» получш

1.3k
J ' ( x , y , x ' „у*) =Ja (x .y ,x ",у") e x p j - j j  ( x ' 2+ y '2-x 2-y 2 )J . (144)

В фокальной плоскости линзы взаимная интенсивность рассчитывается 
как результат преобразования Френеля от взаимной интенсивности J'

i| f ( u '2+ v '2-u 2-v 2 )
Jf (u , v ,u ' , v ' )  = (k / f ) '1 е *

“  хё ( u 'x "+ v 'y * -u x -y v  ) ,
* f f f f  J ( х , у ,х '» у '>  в dxdydx'dy' . (146)

Вычислим промежуточный интеграл:

00

S г я я  »
00 i| f ( x '2+ y '2-x 2-y 2 ) i| c x '( f  '+ U ') + у'Стг'+ v ' t f
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(14S)

(147)

[x (J +u ) + y(r>+v))
*  e dxdydx' dy ' = (2*1/к)г *

* exp (? '+u ' ) 2+ ()? '+ v ' )2- ( f+ u )2-(??+v) 2 J .

Подставив (143), (146) в (145), окончательно получим

Jf ( u , v , u ' , v ' )  = (k/f>2 f f f f  J - ( f  *
— CO

r lk
*  exp I J - ( f  'ts' + 17' v '  -? «  -  nv ) d?dtod? ' * 5'

йгак, взаимные интенсивности частично-когерентного света на плоскос
тях входа и выхода Фурье-анализатора (рис. 15) связаны четырехмерным 
преобразованием Фурье. Сравните формулу (147) с формулой (96). .
Условие квазимонохроматичности света, т.е. условие того, -что 
максимальная разность хода двух лучей в системе будет много меньше, 
чем длина когерентности света, записывается в виде -

» o V f (< гс ’ (14в)

где - длина когерентности света, с - скорость света, *с -
- время когерентности света, dq и Df - линейные размеры источника 
в плоскости объекта и области пространственного спектра в фокальной 
плоскости линзы соответственно.

Из (147) легко получить выражение для средней интенсивности света 
в фокальной плоскости линзы для источника частично-когерентного света

CD

I f (u ,v )  = Jf (u = u ',v = v ')  = (k/f)2 ffff J ' ( f  ,n,Z'.V') *
-C D



Если источник света однородный

J^(f ,17 ) = V o (f '-«М? '-17 )

то вместо (149) можно записать

2 __ ik(xu+yv)/fIf(u,v) = IoSQ(k/f) JJ мо(х,у) e dxdy , (150)

где so - площадь источника» iQ - постоянная интенсивность излучения 
источника. Итак» средняя интенсивность частично-когерентного света 
в фокусе линзы пропорциг яальн • двухмерному Фурье-преобразованию от 
комплексного коэффициента когерентности однородного источника. 
Сравните формулы (150) и (104) и формулы (150) и (133).

Получим далее выражения дая функций взаимной интенсивности и сред
ней интенсивности для частично-когерентного света в плоскости изобра
жения (оптическая схема такая жегкак на рис. 5).

Перепишем формулы (143)-(145)» только вместо фокусного расстояния 
будем использовать расстояние от источника до линзы а и расстояние 
от линзы до источника ъ, удовлетворяющие уравнению для тонкой лшзы 
а-1  + b-1  = f - 1 . йгак, ДО ЛИНЗЫ :

со
ч2гJz(x,y.x',y') = (k/a) Jjjjr J'(?,n,f'»!?') *

(151)
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В плоскости изображения

( u . v , u " , v ' ) -  (k/b ) 2 JJJJ J " ( x , y , x ' , y '  ) »

* exp j ik / 2b |\x-u)2+ (y - v )2- ( x ' - u '  ) 2- (y  ' - v '  ) 2j j  dxdydx'dy' . (15-3)

Подставив (151) и (152) в (153) и воспользовавшись уравнением 
линзы (64), получим

Ji<u,v,u',v') = J//J J'(!T ,V,Z -,TJ') 0<u,v,? ,17) *-00
<154)

* 0*<u',v',fdTdbdf-<Ь)'

„ ik(f2+n2)/2a ik (u2+v2) /2bГДЭ 0(u.v.t.n) = k /ab e e *
(155)

°° -ik [x(u+bf /a) + y(v+bn/a) ]/b
* JT P (* .F )  e dxdy

- функция импульсного отклика линзы, отличающаяся от (72) тем, что 
в нее включены факторы параболической волны (сравните выражения (154), 
(71) и (118)). Условие квазимонохроматичности, при котором верна эта 
формула, имеет вид

D2 D2
  + -- « 1 > (156)4а 4Ъ

где dq и - линейные размер источника и его изображения.
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Неравенство (156) получено при условии, что максимальная разность 
хода двух лучей в системе много меньше длины когерентности (сравните 
условие (156) с условием (148)).

Из (155) легко получить выражение для средней интенсивности в 
плоскости изображения частично-когерентного источника света:

00
X j f u . v )  =  « ^ { 11= 71' , V = V * )  =  t f t f  '  . 57' )  *—со

*  n (u ,v , ? , r > )  0 ® (u , v , f " , 7 > ' )  d f d m « 'd n '  - (1 5 7 )

Пусть в объектной плоскости находится транспарант с функциэй пропус
кания rQ(f .г») . который освещается частично-когерентным светом с 
функцией взаимной интенсивности j0(?,ч,?'Ж) . Тогда вместо (157) 
можно записать

CD

I ^ u . v )  =  Я Я т о<? ' 7?)то (?  J ч 'Ы 0 (?  ,77,? 'Ж ) П ( ?  ,77,T1,V>*
“ CD

*  * ,п , u . v )  d?d77d? ' d r '  - (1 5 8 )

Заметим, что формулы (155) и (158) верны для любой оптической систе
мы, а не только для тонкой линзы. При этом следует иметь б виду, 
что функция а уже является функцией импульсного отклика не линзы, 
а произвольной оптической системы.

Рассмотрим предельные случаи для стешни когерентности света.
I. Пусть объект освещается полностью некогерентным светом

ао(д?,дп) = io<s «-?')* (т>-п') ,

и пусть оптическая система является изопланатической (пространственно- 
-инвариантной)

П ( ?  ,J7 , U , V )  =  0 ( ? - 41, 7) —- у )  ,
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тогда вместо (158) подучим

I1(U,V) = 1о Я  !-ro {? ,r5 )!2 !0 (e -a ,T > -v )j2drdr) , (159)

где
i0 |т(?,г))|2 - :

- интенсивность на объекте, |o<x,y)i2 - интенсивность функции раз
мытия точки. Из (159) видно, что некогерентная оптическая система 
линейна по интенсивности.

Передаточная функция некогерентной оптической системы, таким обра
зом, равна Фурье-преобразованию от функции интенсивности импульсного 
отклика:

“ „ 2ni<ax+f?y)
Н{а,/?) = JJ !0(х,у)| е dxdy =-<ю

<160)
= Я  р <?.ч ) р*<е-с. <£<&> .

где Р(? ,т?) - функция зрачка оптической системы.
Из (160) видно, что частотно-шредаточная функция некогерентной 

оптической системы равна свертке функций зрачка. Сравните выражение 
(160) с формулой (86) для передаточной функции когерентной системы.
2. -Полностью когерентное освещение объекта

приводит к следующей формуле для интенсивности изображения:

I^u.v) = 1о 1 Я  То(?'т,) «*«*> I2 . (161)
— CD



56

Формула (161) обычна для когерентных оптических систем ( сравни
те ее с формулой (74)>. Она показывает» что когерентная система линей
на по амплитуде» в отличш от некогеревтной оптической системы» кото
рая линейна по интенсивности.

Таким образом» понятно» что рассмотрение таких идеальных систем» 
как полностью когерентная и полностью некогерентная, удобно из-за 
линейности таких систем ( по амплитуде или по интенсивности), хотя 
реальные частично-когерентные световые поля и оптические системы 
описываются нелинейными соотношениями, которые и затрудняют их 
всесторонний анализ.

В данном пособии мы привели только основные интегральные 
соотношения» связывающие характеристики световых полей на разных 
плоскостях в пространстве и в оптической системе» без которых нельзя 
обойтись при анализе конкретных оптических систем.
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