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1. ПРОБЛЕМА СОЗДАНИЯ ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ

Для решения широкого класса задач астрономии, оптического при­
боростроения и оптической обработки информации необходимы высоко­
качественные асферические поверхности, например, параболическая оп­
тика для больших телескопов. Получение асферических поверхностей 
высокого качества зависит от разработки эффективных методов их атте­
стации []—4]. Методы аттестации асферических поверхностей основаны 
на создании эталонных волновых фронтов, форма которых соответствует 
контролируемой поверхности. Сферические и плоские волновые фронты 
естественным образом формируются в классических оптических систе­
мах, состоящих из линз, призм, сферических зеркал, а также пробными 
стеклами. Создание эталонов волновых фронтов более сложной формы 
наталкивается на значительные трудности.

В классической оптике проблема создания волновых фронтов 
требуемой формы решается с помощью компенсационных объективов 
[1,2], позволяющих получать волновые фронты в виде поверхностей 
вращения второго порядка. Однако создание компенсационного объ­
ектива является уникальной задачей для каждого типа волнового 
фронта. Асферические волновые фронты высших порядков, а также 
фронты без круговой симметрии, по-видимому, вообще не могут быть 
практически сформированы компенсационными объективами прием­
лемой сложности. Поэтому для решения проблем формирования 
сложных волновых фронтов в 70-е годы активно использовались ме­
тоды цифровой голографии [3— 15]. В [3— 7] для создания осесиммет­
ричных асферических волновых фронтов использовались специаль­
ные кольцевые дифракционные решетки с дифракционной эффектив­
ностью не выше 40%. В [8— 15] показана возможность создания асфе­
рических фронтов с помощью бинарных синтезированных на ЭВМ 
голограмм. Однако при этом в требуемый волновой фронт дифрагиру­
ется лишь незначительная часть энергии освещающего пучка, соот­
ветствующая первому порядку дифракции, большая доля элементов 
разрешения голограммы идет на передачу несущей пространственной



частоты, а относительное отверстие волнового фронта ограничено на­
ложением высших дифракционных порядков. Настоящее учебное по­
собие посвящено анализу методов компьютерной оптики, используе­
мых для создания волновых фронтов сложной формы [16—24]. Соз­
данию этого направления послужила публикация в «Докладах Акаде­
мии наук СССР» в 1980 году статьи М.А. Голуба, Е.С. Живописцева, 
С.В. Карпеева, А.М. Прохорова, И.Н. Сисакяна и В.А. Сойфера [16]. 
При этом в настоящей работе мы не касаемся специфических проблем 
коррекции аберраций оптических систем на основе применения ДОЭ 
и граданов, подробно рассмотренных в монографиях [25-—26].

2. ОПТИЧЕСКИЕ СХЕМЫ С ДОЭ ДЛЯ АНАЛИЗА 
АСФЕРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Рассмотрим некоторые оптические схемы контроля оптических 
поверхностей с дифракционными оптическими элементами, синтези­
рованными на компьютере [3—30]. Функциональное назначение ДОЭ 
состоит либо в создании эталонного асферического волнового фронта 
из плоского, либо в преобразовании (компенсации) одного волнового 
фронта в другой. В последнем случае ДОЭ называется оптическим 
компенсатором. В оптических контрольных схемах происходит анализ 
волнового фронта от исследуемого асферического зеркала или линзы. 
В интерференционных методах такой анализ осуществляется путем 
сравнения исследуемого фронта с эталонным. В теневом методе ана­
лизируется теневая картина волнового фронта, отраженного (или 
прошедшего) от контролируемого элемента и преобразованного опти­
ческим компенсатором. Теневой метод с использованием ножа Фуко 
более прост при реализации, но обладает низким отношением сиг­
нал/шум, так как нулевая пространственная частота, наиболее энерге­
тическая, не используется для анализа.

Рассмотрим оптическую схему интерферометра со сферическими 
пучками, показанную на рис. 1. В этой схеме луч света от лазера JI 
преобразуется микрообъективом МО в расходящийся сферический 
пучок света.



Рис. 1. Оптическая схема интерферометра с ДОЭ со сферическими пучками

Этот пучок с помощью полупрозрачного зеркала РП (расщепи­
тель пучка) расщепляется на два пучка. Отраженный пучок направля­
ется на эталонное сферическое зеркало ЭЗ, а прошедший пучок, про­
ходя через ДОЭ, попадает на контролируемое асферическое зеркало 
КАЗ. Компенсатор ДОЭ в этом случае должен быть рассчитан так, 
чтобы он преобразовывал сходящийся асферический волновой фронт, 
отраженный от идеального асферического зеркала, в сходящийся сфе­
рический фронт. Такой ДОЭ будет работать следующим образом. Рас­
ходящийся сферический фронт от МО преобразуется ДОЭ в расходя­
щийся асферический фронт, лучи которого будут падать на контроли­
руемое асферическое зеркало КАЗ по нормали и отражаться от него 
тоже по нормали (если оно идеальное). На обратном пути отраженный 
от КАЗ сходящийся асферический волновой фронт преобразуется 
ДОЭ в сходящийся сферический. В опорной ветви интерферометра 
для формирования эталонного сходящегося сферического волнового 
фронта используется эталонное сферическое зеркало ЭЗ. Два коге­
рентных между собой сходящихся сферических фронта пересекаются 
в плоскости регистрации ПР и создают интерференционную картину, 
которая далее анализируется. Таким образом, проблема изготовления



асферического зеркала сводится к более простой проблеме изготовле­
ния сферического эталонного зеркала. Однако высокие требования к 
устойчивости оптических элементов между собой и по отношению к 
КАЗ при микровибрациях не позволяют использовать этот интерферо­
метр в процессе технологического контроля зеркал.

Если расположить компенсатор ДОЭ в опорной ветви интерфе­
рометра [28], то он будет выполнять функцию, в некотором смысле, 
обратную схеме рисунка 1. Он будет преобразовывать расходящийся 
асферический фронт в расходящийся сферический фронт, а также 
сходящийся сферический фронт в сходящийся асферический.

Для контроля асферики применяются также интерферометры 
Тваймана—Грина и модифицированный интерферометр Маха— 
Цендера [5, 8, 10— 12, 27—28]. Компенсатор работает в них также, как 
и в рассмотренной выше схеме на рис. 1. Однако интерференционная 
картина формируется не сферическими, а плоскими волнами, что су­
щественно упрощает юстировку схемы и позволяет заменить эталон­
ное сферическое зеркало на плоское. Но преобразование сферического 
пучка в плоский требует дополнительного объектива, вносящего и до­
полнительные погрешности.

На рис. 2 показана оптическая схема интерферометра Тваймана— 
Грина с компенсатором в объектной ветви. Интерферометр работает 
следующим образом. Луч света от лазера Л расширяется микрообъек­
тивом М и коллимируется объективом O l. Далее плоский пучок света 
расщепляется полупрозрачным зеркалом на два пучка. Опорный пу­
чок отражается от эталонного зеркала ЭЗ. Объектный пучок объекти­
вом 03  преобразуется в сходящийся сферический пучок, который по­
сле прохождения диафрагмы, расположенной в фокальной плоскости, 
преобразуется в расходящийся сферический пучок. Этот пучок преоб­
разуется ДОЭ в расходящийся асферический пучок, лучи которого па­
дают и отражаются по нормали от контролируемого асферического 
зеркала КАЗ. На обратном пути два плоских пучка (объектный и 
опорный) пересекаются в плоскости регистрации ПР и формируют 
интерференционную картину в виде набора эквидистантных полос.



Объектив 02  строит изображение поверхности зеркал. Если К АЗ име­
ет дефекты геометрии, то это проявится в искривлении интерферен­
ционных полос.

Рис. 2. Оптическая схема интерферометра Тваймана—Грин 
с компенсатором в объектной ветви

Компенсатор ДОЭ в интерферометре на рис. 2 может быть распо­
ложен в опорной ветви. При этом он должен преобразовывать плоский 
волновой фронт в некоторый "квазиплоский", который соответствует 
асферическому фронту таким же образом, как плоский пучок соответ­
ствует сферическому.

Известны оптические схемы интерферометров, в которых ДОЭ 
располагается на выходе [29]. На рис. 3 показана схема интерферо­
метра типа Маха—Цендера с компенсатором на выходе. Опорная 
ветвь этого интерферометра включает два полупрозрачных зеркала 
для расщепления пучка и два плоских эталонных "глухих" зеркала для 
поворота излучения. В этом случае ДОЭ выполняет следующую 
функцию. Падающий на него плоский опорный пучок ДОЭ преобра­
зует в "квазиплоский" пучок, а падающий на него "квазиплоский" 
объектный пучок, пришедший от КАЗ, ДОЭ преобразует в плоский 
пучок. Так как через компенсатор проходят оба пучка, то это приводит



к взаимной компенсации технологических погрешностей изготовле­
ния ДОЭ и повышению точности контроля.

с компенсатором на выходе

Оригинальное использование синтезированного компенсатора 
предложено в работе [30]. На рис. 4 показана оптическая схема интер­
ферометра с компенсатором на входе.

Луч света от лазера Л, совмещенного с коллиматором, падает на 
ДОЭ и преобразуется в сходящийся асферический пучок, лучи кото­



рого падают и отражаются от КАЗ по нормали. Оптическая схема на 
рис. 4 объединяет достоинства схем на рис. 2 и рис. 3, так как погреш­
ности, допущенные при изготовлении ДОЭ, взаимно компенсируются 
из-за того, что ДОЭ порождает оба пучка и опорный и объектный. 
Кроме того, число элементов в оптической схеме минимально, по 
сравнению с рассмотренными выше. Не требуется плоского эталонно­
го зеркала, поскольку отражение от опорного зеркала происходит в 
малой области. Диафрагма вблизи опорного зеркала пропускает толь­
ко нулевую пространственную частоту. В отличие от всех вышерас­
смотренных типов преобразований (сферический в асферический, 
плоский в квазиплоский), в этой схеме компенсатор должен не только 
вносить заданные аберрации в волновой фронт, но и иметь некоторую 
положительную оптическую силу. Таким образом, ДОЭ на рис. 4 яв­
ляется аналогом асферической линзы, в то время как в схемах на рис. 
1—3 —  аналогом пластинки с заданными аберрациями. Из-за значи­
тельной разности хода лучей между плоским и асферическим фронта­
ми, соответствующий компенсатор должен иметь несколько тысяч 
структурных зон (колец), изготовление которых является трудной 
технологической задачей.

Рассмотренные выше оптические схемы интерферометров при­
менимы для бесконтактного контроля широкого класса оптических 
поверхностей зеркал и линз. При этом вся специфика контролируемой 
поверхности учитывается при расчете компенсатора и не требуется 
изменения самой схемы. Контролироваться могут как вращательно­
симметричные, так и несимметричные поверхности. Дополнительные 
варианты использования ДОЭ в контрольных оптических схемах при­
ведены в [16].

3. РАСЧЕТ ПЛОСКОГО КОМПЕНСАТОРА

Формирование эталонного волнового фронта а  будем произво­

дить из светового пучка Е  согласно оптической схеме (рис. 5), основ­

ным элементом которой является компенсатор К  с зонированным 
прозрачным микрорельефом, выполненным по технологии компью­
терной оптики на плоской подложке.



Рис. 5. Геометрия преобразования волнового фронта компенсатором 

Задачей плоского компенсатора К  является создание постоянной 

фазы на поверхности волнового фронта СУ, вершина которого отстоит 

на расстояние I от К  (см. рис. 5). Гладкий эталонный волновой фронт 

СУ зададим уравнением
Я  = /(х ) , хе£> , (1)

с гладкой (непрерывно дифференцируемой) функцией f  f  (0) = 0. 

Здесь х = (X, у )  декартовы координаты проекции точки <9 е ст на 

плоскость П, проходящую через вершину D 0 параллельно компенса­

тору; D  —  область значений х , соответствующая формируемому сег­

менту фронта СУ. Н — алгебраическое расстояние от Q € о  до П , вы­

бираемое отрицательным, если П  лежит за Q  по ходу лучей. Ось z 1  

К выходит из центра О  по ходу лучей. Освещающий пучок Е  зададим 

длиной волны А,, распределением интенсивности /„(и) и эйконалом

в рабочей области G  плоскости компенсатора^, и =  (и, V) 

—  декартовы координаты в плоскости компенсатора. Чисто фазовый 

плоский оптический элемент-компенсатор К  будем характеризовать



фазовой функцией ф(и)[16, 17]. При создании компенсатора фазовая 

функция приводится к интервалу [0, 271 {т)} и реализуется в виде фа­

зового микрорельефа (Ш =COnst — натуральное число; для кинофор- 

мов т  =1).
Геометрооптическое уравнение компенсатора имеет вид

где Ц х )  — расстояние от компенсатора до фронта о вдоль луча с 

направлением

ортогональным к поверхности (1), L  > 0, если луч проходит СТ после 

К  . В силу(3)

Области G  и D  должны быть также связаны соответствием, как 
н и х ;  фазовая функция компенсатора согласно (2) и (4) определяется 
по формуле

где координату х следует находить путем решения (5) при заданной 
координате и .

4. СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА КОМПЕНСАТОРОВ

Синтезированный по технологии компьютерной оптики компен­
сатор представляет собой криволинейную фазовую дифракционную 
решетку со сложными топологией и профилем штрихов.

(2)

(3)

и = х + [/ + /  (х)] V xf  (х ) . (5)

Ф(и) = %  -  к  { [ I  + Дх)] ^  1 + [V ,/(x) ] 2 + ц/Ди)} , (6)



Зафиксируем геометрию волнового фронта С  и изменим рабочую 

длину волны с расчетного значения А,0 до значения X  Ф А,0. Поскольку 

изменение эйконала компенсатором не зависит от X, то фазовая функ­

ция ф(А,) компенсатора, необходимая для формирования О на длине 

волны X, связана с фазовой функцией ф на Х 0 соотношением 

ф(Х.) = (Яй/Я )ф , (пространственный аргумент и в этом параграфе 

опускаем).
При освещении синтезированного ДОЭ —  компенсатора излуче­

нием с ХфХ0 сформированный волновой фронт отличается от заданно­
го. Погрешности обусловлены двумя основными факторами:
• изменением оптической разности хода через компенсатор вслед­

ствие дисперсии коэффициента преломления;
• нарушением условия соответствия фазы и синфазности зон ДОЭ.

Погрешности первого типа родственны хроматическим аберра­
циям обычных пропускающих оптических элементов. Если ДОЭ име­
ет одну зону, то и для него дисперсия показателя преломления являет­
ся единственной причиной аберраций.

Второй фактор является специфичным именно для ДОЭ, в кото­
рых максимальное значение оптической разности хода должно соот­

ветствовать фазе 27Г777 для расчетной длины волны Л,0 (т  =1, 2, ...). 
При изменении длины волны даже при пренебрежимо малой диспер­
сии показателя преломления условие соответствия фазы нарушается. 
Очевидно, что синфазность зон будет снова появляться, если макси­

мальное значение разности фаз для используемой длины волны X  

близко либо к 271/И, либо к 471 т , б и т , ... и т.д.
Количественное рассмотрение влияния несоответствия фазы на 

функционирование киноформа проведено в [31] для т  =1. Однако ка­
чество работы оценивалось там по точности формирования заданной 
интенсивности в плоскости объекта. При исследовании же компенса­



тора существенна точность формирования фазового распределения, 
определяющего форму волнового фронта.

Поскольку изменение эйконала ф ik, обеспечиваемое компенса­
тором согласно (6) и (5), не зависит от длины волны, а фазовая функ­

ция приведена к интервалу [0, 2Жт) для Л0, то фазовый сдвиг при

равен в каждой точке и

Ф(,\) = с mod2jrm ф , (7)

где

c = h i .  ■ дп(Х) = п(Х )-1 ;  (8)
X Ап(Х0)

п (к )  —  показатель преломления материала микрорельефа зон ком­

пенсатора; mod2ro,iФ —  фаза р  по модулю 2ШП. Функция комплексно­
го пропускания компенсатора

Т (к) = ехр (гФ(А.)), (9)

периодична по (р с периодом 2TtfTl и, следовательно, может быть раз- 
ложена в ряд Фурье:

СО }

Т(к) = V  а, ехр (г—ф ), (10)
/=-» ' m

а, -  sine (/ -  тс){~1)1 ехр (т т с), (11)
соответствующий различным дифракционным порядкам [25, 32]. 
Причем согласно равенству Парсеваля можно записать

12
I——со

Дифракционный порядок с номером I (10) обеспечивает фазовую 

функцию

Фт = 1 ф  = 4 - ф ( Х ) .  (13)
т тк„

Ъ Н 2=1- (12)



Наиболее интенсивным согласно (11) является порядок с номером /  = 

V, ближайшим к Ш С.

тХ0 А п(Х)

/ 2 / 2 .
где A s 

зовая функция

■ =  К е Д , (14)
X А п(Х 0)

причем v  зависит от X. В порядке V действует фа-

Ф(1/) = —Ф = рф(Х), 
т

(15)

где

Ms
VX Ап('Х)

тХ0 Ап(Хд) ]  + А,
V

Заметим, что при любых X, (любых А, и) 

р е
2  Ап(Х)  _ ^  Ап(Х)

(16)

(17)
3  Ап{Х0) &п(Х0)

Таким образом, в самом интенсивном V—м порядке при изме­

ненной по сравнению с расчетной длине волны X, вместо ф(Х) дейст­

вует линейно искаженное в pi раз фазовое пропускание, дающее де­
формированную форму волнового фронта.

5. Х А РА К Т Е РИ С Т И К А  Т О Ч Н О С Т И  Э Т А Л О Н Н О Г О  
В О Л Н О В О Г О  Ф РО Н Т А

В силу несовершенства технологии формирования микрорельефа, на­
личия дифракции и рассеяния света в среде компенсатора, ограниче­
ния числа уровней градаций фазы и разрешения по поверхности ком­

пенсатора вместо требуемой фазовой функции ф (6) реализуется фа­

зовая функция ф . Соответственно вместо эталонного волнового 

фронта а  формируется волновая поверхность с  с некоторыми иска­



жениями формы по сравнению с <7, определяющими качество а . Ни­
же формируются удобные при работе с ДОЭ количественные характе­

ристики отличия а от G как в каждой точке, так и в целом.

Хотя компенсатор для фронта <7 рассчитывался методами гео­
метрической оптики, волновая поверхность формируется дифракци­
онно и может не быть геометрооптическим фронтом. Механизм фор­

мирования ст описывается в общем случае суперпозицией многих ди­
фракционных порядков [25, 32].

В данной работе предлагается оценивать качество компенсатора

прямым сравнением световых полей, соответствующих <т и СУ, в вир­
туальном двухлучевом интерферометре, выставленном на полосы бес­

конечной ширины с разностью фаз 71 в плечах.

Введем обозначения W, / ,  у/ для комплексной амплитуды, интен­
сивности и эйконала эталонного светового поля, соответствующего 

волновому фронту а , а также аналогичные обозначения w, / ,  м/, соот­

ветствующие ст:

При заведении W и w в плечи виртуального интерферометра, 
сформируется разностное световое поле с комплексной амплитудой 

w -  w и интенсивностью

координаты точки в декартовой системе с центром 0 (см. рис. 5). При 

этом точки плоскости компенсатора К  имеют координаты (и, V, 0) =

£= w ,
-  /У = —argw.

К

2
I — w - w (18)

В качестве аргументов для W, / ,  w, I ,w - w ,  i будем использовать



( u , 0), точки волнового фронта СУ —  координаты (X, у ,  l+ f ) -  

( х , / + / (х )), а точки плоскости П  —  координаты ( хп , у п, / )  = ( хя , /).

Причем по условию

7(u,0) = 7o(u), \|/(u,0) = y o(u) + -cp(u) ,
к

/(и,0) = 7(,(и), ф(и,0) = 4/Ди) + -f ф(и),
к

/(u,0) = 7(u)-4sin2 Ф(ц)-ф(ц)
2

(19)

(20) 

(21)

Поскольку i(xn ,l) обращаются в ноль при w = w, то нормиро 

ванная величина

‘(xn J) (22)
7(хл ,/)

может служить характеристикой отличия с о т  G  в каждой точке сег­

мента О  волнового фронта. Для построения усредненных характери­

стик отличия а  от СУ в целом могут использоваться интегральные све­

товые потоки разностного поля w - w  и поля w, проходящие через 

сегмент D  фронта СУ:

ф «т= |  i(xn , l ) d 2x ,

Еи, г  J  7(х ,/ )d 2 хп ,

а также соответствующие полные световые потоки
00 00

ф = J J i ( x n ,/)d 2xn ,
-С О  -0 0

00 00 СО 00

Е = J J7 (x n,/ )d 2xn = J j 7(xn,0 d 2xn ,
—ОС —00 —00 —00

(D n —  проекция D  на плоскость П, осуществляемая лучами).

(23)

(24)

(25)

(26)



Заметим, что комплексная амплитуда W близка к нулю вне облас­

ти D n сегмента а .  Поэтому i(xn ,/) = /(х п,/) при хп е Д . и

Ф = Ф d + Ed , (27)

где
Е = Ей +ЕГ), (28)

а величина ЕГ) дает долю светового потока Е , проходящую вне D n и

соответствующую высшим дифракционным порядкам. Усредненными 
характеристиками качества формирования эталонного волнового

фронта О могут служить относительные погрешности

ч = £ ;  (29)is b D

подсчитываемые по формулам (23), (25), (26), (29) и изменяющиеся в 
интервале [0, 1].

Погрешность характеризует ошибку формирования сегмента

D  фронта СТ. Погрешность 7} дополнительно включает долю энергии 
освещающего пучка, следующую в высшие дифракционные порядки 

вокруг СТ.

Введем также понятия уклонений волнового фронта. Для этого 
заметим, что в частном случае гладкой геометрооптической поверхно­

сти ст, мало отличающейся от СУ, имеют место соотношения

|/(хп, / ) - / ( х п,/)| < < /(хп, / ) , (30)

ж
i(xn,/) = /(x n ,/)-¥sin х Ф и ) (31)

где величина

e(xri) = ¥ ( xn , / ) - ¥ ( x n50  (32)

представляет собой уклонение <т от СТ, отсчитанное по нормали к СУ, 

проходящей через точку (хп,7) (см. рис. 6). В общем случае для вол­



новой поверхности о  формально введем понятия уклонения £ (х п) ст 

от СУ формулами (31), (18) в каждой точке Хп. Понятие среднего укло­

нения sD а  от СУ в пределах сег мента D  введем по аналогии, заменяя 

в (31) интенсивности на соответствующие световые потоки:

Фд =Е0 -4 sin^ к s r (33)

При геометрооптической поверхности о ,  мало отличающейся от СУ, 

величина sD представляет среднеквадратичное нормальное уклонение

6 от СУ в пределах сегмента D .

k ■%

п

Dn
Н

Рис. 6. К расчету нормального уклонения волновых фронтов

В силу (27), (28) и (33) имеет место оценка
eD < е , (34)

где s представляет собой характеристику, усредненную по всему 
волновому фронту:

0  = E-4sin2
ЛЕ

(35)



Для световых потоков Ф  и Е  можно записать закон сохранения, 
следующий непосредственно из уравнения Гельмгольца:

Ф = J Ji (хп,/) d 2xn = Ji (u, 0) d2 u ,
-oc-oo G

CO
£ =  J J /(x n,/)d 2xn = p (u , 0 )d 2u.

(36)

(37)

Применение (36) и (37) к оценке (35) позволяет выразить уклоне­
ние е непосредственно через фазовую функцию компенсатора:

_  _  X8 д < 8 : -arcsm
( л л ■

Jsin' ф -ф [3(u)d2 и
G 1 2 )

Я

где

Р(и) =
70(и)

J /0(u)d2u

(38)

(39)

Формула (38) дает оценку сверху точности уклонения zD волно­

вого фронта а  от эталона о  непосредственно через невязку фазовой 
функции компенсатора и верна для любой технологии его изготовле­
ния как тонкого оптического элемента. В следующем разделе произ­
водится конкретизация оценки (38) для ступенчатого микрорельефа с 
ограниченным пространственным разрешением [16, 17].

6. ВЛИЯНИЕ ДИСКРЕТИЗАЦИИ И КВАНТОВАНИЯ 
ФАЗОВОЙ ФУНКЦИИ КОМПЕНСАТОРА НА ТОЧНОСТЬ 

ЭТАЛОННОГО ВОЛНОВОГО ФРОНТА

Наличие конечного числа М  градаций высоты микрорельефа и

ограниченное пространственное разрешение Ъи х Ьи технологии ком­
пьютерной оптики [17] порождают квантование по уровням и дискре­
тизацию по аргументам для фазовой функции компенсатора, приве­

денной к интервалу значений [0,271 /72), /77=1, 2 ,....



Влияние квантования фазовой функции обычно исследуется по 
интенсивности различных дифракционных порядков [25, 32]. Совме­
стный учет дискретизации и квантования фазы в известных работах 
[27,33] выполнялся лишь для внеосевых бинарных голограмм.

Оценим совместное воздействие дискретизации и квантования 
компенсатора с дифракционным фазовым микрорельефом на качество 
волнового фронта, пользуясь вышеопределенным, дополнительно ус­
редненным по ансамблю шумов квантования критерием уклонения s . 
Компенсатор, синтезированный методами компьютерной оптики, 

имеет дискретную структуру, содержащую не более Ni х N 2 ячеек 

разрешения GJk, размера 8 и  х 6 v  каждая. Здесь J —  множе­

ство номеров (j,k) ячеек разрешения, попадающих в область G. В ка­

ждой ячейке Gjk фазовая функция ср принимает постоянное значение 

(рJk, получаемое путем квантования по М  уровням отсчета ф (|у*)

функции ф в центре %]к =(^,,т |4) ячейки G,k. Причем значения р /к 

выбираются из конечного множества

{Ф:Ф = У■ ?; j 0 = 0 ,M ~ l} l  Q = (4°)

Оценку уклонения s' (38) будем производить в предположении,
что:

• размеры ячейки малы по сравнению с характерным интервалом 
изменения фазы;

• шаг квантования q мал по сравнению с 2тст , так что можно 
применить статистическую модель квантования [33].

При этом для фиксированной ячейки Gjk можно разложить (р по 

степеням (и -  \ )к)

ф(и) = Ф {%Jk) + (и -  \ )к) V„<p ( \ Jk ) ,  (41)



u e G jk, V.. = P(u) = 3(§#), (ue GJk),
d_ 8_

^du' dv,
а величины шумов квантования

некоррелированы, имеют нулевое среднее и дисперсию
<Г

®,1 ) - т г

(42)

(43)

(44)

где <.. >  — символ усреднения по ансамблю шумов квантования.
Производя вычисление интегралов по и и усреднение <...>  в ка­

ждой ячейке Gjk, затем, переходя от полученных интегральных сумм к 
интегралам и подставляя результат в (38), получаем

< g >=—arcsm 
ж

(45)

где

2к  ч
1 -  sine m

М )

'к 2  .  г-sine
2 ж2 М

1 -  sine Ьи фн(и)
2ж

sine 5\л <ру(ц)
2к

(46)

(47)
p(u)d‘ и

ckp_ 
ди ’

9ф
dV

Величина Sq обращается в ноль при М —>оо и представляет собой 

компоненту среднего уклонения < ?  > из-за квантования фазы по 

уровням. Величина Sd обращается в ноль при Ьи, 8v —>0 и представ­
ляет собой компоненту уклонения из-за дискретизации фазы в плоско­
сти компенсатора.



В силу сделанных предположений о малости 8и, 8v  и q , можно 

записать формулы (46) и (47) в более простом виде при 8 и  = 8 v  = 8:

■={<+< Y 2

1 (  rrik

< г> -

1 2 \ М

(48)

12
1

V„<p(«) (3(u) d2 u jjx(x)|2p0(x)d2 x , (49)

где согласно (6), (3) и (5)

7 ,
Z(x) = - V acp(u) = -  

к

Ро(х) -P(u)

А Л *)
y j l + ( v jf/ (х))2

+ V„v|/0(u ) .

C l!

<3x'
V.. = A  A

d u ' d v

(50)

(51)

6 u

6x
якобиан преобразования (5), а вектор u находится по вектору

х из уравнений (5).
Полезно учитывать, что при малой асферичности поверхности С, 

когда ее главные центры кривизны лежат вблизи центра ближайшей 

сферы, и при постоянной интенсивности / 0 освещающего пучка, весо­

вые функции /3 и аппроксимируются константами

ki)A (52)

где |о | —  площадь области G.
Если связать параметры волнового фронта с характеристиками 

компенсатора, полученные оценки позволяют вычислить точность в 
формирования волнового фронта имеющимся компенсатором, а также 
выяснить заранее, до осуществления попытки реального физического 
изготовления компенсатора, можно ли его получить с заданной точно­
стью ё  < гдоп. Кроме того, оценки (45) —  (49) позволяют осуществить



выбор проектных параметров технологии компьютерной оптики (6, 

М  и др.) в пределах допустимой погрешности 8Д0П создания эталонно­

го волнового фронта.

7. Ф О Р М И Р О В А Н И Е  В О Л Н О В Ы Х  Ф РО Н Т О В  С М А Л Ы М  
О Т Н О С И Т Е Л Ь Н Ы М  О Т В Е РС Т И Е М

Для гладких волновых фронтов 0 (1 ) , удовлетворяющих условию 
параксиального приближения,

—  « Л  — « 1 ,  (53)
R, R:

можно упростить уравнения для фазовой функции ф  и точности 8  пу­
тем разложения их в ряд Тейлора. Здесь 2А  х 2В — размеры прямо­
угольного сегмента D  фронта О по осям X, V соответственно; R b R , 
— главные радиусы кривизны в вершине D 0; введем также размеры 
2а х 2Ъ светового отверстия G компенсатора К, связанные с А , В 
уравнениями вида (5). В данном пункте будет использована скалярная 
форма записи (U, V) — u ; (X, V) = х и обозначения// / /  f y и т.п. для 
производных от f

Для упрощения записей направим оси X, v  из вершины 0 по пере­

сечению главных нормальных сечений С5 с касательной плоскостью к 

О в вершине Z)0:
f ( 0, 0)  =  0, f x (0, 0)  =  0, 

f y (0,0)  =  0, f J 0, 0)  =  0.

Если функция f  имеет непрерывные производные по крайней ме­

ре до порядка n Q, то в силу (53) функции/ и ф  целесообразно разло­

жить в ряды по степеням X, у  и U, V  соответственно.

/(*> У) = Ё 4  L cnfv,n-vxVy"~V + о ( ( х  + у)"0+]), (55)
п-0 П' v О



Ф(«5v) = Е A  + о ( ( и  + v f +;) , (56)
п=Оп - v=0 4 '

где Сг’„ — биномиальные коэффициенты; Щ — порядок приближения;
О(С^) — символ величины того же порядка малости, что и у  В силу 
условий (54)получаем

foo=0; /и  =f,o =0; f n =0. (57)

С учетом (57) главные радиусы кривизны в точке (Х,у) = (0,0) 
равны

Л , = - — ; 7 ? , = -  —
Л , ' '  / «

(58)

Если, кроме того, имеет место разложение функции щ
щ j  _п_ 

п-0 М* v=0
то формулы (5), (6), (57) и (58) позволяют установить связь между ко-

y ^ v + o ( (гu + v)"”+l)
„-П Yl I , , _ л  ' '

1Ы (5), 
эффициентами:

(59)

Фов=Ф0-*(ф<м+ /)
Ф o i= -kx¥oi’ (?io='~k\\fl0

Ф 20= к

Ф02 = к 

у п = -кц /и ;

ф 21 = к

KR2~ l

-Ч>20

-Ч102

(60)

(61)

. 4

Фл> = к

{1- l / R t f  { l - l /R 2)

 А ________
(7-//7?y)(7 -//7 ?2)2

(62)



ФлО ~ к

Фол = к

fso 
( 1 - l /R ,)3

fos

■Фло

-Фол
{ l - l /R 2y

Заметим, что решение уравнения (5) можно представить в виде

и  . л Л \

1
R,

- + ()((u + v) ) ,

У :
V + 0((ы ■ vY\.

1-
R,

(64)

Уклонение s волнового фронта также может быть выражено че­
рез коэффициенты параксиальной фазовой функции (56), Например, 
формулы (46), (49) в приближении (52) принимают вид

г J i -Ф У I
'2 а Ь

+ -
п у м )  ' 48abk

J |(ф„' +<p2v)dudv% (65)

а в параксиальном приближении (53) получаем (при Щ =3) оценку
\2

+
1 ( тк

\ Ж м

12к Ф/о + Фй + —  (фло + Ф//) + —  (фи + Фп )

(6 6 )

где коэффициенты ф?0ь <Ро, ф\а, фт, <Ро2, Щ\ определяется по форму­
лам (60) — (61).

Заметим, что при используемом порядке аппроксимации (П0 = 3) 
можно в формулах (65) и (66) заменить (см, рис. 5 и уравнения (5) и (64))

а = А 2 - Г
V &I J

ь = в 1 -
]_
R,

(67)



8. О С Е С И М М Е Т Р И Ч Н Ы Е  К О М П Е Н С А Т О Р Ы

Осесимметричные компенсаторы, формирующие волновые фрон­
ты вращения, являются непосредственными аналогами компенсаци­
онных объективов и рассмотрены в [16, 18]. В данном разделе соот­
ветствующие формулы выводятся как частный случай изложенной 
выше общей теории. При этом для радиально-симметричных функций

от г = | и | = \1и2 + '/  и р = | х | = л/х2 + у '  будем применять те же сим­

волы, что и для соответствующих функций от и, х .

Пусть волновой фронт С  является поверхностью вращения диа­

метра D  с уравнением

а освещающий пучок имеет радиально-симметричную интенсивность
10(Г) и эйконал 1|/0(Г). Переходя в уравнениях (5) и (6) к полярным ко­
ординатам

Таким образом, для нахождения фазовой функции в точке Г дос­

таточно решить относительно р  одно нелинейное уравнение (72) и 

подставить результат в (73). Заметим, что диаметр компенсатора d  и 

диаметр волнового фронта D  согласно уравнению (72) связаны с /:

Z  — Я р ), о <р < d /2  , (68)

х  = р cos а , у  = р sin а , 

и = г cos р, V - r  sin р ,

(69)

(70)
нетрудно получить [16, 18] соотношения

а  = Р,

г = р +[ / + Я р ) ■ Ж р) ] -

(71)

(72)

ф( г )  =  ф0 -  к  [ I + Яр)] х ф  +  [ 7 '(р )]2 + ф0 О) , (73)

где



/ = _ / |  (?4)
)  2 f , i d

2
В параксиальном приближении, когда

— « 1  (75)
R

и соответственно
d

R i «,,(76)

можно представить f  и V[/0 коэффициентами разложений в ряд Тейло­
ра:

Д р ) = ™ р 2+ - . / У  + ^ f 6P6 + 0(р8),  (77)

У > ) = ¥„ + ^ / 2 + ТТЧ'Л' +77 V 5 + С78)27? 41 61

где R -— радиус кривизны в вершине волнового фронта <7. При этом
решение уравнения (72) представляется в виде

1 1 , 1 -  п — — л I ~ „3 , л з , r t ( J \  C1G\
v — f v ) — Y  З У 3 5! T v J’ y‘J>

R
где

T?2 | 1 —

R

90 ( i  1 n2 iA  90 (1 5 f 4 .
p = ---------------  / ч— 2?//) +  r! — — ~ ¥ *  • (81)

5  '  R

Согласно (73) — (81) разложение фазовой функции

Ф(г) = фв + 1 у /  + 1 - т /  + 1 - ф/  + 0 (г8 ), (82)
2 4\ 6\

имеет коэффициенты

Рт = ............  .7 7 1 l  + - R 2l f X  т
I XV з " j



9 , = к

9 4 =к

-ц>2 +
R -1

-Vv —

3\ 2
R Л

R3\ 1
R

1 —
R

9б
90 2 —

/г

* 4 Y я 5 i

15\ 5
+ -

R

1 0 R \2 -  —

i -
f i ­

fe

I *

(83)

Точность ё  создания волнового фронта вращения оценивается 
по формулам (49) и (82) и выражается через коэффициенты (83). На­
пример, в приближении (52) получаем удобную расчетную формулу

1(т Х Л 2 82d 2 /  ’2 14
12\ М 96 к

d 22 и  d 4 2 d 4
Ф2 +- jg W *  +J 7 y <?' +T j ~ f (p2% (84)

Пример 1. Рассмотрим компенсатор, формирующий асферический 
волновой фронт вращения второго порядка, задаваемый уравнением

р2 = - 2 R f - ( l ~ e 2) f 2, (85)

где е — эксцентриситет. Освещающий пучок Е создается точечным 
источником, расположенным в точке с координатой
(-S0) на оптической оси. Здесь

Л
3 (1 -е 2) _ 45{1-е2)2

’ J6 R 3

1  3  4 5

On On On

(86)



и по формулам (82) — (84) можно подсчитать фазовую функцию (р и 
уклонение г волнового фронта. Представляют интерес два случая: 
компенсатор "сфера —  поверхность второго порядка" 

с источником с S 0 = R  — /  и компенсатор "плоскость — поверхность 

второго порядка" с S 0 = оо. Таблицы 1, 2 и 3 показывают зависимость 

s от М  и N  -  d /d  для случаев компенсаторов — "сфера —  параболо­

ид" (гиперболоид, эллипсоид), соответственно, для X  = 0,63 мкм; D  = 

0,2 м; R  — 1 м.

Графики и изолинии уклонения s показаны на рисунках 7 и 8 

для So -  R  — /  и на рисунках 9 и 10 для плоского освещающего пучка

с »So= оо. На рисунках 8 и 10 штриховкой отмечены области, где тре­
буемая точность не достигается.

Таблица 1 Значения е для случая компенсатора "сфера — параболоид" (е -  I)

M \N 256 512 1024 2048 4096
4 X X X X X

8,5 11,6 8,5 13,7 14
8 X X X X X

10 17 23 26 28
256 X X X X X

11 21 43 86 173

Таблица 2 Значения е для случая компенсатора "сфера—гиперболоид" (е = 1,3)

M \N 256 512 1024 2048 4096
4 X X X X X

6 9,5 12 13 14
8 X X X X X

6,2 12 19 25 30
256 X X X X X

6,4 13 26 51 102



Таблица 3
Значения S для случая компенсатора "сфера — эллипсоид" (е = 0,7)

МЛ N 256 512 1024 2048 4096

4 X X X X X
11 13 13,7 14 14

8 X X X X X
17 23 26 27 28

256 X X X X X
22 44 91 182 364

Рис. 7. Погрешность дискретизации компенсатора 
"сфера — поверхность вращения второго порядка"

(D = 0,2 м; X -  0,6328 мкм; 5  = 25 мкм; М  = 256)



0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 D/R

Рис. 8. Область значений параметров е и D/R волновых фронтов второго 
порядка, формируемых из сферического фронта

(D = 0,2 м; X  ----- 0,6238 мкм; М  = 256)

Рис. 9. Погрешность дискретизации компенсатора "плоскость — 
поверхность вращения второго порядка"

(!) 0.2 м; X  = 0,6328 мкм, М  = 256)



e i

2,0 г

У,5

1,0

0,5

/у;

Ш ш щ ш
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0,6 1,0 1,2 D/R

Рис, 10. Изолинии уклонения для волновых фронтов второго порядка, 
формируемых из плоского фронта

(D 0,2 м; X  0,6328 мкм;  5 =  25 мкм; М  ~ 256)

9. ФОРМИРОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ
D u r m p v  n n D g j ib ’AD

Уравнение поверхностей вращения п-го порядка, используемых в 
оптике, имеет вид

Р2 = (88)
р 1

Поскольку дифференцированием (88) нетрудно выразить произ­

водные /  • и /  " как функции от /. то (72) превращается в уравнение 

связи Г =  Г( f ), (73) дает фазовую функцию <р в зависимости от /. Та­

ким образом, решая уравнение Г =  Г( f ) относительно /, по заданно­

му Г можно определить (р =  (р(Г( / ) ) .

Пример 2. В качестве примера неалгебраической поверхности 
вращения высших порядков рассмотрим поверхность зеркала, пери­



ферийные кольцевые зоны которого являются частями параболоидов

вращения с различным фокусом. В [18] показано, что форма Z = /  (р) 

такого зеркала, фокусирующего плоский осевой пучок света в тонкий 
осевой цилиндр длины К, определяется дифференциальным уравне­
нием

Р ~2П  Р)

К
D/2

+ f(p) + F0

(89)

где Го —  параксиальный фокус, D  — диаметр зеркала. Очевидно, что

при выполнении условия £ ) /Г  «  1 решение уравнения (89) хорошо 
аппроксимировать несколькими членами разложения (77), в котором

7 К ,  1 К 4f4 =
4 2FnD2

f = -
F /  e 24*119 3F0D4 J

(90)

Таблица 4

Значения Z для различных S и М.

М \ N 512 1024 ЛЛ А Оzu4a 4096 88192
4 X X X X X

3 5,7 9 12 13
8 X X X X X

3 J 6 11 18 22
256 X X X X X

3,1 6,1 12 25 33

Фазовая функция (р  и уклонение г  могут оцениваться по форму­

лам (82) — (84). В табл. 4 приведены значения в для различных 5 и 

М  (при d  = 25,6 мм, К =  5 мм, D  = 130 мм, Г  = 500 мм, А, = 0,6328 

мкм и сферическом освещающем пучке с Sa = R  — I).



10. ФОРМИРОВАНИЕ НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫХ 
ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ

Приведенные в разделах 3 —4 общие соотношения позволяют 

рассчитать фазовую функцию ф компенсатора и уклонение б д л я  

волновых фронтов, не являющихся поверхностями вращения.
Пример 3. В качестве простого примера поверхности волнового 

фронта, не имеющей вращательной симметрии, приведем эллиптиче­
ский параболоид:

,.2  \
f(x ,y )  = - У

\2R , 2R
(91)

'2
Для него связь координат х и и дается уравнениями

2 \R ,—l х и = х  ь
R, R,

'  * -  + у-

R2 - l  у
V  =  у —  -------- 1---------

«2 R2

2R, 2R2 j
2 \' S  + ,

, 2R] 2R2 j

При сферическом освещающем пучке с

(92)

4̂ 0 (^9^) ^^0 ^  ^ ^о ’
фазовая функция определяется по формуле 

<р(u,v,0) = %  -
„2 ..2 ^

—к I —
2R, 2R,

1 х 2 У21 Ч у + —у  +
R Rl

Sq Jr u~ ■+■ v

(93)

(94)

где X, у  — решение системы алгебраических уравнений (92), S() — ко­
ордината точечного источника на оси Z. Для плоского освещающего

пучка следует положить \|/0 = 0.
Рассмотрим оценку точности е формирования из плоской волны 

асферического волнового фронта, представляющего сегмент эллипти­
ческого параболоида (91) с областью

,2

°  = \ ( х,у )--±т  + 2̂ ^ 1А2 ' В2
(95)



Размеры А , В  согласованы с (91), т.е.

А В

Rj R2

и соответственно е зависит лишь от A lR x. Согласно (50), (91) и (96) 

при фо -  0 получаем

%(х,у) ■■ J L  Z  
R , ' R 2J

1Н j  Н j
I R, *2

(97)

12
R а 2 \

1  ГГ In 1-
R J

\Уг
(98)

Значения s в соответствии с (98) приведены в табл. 5. 

Таблица 5. Значения г  (2А. = 0,2; R , = 2 R 2 = 1 м; М = 256; HI = 1)

Ал 5 50 мкм 25 мкм 12 мкм 5 мкм 2,5 мкм 1 мкм
0,6328 — X X X X X

мкм 2 3 6 13 31
10,6 X X X X X
мкм 10 21 42 100 200

Сравнивая строки таблицы 5, видим, что для изготовления хоро­
шего компенсатора данного типа в видимом участке спектра, требу­
ются устройства с разрешением 2,5 мкм и выше, в то время как в ин­
фракрасной области уже при разрешении 25 мкм достигается прием­
лемое качество волнового фронта.

11. ФОРМИРОВАНИЕ ВНЕОСЕВЫХ СЕГМЕНТОВ 
ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ ВРАЩЕНИЯ

Контроль качества внеосевых сегментов параболических и дру­
гих зеркал требует создания соответствующих эталонных волновых 
фронтов. Методы компьютерной оптики являются, по-видимому, 
единственным способом изготовления компенсаторов, формирующих



необходимый сегмент без ненужной остальной части поверхности 
вращения [21 — 23].

Пусть асферическая поверхность вращения Сть задается уравне­
нием

Н, =F(p;), р,= y jx 2+ y2 , (99)

в декартовой системе координат Х \у М \  (или р М \  ) с центром 

Д  GGi, лежащим на оси вращения D M i  (см. рис. 11), где <?(Pi) — 
гладкая (непрерывно дифференцируемая) функция с ДЬ) = 0 и посто­
янным знаком второй производной.

Рис. 11. Геометрия формирования эталона внеосевого сегмента 
асферической поверхности.

Внеосевой сегмент ГУ поверхности СУ] характеризуется своими 

размерами 2А х 2В и центром Д  с координатами р0, еГ (р0) в системе 

р М \.  Направим новую индивидуальную оптическую ось D M  сег­

мента СУ по нормали к О, в точке Д .  Тогда СУ характеризуется углом 

наклона ОС G  [0,71/2], представляющим угол нормали в точке D 0 с 

осью вращения DMu и связанным с р0 соотношением (см. рис. 11).



tg a  = -F '(p0), где?' = ̂ - .  (100)
dp/

Рассматривая сегмент СУ как самостоятельный волновой фронт 

независимый от СУЬ введем новую систему декартовых координат X, 

У, Н  с центром D 0, ось н  которой направлена по оптической оси 

D 0H  сегмента СУ; оси X, у  расположены в плоскости П , касательной к 

а  в точке D 0, причем ось у  параллельна оси Vi. Функция

Н =f(x,y), Сx , y ) e D , (Ю 1)

в силу (99) и согласно построению осей координат, является
гладкой и удовлетворяет условиям

f(0,0) = 0; fx(0,0) = fy(0,0) = fxy(0,0) = 0 (102)

и определяется неявно уравнением 
fc o s a - jc s in a -F (p e) =

(103)
= F y(fsina  + xcosa + poy  + у 2, (х ,у )е  D

где
D = {(x,y): \х\<А, |у |< 5 } ,  (104)

fx, fy, fxу -—  производные от f . Дифференцируя (103), получаем
fx(x,y)=  Р; sina + F ,(P/)x/ cos a   ̂ (Ш5)

р, cos a  -  F '(р; ) Xj sin a

u*> ?)= — 4 ^ 4 ™ — ’ (106)p, c o s a - r  (p p ijS in a
где

Xj = fs in a  + xcosa  + p0; p ,= y [x f+ y 2; у, = у . (107)

Поместим плоский фазовый компенсатор К  перпендикулярно оп­

тической оси D o H  на расстоянии /  от плоскости П  (см. рис. 11; /  > 0, 

если точка D 0 лежит за К  по ходу лучей). Введем на плоскости К  де­



картову систему координат U, V , оси которой параллельны X, у .  Све­
товое отверстие компенсатора выполним в виде прямоугольника:

С = |и |<д; (108)

Теперь общие формулы (5) и (6) расчета компенсатора применя­
ются с учетом того, что в случае внеосевого сегмента поверхности 

(99), f  определяется путем решения (103), fx, fy —  (105) и (106). При 
условии (53) параксиального приближения и гладкой функции

F(P;) = (Р, - РоГ + О  ((Р/ - Ро J " ' ), (109)

коэффициенты разложения (55) определяются по формулам (57) и

f20 ~ F) cos2 a, fg2- —— tg a ,  (НО)
Ре

f30 = (F, + j f ;  cos a -sin  a )  cos4 a ,

f,, — O', f,2 -
\

1 г 3 1 ■— F, cos a + —у sin a
P о Po

cos a ,
/

f0 3 = 0 '’

(1 1 1 )

f40 -  (F, - 10F3F2 c o s a s i n a  + 15F* c o s 2 a  s i n 2 a ^ c o s 5 a  , 

f„=0; f3 i= 0 ;

F, c o s 2 a  +  —  F2 c o s  a  ( З  s i n 2 a  -  2  ) -  
Po

j r !  4 3+ 3F2 cos a  sin a — - s m a  
Po Po

-c o s "  a ,

F, c o s 5 a  + — s i n a f i  
Po

c o s 2 a - s i n 2 a  ]

( 112)

В соответствии с (100) и (58) имеем



Для задач фокусировки параллельных пучков света, а также в 
Фурье-каскадах оптической обработки информации [34] особый инте­
рес представляют внеосевые сегменты параболоида вращения

=  ( П 4 )

Для него

г _ Ро . г  _  Ро

2R ' R , (115)

* т =<Н

где R  —  радиус кривизны поверхности 04 в вершине D { на оси вра­
щения. Согласно (113)

R, = - 4 - ;  R2 = —  . (116)
cos a  cosа

Уравнение (103) разрешается аналитически относительно f  и 

^ R 2 + 2fccsina cos" а ~ у 2 sin* a  cos2 a

(117)
f(x,y)- . 2

sm a  cos a

x  sin a  cos a  + R 
sin2 a  cosa 

а центр сегмента имеет координаты

pg = R tga , F(p0) = - y t g 2a .  (118)

Фазовая функция может определяться согласно (5) и (6). Далее по 
формулам (110) —  (112) и (115) получаем

_ cos’ a , _ cosa 
R 9 R 9

, 3 sinacos5a  , . , s in a c o s’ a  , . . . . . .
30 =  R 2 5 21 ,2 = ~ ~ R 2--------; 03 (  }

f  _  15 s i n 2 a  c o s 7 a  f  f  _ п  f  _ 3  s i n 2 a  cos '5 a
'40 — "  ~3 > hi -  43 ~ 22 = ’

,  _ 3 s i n 2 a c o s J a  

04 ~  R 3 ‘



Выберем сферический освещающий пучок Е с центром (-So) на 
оптической оси сегмента, для которого в параксиальном приближении

1V оо^О; V/o = Ц10] = 0; ц>20 = у ог = — ;
о0

Фзв ~ Уоз ~ У И = ф21 ~ 0 ‘
Подставляя (119) — (122) и (116) в формулы (60) — (63), получа­

ем для коэффициентов фазовой функции
<f>0J ~  Ф 10 =  Ф// ~  ^5

Фл) = к
V

1
R, - I

Ф21=0; ф30=к

Фа?

3R, sin а

1 1

V

cos а

Фи =к-
R2 sin а

(123)

(124)
% 3= 0.

(Rj ~l)(R2 - I ) 2 cos а '
Согласно (66) и (123) среднее уклонение в параксиальном при­

ближении с По — 3 оценивается по формуле

+

/ Л2

Л , - /
а 2 +

в У

У
(125)

где а, Ь определяются из (67).
Пример 4. Рассмотрим компенсатор, преобразующий плоскую 

волну ((i/6 ,0) = 0) во внеосевой сегмент квадратного сечения (В —
А). Зафиксируем размер а  компенсатора. Согласно (67) имеем

cos* а  (А
sin2 а  ; I = RA 1

А
Из (125) и (126) получаем расчетную формулу



Выражение (127) позволяет проанализировать зависимость е от 
длины волны Я, угла наклона сегмента ОС и относительного отверстия 
сегмента 4A/R, при фокусировке. Кроме того, (127) дает зависимость

в от числа ступенек микрорельефа М  и разрешения в плоскости ком­

пенсатора £(см . таблицы 6 и 7, рис. 12).

Таблица 6. Значения е ((X -  30°; 4A/Rt = 0,2; Л = 0,63 мкм)

М \б,
мкм 0,2 0,5 1 2,5 5 10 25 50 100

Л Л Л Я Я Л Я4 1,1Л 2,22
14 14 13 11 8 4 2
Л 1 1 Я Л Л Л8 1 АЛ 2,22

28 27 24 15 9 4,4 2
Л 1 Л Л Л Л16 1,1 Л 2,22

54 47 35 17 9 4,5 2
Л 1 Я Я Л Л ЛОО 227 1,1 А 2,22

91 45 18 9 4,5 2

Таблица /. Значения г (4А /Rt = 0,2; Л = 0,63 мкм; 8  = 2,5 мкм; М  = 8)

а, 0 10 20 30 40 50 60 70
град

S А. Л Л л Л Л л Л
17 16,7 16 15 13 и 7 3

Из табл. 6 видно, что для формирования сегмента с ОС -  30°, 

4AjRj = 0,2 при Я = 0,63 мкм с точностью ~Л/15 нужно обеспечить 

разрешение фотошаблона 8  ~2,5 мкм при М  = 8. При больших 8 ве­



личина в практически не зависит от М . в то время как для получения 

высококачественных сегментов с ё ~ к /20 — к /40 , выбор М уже су­

щественен (см. табл. 6). Из табл. 7 и рис. 12 видно, что добиться высо­

кой точности формирования сегмента все сложнее с увеличением ОС.

Рис. 12. Графики среднего уклонения внеосевого сегмента параболического 

волнового фронта (X = 0,63 мкм; 8  = 2,5мкм; М 8)

12. ФОРМИРОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ 
С ЗАДАННЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ИНТЕНСИВНОСТИ

Широкий круг проблем оптического неразрушающего контроля, 
нелинейной оптики, оптической обработки информации подводит к 
постановке задачи формирования волнового фронта сложной формы с 
переменным по его поверхности распределением интенсивности. Дос­
таточно упомянуть проблему создания световых реперных знаков или 
координатной сетки на криволинейных зеркальных или прозрачных 
поверхностях типа изогнутых лобовых стекол, роговицы исследуемо­
го офтальмологами глаза и др. Другая важная проблема —  формиро­
вание волны накачки при обращении волнового фронта, основанное



на нелинейных эффектах вынужденного рассеяния либо на 3-4- 
волновом взаимодействии волн. Интересна также задача создания фа­
зового оптического пространственного фильтра, согласованного с не­
плоским объектом в распознавании образов.

Рассмотренные выше компенсаторы позволяют создавать задан­
ные волновые фронты. При расчете компенсаторов распределение ин­
тенсивности на волновом фронте не играет роль свободного парамет­
ра и не контролируется. Расчет ДОЭ для формирования заданных и 
амплитуды и фазы поля может быть проведен на основе методов ко­
дирования, традиционно используемых в цифровой голографии [35]. 
Такие недостатки методов кодирования как высокая частота микро­
рельефа и низкая энергетическая эффективность могут быть частично 
компенсированы использованием более гибких итерационных мето­
дов. Платой за использование только одного ДОЭ для формирования 
как амплитуды, так и фазы поля является низкая энергетическая эф­
фективность.

Целью данного раздела является расчет оптических систем с 
двумя «формирователями», являющимися ДОЭ с гладкими фазовыми

функциями. Формирователи, во-первых, создают волновой фронт СУ,

заданный длиной волны X, вершиной D0, оптической осью OD0 и 
функцией уклонения

Н  -  f  (х), хе£> , (128)
от ближайшей плоскости П, проходящей через вершину D0 перпенди­
кулярно оптической оси, и, во-вторых, обеспечивают требуемое рас­
пределение интенсивности / ст (X), X eD  по поверхности а  (рис. 13). 
Здесь X =  (х, у) — декартовы координаты проекции точки волнового 
фронта а  на плоскость П; Н  < 0, если точка волнового фронта лежит 
перед П  при распространении пучка; область D точек X соответствует

световому отверстию волнового фронта С; функция f  непрерывная и 

гладкая, /  (0 ,0 )  — 0. Исходными данными задачи являются также 
распределение интенсивности / Е (щ) и эйконал Щ (щ) освещающего



пучка во входной плоскости, расположенной на расстоянии ( / о + / )  от 
вершины Do (рис. 13).

х

1 е ч »  £  1 е ч  1

Е

Рис. 13. Двухкаскадная оптическая система формирования волнового 
фронта с пространственно-модулированной интенсивностью

ся полной, так как вполне определяет световое поле в объеме одно­

родной среды, включающей волновой фронт С. Так, для геометрооп­
тического светового поля можно выписать эйконал и интенсивность в 
любой точке объема. Выберем трехмерную декартову систему коор­

динат с центром О на оптической оси на расстоянии Z  от вершины 

Do. Поскольку единичный вектор N  луча, проходящего через точку 

(X, /+ / (X)) е СУ, определяется соотношением

постановка задачи расчета формирователя по f, I a, IF, Щ  являет-

N W )  „  а )

то эйконал в произвольной точке (X, z )  — [X, Y, Z) равен
W (X ,z) = -n 0L (x ,z ) ,



где __________

L (x ,z )  = [l + f ( x ) - z ] ^ l  + |V /(x )f  , (130)

а двумерные векторы X, X  связаны уравнением
X = [/ + f (x ) -z ] -V /(x ) . (131)

Интенсивность в произвольной точке (X, Z ) в геометрооптиче­
ском приближении легко определяется из уравнения сохранения све­
тового потока вдоль соответствующей лучевой трубки:

L(x,z)/(X ,z) = / a(x) 7 L(x,z) 1 —
R2(x)R,(x)

где i? i(x ), R 2( x )  —  главные радиусы кривизны поверхности а  (128) в 
ее точке (X, /+/(Х)), выбираемые положительными, если соответст­
вующий центр кривизны лежит перед волновым фронтом а  по ходу 
световых лучей.

Фокусатор Ф двухкаскадной оптической системы для упрощения 
расчетов предполагаем выполненным на плоской поверхности, пер­
пендикулярной оптической оси (рис. 13). Компенсатор К  выполнен на 
криволинейной рабочей поверхности, задаваемой, например, парамет­
рическими уравнениями

и = и(ир), q = q(up),

где (u, Q  — трехмерные декартовы координаты точки на рабочей по­
верхности компенсатора К, !!,. =  (ир, Vp)  —  системы криволинейных 
координат на поверхности компенсатора. Расчет системы формирова­
ния проведем в 2 прохода. Начальный проход в направлении, обрат­
ном ходу лучей, позволяет заключить, что компенсатор К  должен 
сформировать непосредственно за собой эйконал

(np) ,q ( u p)),

где у /  определяется из (129) —  (131). Кроме того, фокусатор Ф дол­
жен создать на компенсаторе К  распределение интенсивности, опре­
деляемое уравнением

! \к  =



Знание h, (11,,), / Е (Ui) и 1/4 (Uj) позволяет рассчитать эйконал 

^i(Ui) непосредственно за плоскостью фокусатора по его градиенту

и гладкому лучевому отображению llp = Up(Ui) точек плоскости фоку­
сатора Ф на точки поверхности компенсатора К. Фазовая функция фо­
кусатора находится из уравнения

Последующий проход по оптической системе рис. 13 в прямом 

направлении дает возможность определить эйконал Щ непосредст­
венно перед поверхностью компенсатора К  в виде

где 11 j —  точка на фокусаторе Ф, соответствующая точке на компен­
саторе при определенном отображении Up = Up(Ui). Выписанные 
функции <ри (р определяют оба ДОЭ системы рис. 13 при известных

При радиально-симметричных функциях /  (р), /а(р), (р  = |х|),
Щ  (r i)- h t f i), ( f  l = |Ui|) для плоской поверхности компенсатора уда­
ется существенно продвинуться в геометрооптических расчетах фор­
мирователя (рис. 14). Используя кольцеобразные лучевые трубки, не­
трудно получить следующую процедуру расчета, непосредственно 
следующую из приведенных общих соотношений.

По заданной форме волнового фронта Н ^Д р) находятся эйконал

(132)

фДи Д = £ (и;) -  \(/£ (и ,)].

и выписать фазовую функцию компенсатора

cp(u;,) = A:[!fr(u(u;,),g(up) ) - 4/0(u/,)] ,

параметрах / 0, /.

1|У(г) =  п„ [I + f ( p ) ]  • ф  + \П р ) \2

и уравнение соответствия



ф к А
Рис. 14. Радиально-симметричная система формирования

г = p + [/ + f(p )]-f(p ), (133)

где /  ' —  производная /  по р , г - | и |. По требуемой интенсивности 1а 
(р) и интенсивности 1Е освещающего пучка из уравнения

г, р ( п )

\ lE(rl )-2nr1dr] = f / a(p ) -2npdp
О р(0)

находится соответствие р  = р(Т"\), подстановка которого в (133) дает 
соответствие Г = г(г\). Затем восстанавливается фазовая функция фо- 
кусатора

(pI(r1) = k[v/1(r1)~ yE(rJ)],
где

Ц11(г ,)  = у¥ , ( 0 )  + п0 J-
\  [ K ? 7 ) - r ; ] d r ;

« [ ( Ф Л - г , ) 2 + % ]

и эйконал перед плоскостью компенсатора
V [r-r,(r)ldr

Vo (О = Vo(0) + по Г— -----------—

I У*’

r° [ ( r ~ r l{r))2 + ̂ ]

где соответствие = пГГ) обратно соответствию Г = г  (Г р .
И, наконец, можно рассчитать фазовую функцию компенсатора 

из соотношения

cp(r) = £[i|/(r) -  Vo(r )] •



Пример 5. Продемонстрируем решение задачи формирования 
кольца радиусов а ь а2 с равномерным распределением интенсивности 
на параболическом волновом фронте:

f (p ):
2 R

r 1 ri 1 Р , — « / ,  - ~ « 1 ,  — « 1 ,
f0 f0 R

1 ,

при плоской волне освещающего пучка диаметром 2й 0- Для упроще­
ния выкладок будем использовать параксиальное приближение, в ко­
тором предполагается

\ щ
I

В данном примере требуемая интенсивность 

\ l 0, а, < р <  а2 ,
[О, иначе: Ia = const, пд = 1,

а уравнения соответствия Ги г  и р  имеют вид

4 ( р) = -

г  =  р -  / . р£
2 R )  R

- =  1 ip. 4 = 4 ^ 4а, -

Фазовые функции фокусатора и компенсатора здесь выписыва­
ются в явном виде

Ц>,(г/ ) = к

ф ( г )  =  к

7 > 2

i

_ 4 L
K Q 3 ) L 

.. , О < Г/< а,

г 2 г 2 
- +

а,ал 
+ - ^ 2 - q 2

при аА< г <  а5, где

2f0 2 { R - l )  f0

I

f  \  r

\ a -i)

a2 - a , 2
1-

R ; - - k ,

qj(t)  = — t \ l t 2 +1 + ln^t + \ l t 2 +J^j

0  =
7

t4 t2 + i - \ n { t + ^ t 2



13. ПРАКТИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ

Описанные в данном учебном пособии методы и алгоритмы реа­
лизованы в рамках программных продуктов “QUICK-DOE” и “ITER- 
DOE” для персонального компьютера на языке программирования 
C++ [36 —  37]. Аналитические методы геометрооптического расчета 
реализованы в рамках “QUICK-DOE”, а итерационные — в рамках 
“ITER-DOE”.

В частности, при расчете внеосевых компенсаторов система (5) 

решается численно методом Ньютона — Рафсона на сетке (Ц, V k), 

j  = 1 ,N ,, k  = l ,N 2 с шагом

А и = uJ+I -  Uj; Av= Vk+J -V k . (134)

Для нахождения следующей точки (X, у )  по точке (X j,yk):

x  = Xj+Ax; у  = ук + А у. (135)

вначале согласно (5), (103), (105) и (106) подсчитываются производ­
ные

v, = « , = ( /  + / ) / „  + Л / , ,  (136)

= ' + ( * + / ) / » + / ? ;  vy = / + ( / + / ) / „ + / ; ,  (137)

где функция / и  ее производные берутся в точке (.Х и, у  к).
Затем решается система линейных алгебраических уравнений 

[u,Ax + uvAy = Аи
, (138)

[vxAx + VyAу = Av  

и операции (135) —  (138) повторяются итерационно.
При найденных точках (U, V) и (X, у )  фазовая функция (р ком­

пенсатора подсчитывается по формуле (6), преобразованной к форме, 
не содержащей вычитания близких больших чисел.

На рисунке 15 представлен фотошаблон компенсатора, предна­
значенного для формирования из сферического пучка внеосевого сег­

мента параболоида вращения с параметрами R = 303 мм, а  =  15°, 2А 
= 2В — 40 мм, X = 0,63 мкм.



Рис. 15. Фотошаблон компенсатора «сфера — внеосевой сегмент 
параболоида»

Развитие в последние годы техники записи фотошаблонов и тех­
нологии изготовления элементов компьютерной оптики позволило 
осуществить создание оптики для больших телескопов на основе кон­
троля с помощью сверхточных ДОЭ [38],

14. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В учебном пособии систематически изложены теоретические ос­
новы формирования волновых фронтов с помощью ДОЭ, описаны 
перспективные оптические схемы контроля асферических поверхно­
стей с помощью дифракционных компенсаторов. Приведенный на­
бор средств оценки погрешностей формирования волновых фронтов с 
помощью ДОЭ позволяет оптимизировать выбор параметров оптиче­
ской схемы, физических параметров и параметров дискретизации 
плоского компенсатора. В заключение стоит отметить практическую 
значимость ДОЭ— формирователей волновых фронтов и их достаточ­
но широкое практическое использование при контроле асферических 
поверхностей. Особого внимания заслуживает предложенный метод 
совместного формирования волнового фронта и заданного амплитуд­
ного распределения, близкий к идеям цифровой голографии, однако 
позволяющий реализовать амплитудно-фазовое распределение с по­
мощью чисто фазовых ДОЭ.



• ДОЭ 5-10, 13, 16, 44, 47, 51, 53
•  Интерферометр 5-10, 16
• Интерференционная картина 7
•  Компенсатор 5-16, 20-24, 27, 29, 30-32, 35, 38, 41, 44, 46, 48, 51
• Эйконал 11, 13, 14, 16, 27, 44, 45, 46, 47, 48
•  Уклонение волнового фронта 53
•  Фазовая функция 12, 13, 14, 15, 21, 34, 35, 40, 47, 48, 50
• Параксиальное приближение 49
• Эксцентриситет 29
® Относительное отверстие 5



1. Нарисуйте схему интерферометра с ДОЭ со сферическими пуч­
ками

2. В чем преимущество интерферометра Тваймана-Грина над ин­
терферометром со сферическими пучками?

3. Каким образом определяется фаза плоского компенсатора?
4. Чем обусловлены погрешности формирования волнового фрон­

та при
5. Как можно выразить уклонение через волновую функцию ком­

пенсатора?
6. Как выводится оценка уклонения волнового фронта для случая 

фронтов с малым относительным отверстием?
7. Напишите формулу, по которой вычисляется уклонение волно­

вого фронта для осесимметричного компенсатора в приближе­
нии малой асферичности поверхности о.

8. Напишите формулу уравнения поверхности вращения п-го 
порядка

9. Нарисуйте и объясните схему двухкаскадной оптической систе­
мы формирования волнового фронта с пространственно- 
модулированной интенсивностью

10.Опишите алгоритм расчета фазовой функции компенсатора для 
плоской поверхности компенсатора, используя кольцевые 
трубки.
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